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■ Ein  paar  goniometrisclie  Sätze. 

Von  dem 

Herrn  Professor  I)r.  O.  Schlümilch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Es  scheint  bisher  noch  nicht  bemerkt  norden  zu  sein,  dass 
es  Reiben  von  der  Form 


d0cos*x  cos  «,r|-/!1cos  lx  cos  (n— 1 ) xfA^cos  ■— *a  cos  (n — 2)x+ .. 

. . -f-vf  »_  i cos  x cos  x , 

Iiacos'x  sinnx-Fi?!  cosB~Ijrsin(n — lJx-F/fjCos’*- *xsin(n — 2)z  f .. 
. . | B„— | cos  x sin  x 


giebt,  deren  Snmmen  sehr  einfach  durch  eine  Potenz  des  Cosinus 
ausgedrücfet  werden  können,  und  daher  möge  hier  ein  kleiner  Bei- 
trag zu  einer  Untersuchung  darüber  folgen. 


Bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  die  Binomialkoeffizienten  des 
Exponenten  m mit  m0,  m,,  >n2,  so  ist  nach  dieser  Bezeich- 

nung 


«=Wl,  !^j+i>=(n+i),,  ,,(,,f1,y:y~2)=(n+-2)I 


Es  sei  nun  die  folgende  Reihe  zu  summiren : 

( 2 cos  x)n  cos  na: +»j  (2  cos  x)"“1  cos  (it — l)x 
+ («+l)i(2 cosx)"— 2 cos  (n — 2) x-f ...  + (2n — 2)„_j  (2  cos  x)  cos x. 

Der  erste  Schritt  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  besteht  darin,  dass 
wir  die  Reihe  selbst  in  eine  andere  transformiren , welche  keine 
Cosinuspotenzen  mehr  enthält.  Diess  geschieht  leicht  mittelst  des 
bekannten  Satzes 


( 2 cos  cos ™ z — m0  + m,  cos : m2  cos  2z  f . . -f-  vim  cos  in: , 

Theil  IX.  1 
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aus  welchem  für  i=‘lx  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Reihen- 
glieder und  unter  der  Bemerkung,  dass  mm=ino, 
uim_2=ni2  etc.,  leicht  der  folgende  entspringt: 

( 2 cos  x )m  cos  mx = 

j«0cos‘2»ia;-f  wi,  cos(2m — 2)a:-f  cos  (2«i — 4)x-f . ..  -f  iiim—i  cos2a:  -f-  mm  ■ 

Wenden  wir  diese  Formel  in  jedem  Gliede  unserer  zu  summiren- 
den  Reihe  für  m=n,  n — 1,  n — 2,  ...  1 an,  und  bezeichnen  zur  Ab- 
kürzung 

cos 2«.r , cos (2» — 2 ).r,  cos (2n — 4):r,  ...cos2.r 
-mit 

th  > .Vi  j //2  3 • * - .V«— l * 

so  geht  die  fragliche  Reihe  in  die  folgende  über: 

Wo  Vo  + W1  J/l  + ws  + • . . . + Wb — l ,1/n-i  + Hb 

+ Wj  | («  — l)0»/i  + (»  — J)i  Jta  + ••••  + ( « — l)n— i^b— i + (n — 1)b— 1 1 

F («F 1 )a  I ( n — 2)0»/j.  F • • • • F (« — -)b— 3yn— i F (w  — 2)b— *) 


+ (2« — 2 )n — , | lj  7/n — i -f-lol» 

die  im  Allgemeinen  von  folgender  Form  ist: 

;/o  + ^yi  + ^ya  + '-'  + ^-iy—i  > 

+ 1 + w,  + (n+I)a  F («+2)3  + . . . +(2n  2)n— i ! 

wenn  wir  nämlich 

Ct  = ”t+»i(»—  l)o» 

= »aF»i  («  — l)i  +(w  + J)i(n  — 1)„, 


und  überhaupt  für  ein  ganzes  positives  k 

£.’*=**  + *,  (» — 1)*— j +(w+l)a  (w— 2)*-*  + . - . 1 

...  F (»+i' — 2)*—!  (n— A+l)i  F (w+A — l)t  (« — k)Q  1 

setzen.  Die  vorstehende  ( 2--|-l ) gliedrige  Reihe  lässt  sich  aber 
sehr  leicht  summiren , wenn  man  sich  an  die  ganz  allgemeine  Formel 

(«Fß)* = «t  + “*-i  ßi  + «*-*  ßi  F • • • F ßt-*i  + ßt 


erinnert.  Nimmt  man  nämlich  et  und  ß negativ  und  berücksichtigt 
die  Regel 


so  ergiebt  sich  sehr  leicht 
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(a+ß+k — 1)»— 

(n  + A — l)t-f-(a-f-Ä  — 2 )»_|  ßi  + (a+A- — 3)*-^ (ß-\- l)j  -f . . . 

. •••+°i(P  + ^ — 2)*_,  + (/3-|-Ä  — l)i. 

Setzt  man  hier  a + A — 1 = «,  ß=ztt,  so  erscheint  auf  der  rechten 
Seite  die  in  No. (3)  vorkommende  Reihe,  woraus  jetzt 

Ct=(2n)t  (4) 

folgt.  Wir  haben  nun  noch  die  zweite  in  No.  (2)  stehende  Reihe 
zu  summiren.  Nehmen  wir  aber  ln  (3)  und  (4)  k—n,  so  wird 

1 + ni  + (n  +l)z  + • • • + (2» — 2)»— | -f-  (2 n — l)n — (2w)n , 

folglich  die  zu  summirende  Reihe 

1 + «,  + (n+l)2 + («4-2),  + . . . + (2»i  - 2)*-,  = (2n)„  - (2»-  i )„ ; 

d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  beiden  Koeffizienten 

2n  (2n  — 1) . . . (n+2)  («4-1)  (2n—  1)  (2n— 2) . . . («  fl)« 

— 1.2. 1.2...« 

_ (2«-l)(2»-2) ...(«+!)  2 

— 1.2...«  1 ’ 

_ , 2n(2« — 1) . . . («41)  _ , 

“*•“ — 0777 U2t,)n- 


Substituiren  wir  dieses  Resultat  nebst  Dem,  was  aus  No. (4)  für 
fc=l , 2 , . . («— 1)  folgt,  in  No.  (2)  und  restituiren  die  Werthe  von 
y0,  Vf,  ...  Vn-i,  so  ergiebt  sich,  dass  die  zu  summirende  Reihe 
gleich  der  folgenden  ist: 

cos  2«  x 4-  (2w)i  cos  (2n — 2)  x 4-  (2n)j  cos  ( 2« — 4)  x 4- . . . 

...  4-  (2»)n-i  cos  ‘2x  4-  > (2«)„. 

Als  Summe  dieser  letzteren  ist  aber  22"—  'cos2"#  bekannt,  und 
daher  gelangen  wir  zu  der  bemerkenswerthcn  Relation: 

oin— iC08  *na;  = (2cosa:)ncos»a:4“ni  (2 cos aj 1 cos (?( — l)a:  i 

4-(«4-])t(2cosa:),*_®cos(n — 2)o:4-...  +(2« — 2)„_, (2cos.t) cos.r  ) ^ 


oder  auch  nach  Division  mit  (2cos.r)n: 

. , , cos  (« — l>r  . . , , . cos  (« — 2)x  . 

2“— * cos":r  = cos  nx  4-«i  g—  + (»+1).  + • 

. . . 4-  (2n — 2)«—,  -cns-r 

( J cos  x)n~l 


(6) 


Durch  einen  völlig  analogen  Calcül  könnte  man  noch  ein  zweites 
Theorem  ableiten,  worin  die  Sinus  der  Vielfachen  von  x den  Co- 
sinus in  (5)  und  (0)  entsprechen ; man  gelangt  aber  schneller  dazu. 

. i* 
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wenn  man  die  Gleichung  (5)  differenziirt.  Auf  der  rechten  Seite 
hat  man  dann  lauter  Grössen  von  der  Form 

( 2 COSA’  )PCOS px 

zu  differenziiren , für  welche  man  erhält: 

aC2cos^cosy^_9p  i cos  x ! 

dx  ox  r ox 

— — 2p  | cos  vx  . p sinp#  + cosp# . p coaP~lx  sin  x 1 
= — p2?  cos  v— 1 x { cos  x sin  px + cos  px  sin  x | 

= — 2p  (2  cos  x)T— ‘sin  (p+  l)x. 

Unter  Anwendung  dieser  Formel  ergiebt  sich  jetzt  aus|(5)  für 

p=z7i,  n — l,  . . . 1 : 

2an— *2«  cos2”— 1#sin.z:= 

2 n ( 2 cos  x)n~x  sin  (n+1)  x + (2n — 2)jj,  (2  cos  x)  *-*  sin  nx  + . . . 

. . . + 2 (2n— 2)n_x  sin  2x , 


oder  durch  Multiplikation  mit  (2  cos#)*  und  nachherige  Vertau- 
schung von  n mit  n — ;1: 

(n — l)(2cosa;)**— *sinx=  \ 

(n—l) (2cos#)"  sin  «#+(«— 2) («— 1), (2cos.r)»-' sin (n-1) x j (7) 
-f-(n — 3)wa  (2cos^)”-2  sin(n-2)#+ ...  +1 . (2n— 4)»-^8in2#  ' 

oder 

(n  — 1)  (2cos  #)*~1  sin  x 


(n— 2)sin(n— 1)# , _ (n— 3)  sin (n— 2)#  , 

=(*-Ds.n»«+(«-l),  ~ 2cos#  +”a 


...  + (2n— 4)^- 


(2  cos  x)* 
1.  sin  2# 


(8) 


1 (2  cos#)* 

und  diess  sind  ein  paar  Formeln,  welche  der  in  (5)  und  (6)  ent- 
wickelten entsprechen. 
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II. 

Bemerkung  zur  Theorie  des  Integral- 
logarithmus- 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  S eh  lö  milch 

an  der  Univenitüt  zu  Jena. 


Bezeichnen  wir  die  numerische  Constante  0,5772156..  zur  Ab- 
kürzung mit  C,  so  ist  bekanntlich  für  alle  u von  u=0  bis  u—oc 


li(e~u)=C+lu 


i u ■ , , «8 

1 1 + 1 1.2  1 1.2.3 


+1 


1.2.3.4 


Multipliziren  wir  diese  Gleichung  mit  er-^du  und  integriren  darauf 
zwischen  den  Gränzen  u=0,  u — oc  , so  wird 

/■»<» 

e— “ li  ( c 
o 


/»ao  />co 

,)Su=CI  e~*  du  + / lue~*du 
J 0 Jo 


II* 


P°°  ,u 

J0'[l  1 *1.2+*  1.2.3 


. | e—*du. 


Wenden  wir  hier,  so  weit  es  geht,  die  bekannten  Formeln 

y’lQO  /IX 

<r-“0M= 1,  / un <r~ucu  =1.2.3..« 

o Jo 

an  , so  ergiebt  sich 

ye-“/i(e-“)3«=C+/n  lue~Bdu—  \ + i — 1 + i — •••» 
o Jo 

d.  i.  wegen  der  Summe  der  Reihe  rechts  nach  einer  kleinen  Trans- 
position : 


Digitized  by  Google 


6 


f*  lue-‘du=-C+l2  + /'tc-“/i(e-“)8u.  (1) 

t/  0 xJ  0 

Um  den  Werth  des  Integrales  rechts  zu  fmden,  benutzen  wir  die 
Formel  *) 

mit  Hülfe  deren  wir  erhalten : 

y>Ie-“ß(e-*)3u  = - f*e~tu  ('2) 

Durch  Umkehrung  der  Integrationsfolge  wird  das  Doppelintegral 
rechts 


r bei 

f Q-+x)(i+x) 


Nun  ist  aber  bei  unbestimmter  Integration 

dx 


/(1+x) — /(2-f  x)  -f  Const 

= /(Öi)+C0nSt’ 


und  hieraus  ergiebt  sich 

»®  dx 


s: 


(1+*)  (2+*) 

folglich  nach  Nr.  (2) 

j*  er-“li(e—u)8u— — 12. 

Die  Gleichung  (1)  nimmt  jetzt,  wenn  man  x für  u schreibt,  die 
einfache  Gestalt  an : 


s: 


Ix  e~x  dx— — C.  (3) 


Auf  das  vorstehende  Integral  lässt  sich  auch  noch  das  folgende 

r(rb^)? 

rcduziren.  Bei  unbestimmter  Integration  ist  nämlich 


*)  Archiv.  Theil  V.  S.  206.  Formel  (9). 
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J\l+X.  ) X J x(l+x)  J X 
— Ix — ^(1+a:)  — t + f'e~*^:[f'~x^ 

= lx — f(l-fx) — e~*lx  — J^—*dxlx, 
was  sich  auch  in  folgenden  beiden  Formen  darstellen  lässt: 

,/(nb  “ b 

=(1 — e~*)lx — l (1-f-x)  — J'lxe-* 8x. 

Der  ersteren  bedienen  wir  uns  fiir  unbegränzt  wachsende , der  zwei- 
ten für  unbegränzt  abnehmende  x.  Für  den  ersten  Fall  haben  wir 


Ix 


Lira  ( lxer~x) = Lim 


1+f+T3  + - 


=0, 


It 

weil  schon  Lim  — =0  und  hier  der  Nenner  x ist;  ferner  noch 
x 

Liui^* ’xe~xdx= j*  Lce~*dx. 

Für  bis  zur  Null  abnehmende  x ist  dagegen  vermöge  der  zweiten 
Form 

Lim  [ ( 1 — er-*)  ix] -Lim  [( J - j^+-0  **]=<>, 

weil  bekanntlich  für  jedes  positive  fi>0  Lima^*fx=0  ist;  ferner 
Limi(l+x)  = i(l)=0, 

Lim  j'lxe—*dx—J'  lxe~* dx. 

Wir  haben  demnach  vermöge  der  Gleichung  (4) 

r('e-)Sx=x-  (* *tee— *0x=C. 

J o \1+*  Jx  Jo 

Diese  Gleichung  kann  unmittelbar  dienen,  um  die  Formel*) 


*)  Archiv.  Thcil  II.  Seite  313.  Formel  (T). 
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SArW~rX  \e-r_ 

ba  J0  | (l+jr)«l  x 


1 

(!+*>• 


dx 

x 


in  die  folgende  (Hierzu  führen : 


sir(a)_  r , /»«  l_l_ 

Sa  v/o  M+* 


I 


1+x  (1+*H 


J cx 

' — f 

X 


die  sich  für  ■= — =y  nieder  in 
\+x  * 


verwandelt. 


d/r(a) 

da 


i-.y 


c,j 


in. 

Heber  sphärische  Dreiecke,  deren  Sei- 
ten im  Verhüll niss  zu  dem  Halbmesser 
der  Hügel,  auf  welcher  sie  liegen,  sehr 
klein  sind. 

Von 

dem  H erausgeber. 


§•  1. 

Das  berühmte  Theorem  von  Legend  re  über  sphärische 
Dreiecke , deren  Seiten  im  Verhältnis»  zu  dem  Halbmesser  der 
Kugel,  auf  welcher  sie  liegen,  sehr  klein  sind,  ist  allgemein  be- 
kannt, und  man  hat  für  dasselbe  verschiedene  Beweise  gegeben, 
unter  denen  sich  der  im  ersten  Theile  des  Archivs.  S.  43b.  mit- 
gethciltc  Beweis  von  Gauss  durch  seine  Eleganz  vorzüglich  aus- 
zeichnet, und  wegen  seiner  elementaren  Form  zur  Aufnahme  in 
die  Elemente  der  Trigonometrie  ganz  besonders  geeignet  ist.  Da 
aber  dieses  Theorem,  welches  eigentlich  nur  die  beiden  ersten 
Glieder  der  unendlichen  Reihen,  in  die  sich  die  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreiecks  nach  den  Potenzen  des  Excesses  entwickeln  las- 
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sen,  berücksichtigt , für  die  Geodäsie  von  so  grosser  Wichtigkeit 
ist,  so  scheint  mir  eine  weitere  Entwickelung  desselben  j d.  h.  die 
Entwickelung  noch  einiger  Glieder  der  betreffenden  unendlichen 
Reihen,  wünschenswerth  zu  sein.  Einen  Versuch  dieser  Art  hat 
schon  Buzengeiger  in  der  Zeitschrift  für  Astronomie 
und  verwandte  Wissenschaften,  herausgegeben  von 
15.  von  Lindenau  und  J.  G.  F.  Bohnen  berge  r.  Sechster 
Band.  Tübingen.  1818.  S.  264.  gemacht.  Sein  Aufsatz  scheint 
aber  nicht  so  bekannt  geworden  zu  sein,  wie  er  es  verdient,  da 
ich  auch  in  den  grösseren  Werken  über  Geodäsie  denselben  nie 
berücksichtigt  gefunden  habe.  Weil  nun  ausserdem  die  von  ihm 
angewandte  ganz  elementare  Methode,  wie  es  mir  scheint,  Man- 
ches zu  wünschen  übrig,  namentlich  gar  nicht  erkennen  lässt,  wie 
man  sich  zu  verhalten  haben  würde,  wenn  man  die  Entwickelung 
der  Reihen  noch  weiter  treiben  wollte,  so  scheint  mir  eine  neue 
Bearbeitung  dieses  wichtigen  und  interessanten  Gegenstandes  Be- 
dürfniss  zu  sein , welche  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  zu 
geben  versuchen  werde.  Die  von  mir  in  derselben  entwickelten 
Formeln  sind  freilich  nur  recurrirende , gestatten  aber,  wie  man 
hoffentlich  finden  wird,  einen  leichten  Fortschritt  von  einem  Gliede 
zu  dem  nächst  folgenden,  wodurch  es  mir  auch  möglich  geworden 
ist,  die  Entwickelung  ohne  grosse  Schwierigkeit  noch  weiter  zu 
treiben  als  Buzengeiger.  Die  Kenntniss  der  hier  obwaltenden 
independenten  Gesetze  würde  natürlich  in  theoretischer  Rücksicht 
von  grossem  Interesse  sein,  ist  jedoch  für  die  praktische  Anwen- 
dung von  geringer  Bedeutung,  weil  die  für  dieselbe  so  wichtige 
und  unerlässliche  Einfachheit  in  den  höheren  Gliedern  sehr  bald 
gänzlich  verloren  geht.  Vielleicht  lasse  ich  aber  späterhin  der 
vorliegenden,  vorzugsweise  die  praktische  Anwendung  des  Satzes 
im  Auge  habenden  Abhandlung  eine  zweite  von  mehr  rein  theoreti- 
scher Natur  folgen,  oder  gebe  durch  den  vorliegenden  Aufsatz  einem 
der  geehrten  Leser  des  Archivs  zu  eignen  Forschungen  über  diesen 
der  Beachtung  jedenfalls  sehr  werthen  Gegenstand  Veranlassung. 


§•  2. 

Die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  wollen  wir 
wie  gewöhnlich  durch  a,  b,  c und  A,  B,  C,  den  reciproken  Werth 
des  Halbmessers  der  Kugel,  auf  welcher  dasselbe  liegt,  aber 
durch  x bezeichnen.  Dann  werden  durch  ax , bx , cx  die  Ver- 
hältnisse der  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  zu  dem  Halbipesser 
der  Kugel,  oder  eigentlich  die  Factoren  dargestellt,  mit  denen 
man  den  Halbmesser  der  Kugel  multipliciren  müsste,  um  aus 
demselben  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  erhalten ; und  nach  den 
Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  haben  wir  also  die  Glei- 
chung 

. cos  ax — cos  bx  cos  cx 

1)  cos  A = ; — ; — i , 

smfcrsin  rx 

wobei  man  immer  festzuhalten  hat,  dass,  wie  es  die  Natur  des 
vorliegenden  Gegenstandes  erfordert,  die  Seiten  a,  b,  c in  einem 
bestimmten  Längenmaasse  ausgedrückt  angenommen  werden.  Weil 
aber  bekanntlich 
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2 cos  bx  cos  cx  = cos  (4 — c)x  + cos  (4  \c)x , 

2sin  bx sin  cx  = cos  (4 — c)  x — cos  ( 4-f  c)  x 

ist,  so  lässt  sich  die  vorhergehende  Gleichung  auch  unter  der  Form 

2)  cos  A 2 cos  ax  — cos  (4 — c)x  — cos  (4  + c)x 

cos  (b — c)  x — cos(4-|-c)x 

oder  unter  der  Form 

3)  I cos (4 — c)x  — co8(4  + e).a:)  cosd 
= 2 cos  ax — cos  (4 — c)x — cos(4-f-c)x 

darstellen. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen  allgemein 


Kx—  (4  — c)n  cos  ( 4 — c)x — (4  -f-  c)n  cos  (b-\-c)x, 
Sx=(b — c)n sin (4  — c) x — (4  f c)"sin(4-f-c)a: 

und 

( ** 

K \ $tz-=2a*  cos  ax — (4 — c)*cos(4 — c)x— (4-f-c)*cos  (4+e)  x , 

' ■ » 

* @x=2a“sin  ax — (4 — c)"sin(4 — c)x — (4-t-c)"sin  (4-fe)  x; 

so  ist,  wie  man  leicht  durch  Differentiation  nach  der  Veränderli- 
chen x findet: 


— (6 — c)^1  sin  (4— c)  x + (4+0)“+*  sin  (4+c)  x , 

n 

(4 — c)"*1  cos  (4 — e)  x — (4-|-c)n+1  cos  (4-f  c)x 
ax 

und 

«I 

lg^L= — 2an+l  sin  ax  + (4 — c)’,+,sin  (4— c)x+  (4+c)*t-1  sin  (4-|-c)x, 

n 

= 2a"*1  cosax—  (4 — e)"+»  cos  (4 — c)x— (4 +c)"+1  cos  (4 +c)x; 


also  uach  4)  und  5): 


und 


n n 
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Weil  nun  nach  3),  4),  5) 

8)  KrcosA  = Xx 

ist,  so  ist  unter  Anwendung  der  bekannten  Bezeichnung  der  Bino- 
mialcocflicientcn  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung: 


" d"cosA 

* 

, 8KZ  S»— Jco8 A 
+ ni~dT"lS^= - 1 

, c*itx  S»— *cos A 
. * dx1  dx*—2  ' 

f 

> : 

u.  s.  w. 

0COS/1  1 
dx 

i 

. 8»is  A 
+ n"  d^~cosA  i 

! 

Nach  6)  und  7)  ist  aber 

8KX 

dx 

— 

i 

S, 

0*Ä*__ 

dSx 

2 

dx1 

dx 

Aii 

c'Kx 

dkz_ 

l 

dx3  ~ 

dx 

&X  1 

d*kx 

dx* 

dS, 

W= 

4 

Kx 

sskx 

dxs  ~ 

1 

II 

-tfl« 

hx. 

d*iL 

dx* 

i 

ii 

■Sl* 

kx 

u. 

und 

8.  W. 

- 

8&x_ 

dx 

— 

Qx 

8*ix  ö@,  _ a 

ThT-  Xx’ 
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03Äx_ 

dx3 

8SCt  ... 

dx 

0x, 

O 

Ö*.*T 

dx4 

11 

•$> 

4 

Xxf 

3*.*t 

~3l3’— 

II 

^1» 

-©*, 

S9ÄX_ 

06x_ 

rt 

& 

dx6 

dx 

— ÄX» 

U. 

s,  w. 

und  wir  haben  daher  nach  0)  zur  Bestimmung  der  Grössen 


cos/1. 


0cos/l  (PcosA  d3cos  A 
dx  ’ dx2  ’ dx3 


die  folgenden  recurrirenden  Gleichungen; 

10) 


Kt 

Üt 

Kt 


cos  A — 

5t*, 

dcosA 

-1 

dx 

•* 

d2 cos  A 

9 

dx * 

03CO8/4 

dx3 

öi  • 

B*cobA 

_ A 

’x  dx 

-2, 

0*008/1 

Q 

r dx2  ~ 

, 0’cOS/l 

* ■ 

-4,. 

* 0 cos  A . „ ^ J 'A 

Cr  g^.  +O3 . AxC08/l  = ©x, 

»,  Ü2C0S/1  . , s ScobA 


er  cos  A , 1,  dJcos/l  , ü‘cos/1  , 4 3 dcos/t 

Ar-gJ4 4,.  *Sx-g^s 4z.XT-fö2-+43.&T-g  — 


~Xt, 


+ 4*. lf,  cos/4 


U.  8.  W. 


Eine  independente  Bestimmung  von 


S"  cos/1 
dx” 


scheint  mir  wün- 


schenswerth , gehört  aber  jetzt  nicht  zu  meinem  Zwecke , und  dürfte 
vielleicht  auf  einem  von  dem  vorhergehenden  verschiedenen  Wege 
noch  besser  zu  erlangen  sein.  Weitere  Untersuchungen  hierüber 
einer  späteren  Abhandlung  vorbehaltend,  will  ich  lür  jetzt  nur  in 
der  Kürze  beiläufig  bemerken , dass  man , wenn  man  die  Gleichung 


cos  A = 


cos  o.r  — cos  l(.r  cos  rx 
sin  bx  sin  ex 


unmittelbar,  ohne  die  Transformation  i)  auf  dieselbe  anzuwen- 
den, nach  x differentiirt.  Folgendes  erhält.  Zuerst  ergiebt  sich 
leicht  . 


1 
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sin  6x2sin  cx2 

ax 

= — sin  bx  sin  cx  ( a sin  nx — h sin  hx  cos  cx  — c cos  hx  sincx) 
— (cos  ax  — cos  hx  cos  cx ) ( b cos  hx  sin  cx  + e sin  hx  cos  cx) , 

und  folglich  nach  einigen  ganz  leichten  Transformationen : 

....  ,,  c cos  A . ... 

sin  »x*  sin  cx 1 — * — = — a sin  oxsin  oxsincx 
cx 

+ 6 sin  cx  (cos  cx — cos  ax  cos  hx) 

+ c sin  hx  (cos  hx  — cos  ax  cos  cx). 

i 

Weil  nun  aber  bekanntlich 

sin  ax  sin  cx  cos  B = cos  bx  — cos  ax  cos  cx , 
sin  ax  sin  hx  cos  C—  cos  cx  — cos  ax  cos  hx 


ist,  so  ist 

....  „Scos.4  . ... 

sin  hx1  sin  cx1  — k = — asm  axsin  hx  sin  cx 

cx 

-f-6sin  ax  sin  hx  sin  cx  cos  C 
+ c sin  ax  sin  bx  sin  cx  cos  B , 

also 

‘ / 

0cos  A sin ax(a—b  cos  C — c cos B) 

0x  sin  6x  sincx 

welches  eine  nicht  unelegante  Formel  ist,  und  es  Trägt  sich  daher, 
ob  sich  nicht  vielleicht  auf  diesem  Wege,  wenn  man  nämlich  die 
Winkel  des  Dreiecks  mit  in  die  Betrachtung  hineinzieht,  ein  ein- 
facheres independentes  Gesetz  linden  liesse , als  dies  auf  dem  oben 
von  mir  eingeschlagenen  Wege  möglich  zu  sein  scheint,  worüber 
aber  weitere  Untersuchungen  hier  nicht  zu  meinem  Zwecke  gehö- 
ren, weshalb  ich  nach  dieser  Abschweifung,  die  ich  jedoch  ab- 
sichtlich nicht  unterdrücken  wollte,  um  vielleicht  einen  oder  den 
anderen  zu  weiteren  Nachforschungen  zu  veranlassen,  jetzt  so- 
gleich wieder  zu  meinem  eigentlichen  Gegenstände  zurückkehre. 

Setzt  man  nämlich  in  den  Gleichungen  10)  die  Veränderliche 

f*  O 

x=0,  so  erhält  man,  weil  offenbar  K0—Q,  Sa— 0 und  allgemein 

n n 

S0  =0,  ®o=0  ist,  die  folgenden  Gleichungen: 

■li.i0(cosA)  — So, 

V*,(^)=0. 

■4 . ■ ■&,<«••  a) = - i, , 
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V <cs£) +«.•*><»»'<>  = i„. 

V ^*.(§^)-VÄ,(8-^)  +V*C^)=». 


u ,',  /'oöC08/l'\  0 £.  /D«COBif\  . „ £ /0*C0S/t> 

”*,Ä°  r'a.r»  y+”«  Ä<>v  s**  y 

-8g.^(cosJ) 

U.  8.  W. 

in  denen  die  Werthe,  welche  die  Grüssen 


cos  A , 


3 cos  A 0®cos  A SscosA 


— ~^i)i 


= 0, 


15" 


&r* 


3.r3 


für  :r=0  erhnlten,  auf  gewöhnliche  Weise  durch  Einschliessung 
in  Parenthesen  bezeichnet  worden  sind. 

Weil  nach  dem  Ubigen 

ä„=(M,-(Hc),= — ihc 

ist,  und  also  nicht  verschwindet,  so  ergiebt  sich  aus  den  vorher- 
gehenden Gleichungen  auf  der  Stelle,  dass  die  Grüssen 

(3cos/l\  fd3fMsA\  Sd3coaA\  /5?cos/t\ 
dx  /’V  dx3  ) ’ \ Bx6  ) ’ \ dxT 

sSmmtlich  verschwinden,  und  zur  Bestimmung  der  Grössen 

. j.  /oacosA\  /c4co*A\  /3rcohA\ 

••• 

hat  man  die  folgenden  Gleichungen , deren  Fortschreitungsgcsetz 
ganz  unzweideutig  vor  Augen  liegt : 

11) 

^2 ' Ko  (cos  A)  ~ i0 , 

<•  ■ i.  (t^-)  - ■*.  • k ("«  A) = - & , 
fc  (tS +H.  • Jt<~a)  = i, . 
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At6eosA\  •,/d*co8A\tU  *,  (&cobA\ 

"* ' Ä°  V dx»)~  ®*  • Ä,\  1?7  + • Ä°  V “ä?T  V 

— 8s  . An  (cos  /I) 


Xo 


oder 


(cos  A) 


_ -Ko 


\.kn’ 


X« 


v+  , 

42 . A'o  4.2 . A0 


12) 


’-T1  (cos  .4) , 


/S*C0S/4\ 

rsry: 

te  = A_  -,5«A  (cos  + *4  . 

V ^ ' 6*.ß,  6».it  «2-A'oV  **  y 

/3#cos/l^ _ . 8«.  A'o/  4)  _8b  • A^  /'S2 cos .4\ 

, 84.  Ao /'S4 cos/4 \ 

+ v£(“E*“-'' 

u.  s.  w. 

Diese  Gleichungen  wollen  wir  nun  im  folgenden  Paragraphen 
zur  Bestimmung  der  Grössen 

. ,,  /Sacos/f\  /S4cos/4\  /d6cosA\ 

(c°8A),  ),  (-gj.  ) • ■ 


anwenden. 


§.3. 

Bevor  wir  jedoch  dazu  übergehen  können,  ist  es  nöthig,  die 
folgenden  allgemeinen  Betrachtungen  vorauszuschicken. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass  die  Grösse 


na“+4(ar2— y2)  — a2  (-T2*  t4 — — a'2y2'1  H -f  y*  .z:2*1  f 4 

immer  durch  die  Grösse 

- a 4 — aa(a:4  + y2)  + xtyi 

ohne  Rest  theilbar  ist , was  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  wer- 
den kann. 

Es  ist 
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w2*1 1 4 (j® — y®)  — ß®  (,r®B'l"® — //2,I+  4/  — ,7: 2 y®n|4  | y®  x'*n  1 4 
= «2/1+ 4 x2 — «2  «2" + 4 _ «2/1+2  ^.Sy*  -Jy2«;2»+4 

— «*«+4  7/2  | u'l y‘ln\ 4 _J_  «2/1  +2  f2  yy2  _ x'2 iy2n+4 

_ «.2(«2n+2_ «;2/l+2)  «2 _ #2 («2n+2 _ x2»*2) y2 

— 7/2  (a2«+2_^2ß+2)  „2  + ,/2  («2/1+2  _ «.2ii+2)  ^2 

= .ra(o2“+®  — X*“+2)  (a* y2)  — y2  («2n+2  — ^2n+2/  («2 — x2) 

und 

a4 — «2  (iT2  + ^2/  + x2  y 2 = («2  — x2)(a2 — y2), 

also 

«2/1-+4  (x2 — yi)  — «2  (x2“  H— y2n+4) — x1  yln  t_4+y2a:2',+4 
ft4  — a2  (a:2  + y2)  f jF2y2 

a2»+2 — a>+2  B «2/1+2  _y2«+2 

— * a2 — -a:2  _ y ä2-y2  " ’ 

also  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze: 


«2/1+4  (x2 — y2)  — g2  (x2"-+4  — y *■  +4) a2y2//+  4 _+  y2  j2n+4 

a4  — a2  (a2  + y2)  +-  :r2y2 

= a:2  (a2"  +.  a2n—2xz  + -a2n— 4x*  -+ . . . +-  cfix2*— 2 + a:2") 

— y2  (a2"  + a2"-2y2  -J-  a“ia-*y*  +-...+  U2y2n— 2 -+  y2n/ 

= a2n  (a2 — y2)  + a2"“2  (a4  — y4)  +■  a2"-4  (a®  — y6)  + . . . . 

+ o2(a2»_— y2")  + ar2»+2— y2«t-2 

wodurch  der  Satz  bewiesen  und  zugleich  der  Quotient  gefunden  ist. 
Weil  nun 


ist,  so  ist  allgemein 

J^(cos^)-Ä0=  yo*o-*o*o 

io 

und  folglich  nach  dem  Obigen , wenn  man  für 


* 

(cost4)  = ^ 


Ka 


« V*  3t  2» 


h,  E;  »>.  5, 

ihre  Werthe  aus  4)  und  5)  einführt : 

Äofcos^l)  — Jtn 

|2«2 — (6 — c)2 — (6+c)2) t (ft-c)2»— (4  + c)2») > 
— j ( 6 — c)2  — (6  + c)2 1 (2a2" — (ft— c)2"  - (ft + c)2»  I > 
(6-c)2— (6+c)2 
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also,  wie  man  nach  leichter  Entwickelung  des  Zählers  findet: 
5fu(cos^) — it0 

I a2»  | ( b - c)2—  (6+c)2  j — u2  j (6— c)2» — (6-f  c)3» ) i 
_ n l — (6  — c)a(6+c)3"-f (6  + c)2(6—  c)2"  j 

(6— c)a—  (6  + c)a  » 

und  folglich , wenn  man  jetzt,  indem  man  vorher 
x—b  — c,  y=b+c 
setzt,  den  obigen  Satz  an  wendet: 


0*3 

<*a 

o 

Cfi 


+ + + + 


also,  wenn  der  Kürze  wegen 
Theil  IX. 


Digitized  by  Google 


18 


13)  2n=  ((6  — c)2— (6+c)2)«2"-4 

+ ((6—  c)4— (A  + c)4)«2»-® 
+ ((6-«)6  — (ä  + c)6)«2"-8 


gesetzt  v\  ird : 


■f  ((6—  c)2»-*— (6+c)2»-4)  ft2 
f ( b — c)2»-2 — (6  + c)2"-2 


2»  2« 
14)  Ay  (cos  A)  — So 


— a4  + 64  + c4  — 2 («2  &2  4 62  c2  + c2  a2)  ^ 

'Ibc 

Bezeichnen  wir  nun  aber  djp  Winkel  des  ebenen  Dreiecks, 
dessen  Seiten  a,  b,  c sind,  durch  21,  S5,  £;  so  ist  nach  einer  be- 
kannten Formel  der  ebenen  Trigonometrie: 


also 


. «4  + 64H  c4 — 2(«2//2  + 62c2  + c2a2) 

s,n71= — ’ 1 


a*+b4+,*-‘l(an*+  b*c*+ c2a2)  __9/l„ si„ v f 
‘Ibc 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

15)  Ht0  (coszl)  — S0 ——  26c  Äisin  2l2. 

Nach  12)  ist  jetzt 

„ <s  S0  2a2—  (6— c)2—  (6+c)2  62  + c2— a2 

(cos  J)=  -Q—p-  - 26T~ ' 

A0 

d.  i.  nach  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Trigonometrie: 

16)  ( cos  zl ) = cos  2t , 

ein  Resultat,  dessen  Richtigkeit  auch  ohne  die  vorhergehende 
Rechnung  sogleich  von  selbst  in  die  Augen  fällt. 

Ferner  ist  nach  11): 

(ii1  COS  -I 


d.  i.  nach  15): 

«fc(Tsr)  =-»«***■• 

Es  ist  aber  nach  4)  und  13): 
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also 


A«  — (6  — c)* — ( A -f  c)2=  — Abc , 

^=(/>-c)*—  (A  + c)*  = -4Ac; 

17)  (°-£^) = ' “ 1 bc  sin  a* 


Auf' ähnliche  Art  ist  nach  11): 

r.  lt  /'d4cos^A  Ir  A /&tcosA\  -i  o 

”*  • A°  V cx4  )~  *oK°\~$c*~)—  Ao(co8.4)  + #, 

also  nach  15)  und  17): 

, „ » /'S4cnsA\  , 4 

15  be(5K0— 2-E,)sin  2(2, 

uud  folglich,  weil  A'0  = — Abc  ist: 

l^n/8*cosA\  4 

60  ( ) = (;,A« -2^) sin?l2. 

Nun  ist  aber 

•'>  A; 

=5 1 (6— c)4—  (A+c)4 I — 2 1 ( A — c)2—  (6+c)2 1 a2 — 2 1 (A— c)4  _ 
=3  S ( 6— c)4  - (6 + c)4 1 — 2 1 ( A— c)2 — (A+c)2  j n2 
=3 1 ( A— c)4  — (A + c)4 1 + 8a2Ac 
= — 24Ac  (A2+c2) + 8a2Ac = 8Ac  (a2— 3A2— 3c2), 

folglich 

1®)  ^ £x 4 — j = ft  6c(a2 — 3A* — 3c2) sin  2l2 

= — A 6c  (3A2  | 3c2—  a2)  sin  ä2. 
Ehen  so  ist  nach  11): 

„ * /08COS  /l\ 

%Ko\~S^-J 

_ -ii  £■  /84cos  * /c2 cos/!\  « 

— /OAT0^  5j?4  ^ — 28A0  ^-«£.2  J + Äofcosvd)  — 

und  folglich  nach  15),  17)  und  18): 

»*.  (^) 

= Ac  | VATo  («2-  3A2 — 3c2)  + Jl)  tf0-2.£4 1 sin  2t2 , 

also 

2* 


(6  + c)4) 
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. /c®cos  A\ 

4(~e*'V 

=-i  c=)+ «,1  »i»  v- 

Nun  ist  aber 

i /(„  (a2—  362  — 3c2)  + * K0 — T‘,  £4 
= i ( a2 — 362  — 3c2)  { (6 — c)4 — (6  + c)4 1 
+ JI(6-C)®-(6  + C)*| 

-T'«t  ((&—<?)*—(* +c)*)  a* 

+ ( ( 6 — c)* — (6  -f-c)4)  o2 
+ ((*-c)*-(6+c)«) 

= ll  t ( 6 - c)« - (6+c)#) — (62-J-c*)  | (6 — c)4 — (6 + c)4 1 
+ üf(  6 — c)4  - (6+c)4 1«2 — ul(4-  c)2-(6+c)2 ) a 4 
= 6c  (V  64  + Vr“  A2c2  + Vc4)  — 6J  f c (62  + c2)  u2  + ? 6 c«4, 

also  nach  dem  Obigen 

<c®  cos zO 


19) 


/c®  cos 


=— bc  i _ .. 

51 


oder 


= — ) 6c 


iI64+;»62c*+Hc4 
ii(6*+c2)«a+T*«4 

.Tfl\  /3®C0Szl\ 

\rjx~) 

V6*+V*»«2+  V«4 

— V ( 62+c2)a*  + 4 a4 


sin  2t2 , 


sin  21*. 


Diese  Rechnung  noch  weiter  fortzuführen , liegt  jetzt  nicht  in 
unserer  Absicht,  da  die  folgenden  Ausdrücke  immer  weitläufiger 
werden,  und  wir  haben  daher  jetzt,  nur  erst  mit  Vernachlässigung 
von  Gliedern  der  achten  Ordnung,  für  cos A den  folgenden  Ausdruck : 

21)  cos cos  21  — J 6c  sin  2t2  a:2 

— rii  6c  (362-f  3c2 — o2)  sin  2t2  a:4 


5 «4 0 6c 


1 7 

s 

1 1 


V 64  + Y 62  c2+'/c4 
3 (6*  + c2)a2+ia* 


i2l2a 


wo,  wenn  r den  Halbmesser  der  Kugel  bezeichnet,  auf  welcher 
das  sphärische  Dreieck  liegt,  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

1 

r 
ist. 


22)  x ~ 
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Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  des  ebenen  Dreiecks,  des- 
sen Seiten  und  Winkel  a,  b,  c und  2(,  2>,  (£  sind,  durch  ®;  so 
ist  bekanntlich 


also 


2>  = £ 6c  sin  21 , 


und  folglich 


Daher  ist  auch: 


©a=i6aeasin2la, 

6csin2f2=-^-  ©2. 
bc 


23)  cos  A = cos  21  — | 


2)2 

biä 


— Ä(3i®+3c*-  n2) 

bc 

. { VSH’.W+V^i  S* 

rsw  !-»(**+ <!*)«* + 1«4  r*®*’ 


mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit  wie  vorher. 
Auch  ist 


bc  sin  2I2=2£)  sin  21 , 


und  folglich  nach  21)  : 

24)  cos  A = cos  2f  — * ® sin  H . r2 

— io  (36a  -f  3ca — a2)  © sin  21 . ar4 

V*+Y*»*+V«*i 

( — V (b2  + e2)  n2  + ’«4  f 


©sin2f  .a'8. 


Setzen  wir 


und 


a,  — ax , 6,  — bx,  cx=cx 


= c,  sin  21 ; 

so  lässt  sich  die  vorhergehende  Gleichung,  wie  sogleich  erhellen 
wird , auch  auf  folgende  Art  ausdrücken : 


25)  cos  A—cos  21 — sin  2f 

- io  (34, 2 + 3c, 2 — fl,2)  3>,  sin  Tk 
, ( Vby 4+VÄ,*C,2+Ve,4 

-"■•U'.'(V+cV,-+i.,<  1®"'"'’ 

oder 
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•26)  cos  21  — cos/l 

= j , I W+V6iac1*  + Vc,M©18in3I, 

' +>,n  i-,1,(*i2+ci2)«i*+iai4  J ’ 

bei  welcher  Formel  wie  früher  nur  erst  Glieder  der  achten  Ord- 
nung vernachlässigt  worden  sind. 


8.  4. 


Bezeichnen  wir  jetzt  den  halben  Excess  des  gegebenen  sphä- 
rischen Dreiecks  durch  E,  so  ist  bekanntlich 

„ 1 + cos  ax  -f  cos  bx  -F  cos  cx 

2/)  cos L= — j ; n ; . 

4 cos  inorcos  lux  cos  lex 

Nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel  ist  aber 
2 cos  lax  cos  \bx= cos  \{a  + 6)  x -f-  cos  l (n  — b)x , 

also 

4 cos  lax  cos  {bx  cos  Je x 

=2  cos  l(a  -\-b)xcoti  ica:-J-2cos  \(a  — b)x  cos  \cx 

=coSä(o  + ö +c)x-|-cosl(6H-c — o)a;4-cosi(a-l-c— 6)x+cosi(n+6— c)x, 

und  folglich 

28)  cos£  = 

1 + cos  ax-\-  cos  bx  -|-  cos  cx 

cos  i(n+ b-\-c)x  -f  cos  i (6+c — a)x  + cosi(«+c — b)xl  cos\(a  [ b — c)x' 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen  überhaupt 

K'x=  («  + 6-f  c^cosU^  + ä + c)^ 

+ (6  + c — a)n  coSä(A  + c — a)x 
+(«  + c — 6)ncosi(a  + c — b)x 
+ (a  -f  b — c)n  cos  l (u-f  6 — c)x, 


29) 


und 


30) 


S'x  = (a  -f  b + c)n  sin  l(a  -f-6  + c)x 
+ (6  c — a)n  sin  \(b  F c — a)x 

F-  (a  F-  c — b)n  sin  J(«F-c- b)  x 
-F  (a  F b — c)n  sin  j(a  + 6 — c)x 

n 

*$(.' x — an  cos  u.r  -F  bn  cos  bx  F cn  cos  cx , 

n 

0'x=a"  sin  <ix  \ brl  sin  bx  F c"  sin  c.r; 
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so  ist 


und 


n 

MC 

-faT= — i(a+6  + c)n+1sin  J(«  + 6 f c)x 

— \(b + c — a)"+ 1 sin  \(J>  + c — a)x 

— 4(«  + c — 6)"+1sin  i(a  + c — b)x 

— i(a+6 — c)*+lsin  J(a  + 6 — c)x, 

n ' 

— i(a  + ^ + c)"+lcosa(°  + * + c)a: 
+ \(b  + c — o)"+l  cos  i(A  + c — a)x 
+ i(a  + c — 6)"+*co8  \(a  -f  c — b)x 
+ »(<*  + b — c)"+ 1 cos  i (a  -)■  b — c)x 


0SjL_ 

dx 

8&’x 

dx 


a"+ 1 sin  ax  — A"+lsin  bx  — cn+*sin  cx, 


an  i 1 cos  ax  -f-  bn  4 1 cos  bx-\-  cn  1 1 cos  cx ; 


also  nach  29)  und  30): 


dK 


3*5  X,  n jA  X 


und 


31)  ~~dx~  — ,lJ  *’  ^hT 


BSL‘,_  "+>,  00'x^^ 


32) 

Weil  nun  naeli  dem  Obigen 


1 + S'x 


oder 


33)  cosE— 


34)  Ä',cos£=l  + Ä'x 


ist,  so  ist  nach  dem  schon  oben  angewandten  bekannten  Satze 
der  Differentialrechnung: 
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or,  0ncos£ 

a>)  K*S*r- 


+ n, 


+ "2 


+ n„. 


8KX  S"— 1cosJS 
öar  " daf*— 1 

02^"x  c1"— 2cos£ 
0ar®  0X”- * 

U.  8.  W. 

0n— 1Ä'X  0cos£ 


0a:'1—1  ’ 0a: 

, dnk'x 

T nn  -g—  COS  £ . 


0»ix 

0a:n 


Nach  31)  und  32)  ist  aber 


0AT*  _ 
0a: 

-JS',. 

0*£  _ 
0a:2 

, 0-y* 

4 0/C 

-(4  )*•£, 

d3K’x_ 

.«« ?£_ 

(i)3-  £*, 

0 a:3 

W • 0x  - 

d*k’x 

II 

(i)4.£'x. 

vkx_ 

0X6 

W • 0x  - 

a«ir» 


dS'x 


sr=-<  i)*--g^=-a)8-^ 


0a^ 


und 


u.  s.  w. 


0Ä'x 

0X 

- 

1 

-ev 

•r 

*5« 

& 

0©'x 

2 

-Ä'j 

0.r2  ~ 

0X 

03ix_ 

0Kx 

S 

0X3 

0X 

O J 

04i'x_ 

d.r4 

00x_ 

0.T 

4 

S'. 
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0 

4 

3»Ä'x 

cUTr_ 

3.rs  ~ 

8x 

86Cr 

8k>'s_ 

0.2^ 

8x 

U. 

s.  w. 

und  man  erhält  daher  nach  34)  und  3a)  die  folgenden  Gleichungen : 

30) 

cos  £=1 

— -i-S'x  cos 

fa2  2i  • hS'x^^~— 2,.  (i)2  K'x  cos  £ = — &'x , 


^ o2cos£ 


AV 


d^cosfi 


3a:4 


^ , j,  Sscos£  t „„  frPcosE . t /ix.n,  BcosJS) 

Sa:8  j2-”^  3a:*  +43-(i)  *®V — S^T~f  « 

=«'» 


3a:*  "'S* 

+ 44.(J)4Ä,xCos£) 


Weil  nun  nach  dem  Obigen  allgemein  S'0— 0,  ©'„=  0 ist 
und  offenbar  auch  E für  # = ö verschwindet,  so  erhalten  wir  aus 
dem  V orhergehenden  die  folgenden  Gleichungen : 

^0=  1 + &0> 

h(^)  (^) + 4. . «)*  *„  = i-„ . 


>=— Ä'o. 


~6B  .(})«/£'„ 


M-tS-)  - +v«)<(?S5)l 


= 0, 
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aus  denen,  weil  nach  dem  Obigen  K'0  = 4 ist  und  folglich  nicht 
verschwindet,  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  die  Grössen 

/S  cos  E\  /03cos E\  fd6cosE\  /3rcos E\ 

^ dx  )\  dx3  dx* 

sämmtlich  verschwinden , und  zur  Bestimmung  der  Grössen 

/'S1  cos  E\  /c4  cos  E\  /S®cos  E\  /08eos  E\ 

V dx'2  ) ’ V dx*  ) ’ \ Sa:6  ) ’ \ 0a:8 

hat  man  die  folgenden  Gleichungen  : 

37) 

8» (tJ*-) - J- ' «)’£> +4, . !»**",. = *'» • 

-6,.  (!)■*« 

« /,0®’COS  « 

- »6  • G)°^o  (^2-)  + 8s  . (1)8*0 


Ä'o. 


deren  Gesetz  ganz  deutlich  vor  Augen  liegt. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt : 

/’d2  cos  E\  _ * 

V dx 2 ) -»*»-*0. 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

. /'02  cos  E\ 

\ dxi~) 

= 1 1 (a+Hc)*  + (6+0-«)*+  (<i+c — 6)2 + (a+6 — «)*  | — . (a2+  62+c2), 
also , wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet : 

4 = (n2  + 62  + c2)  - («2  + 62  + c2) , 


d.  i. 


• 08,  (^)=0. 

Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  giebt  also: 
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rl.  i.  nach  dem  Obigen 

/d*cosE\ 

\ &*4 / > 

= («4+64+c4)  — A | (a+l>+c)*+(tt+c—a)*  + ( a+c—b )4  + («4  6— c)4|, 
und  folglich , wie  man  nach  leichter  Rechnung  ßndet 
./84cos  E\ 

\s^) 


also 


= (a4  ffi4+c4)  — > |a4+64+c4+6(a262f63c2+c®a2) ) 

= 4 |a4  + 64  f c4— 2 (a262  + 62c2 + c2«2)  I , 

39)  (^§^)  = A {a4+Ä4+c4-2  (a2624-6 V+c2«2) ). 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

a*  + 64 + c4  — 2 (a2624-62c24-c2«2) = - 46V  sin  2t2, 
woraus  sich 

40)  (84fo4£)=—  j6Vsin  2l2 

crgiebt. 

Daher  ist  nach  den  obigen  Gleichungen : 

4(^n— ) = — f 5 6V  Ä'o  sin  3l2+  o^o-ÄV 

Aber 

1 &' 

ölA0  ä'o 

— »4 ! (o+6+ c)6  + (6+c—  «)6  + (o+c — 6) 6 + (o+6 — c)B|  — (a64-664rB). 
und,  wie  man  leicht  findet, 

(n+6+c)®+  (6  fc — a)6  + (u+c— 6)B  4-  («4-6 — c)B 

= 4«B  + 60a462  + 60u264  f 4ÄB 

+ (60«4  + 360«262  4-  606  4 )c2 
+ (60o2  + 6062)c4 
+4c6, 
also 

«i  t (a  f 6+c)6  4 (6+c — a)B  + (a+c— 6)B  4 («+6— e)6  j 

= A (aB  + 15n  462  + 15a264  | 6B) 

4 A (15n4  + 90a262  4 1564)c2 
4- 1«  (15a2  4-  1562)c4 
+ rW, 
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folglich 

<4  K'0  - Ä'0=  — j 5 (a®  — «4*2 — «®*4  + **) 

+ 1 1 («  4 + 6a®6® + 64)c* 

+ U(«2  + *2)c4 

-U*6- 

Dividirt  man  nqn  mit 

a4+64+ct_2  (aW  + 62c2  + e2«2) 

= f4_  9(02  + 6*)c2-f  n*  — 2«262  + 64 
in 

c8 — (a2-f-A2)c4 
— (a^+Oa^  + i4)«2 
+ (a«-a462— a264+*6) 

hinein , so  erhält  man  als  Quotienten  die  Grösse 
a2-f  6*  + c2, 

und  es  ist  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

h\t0- &’0=  — 15  (aHbHc*)  {«4+6*+c4— •2(a26*+6*c2+c*o«)|, 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

a\t0  - Ä'0  = V 62c2  (a2+A2  + c2)  sin  2l2. 

Weil  nun 

#0 = (a+Hc)2+(Hc— a)*+(n+c— 6)2+  (n+6— *)*=  4(a2+  62+c*) 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

=_  YäVV+äHc2)  sin2t2f  V*V2(a2fi2+f2)  sin  2t2 
^ * ' =—  V62c2(a2+62+c2)  sin  2t2, 

a'S0  a _ 

4L)  V^^  + S^+c2)  sin  2t2. 

Also  ist  nach  den  obigen  Gleichungen : 

4C“£^)  ~ - ,S‘fi*c2(a*+6*+c2)X',o  sin?l2 
+ Vis6*c2  Ä'0  sin  21* 


Aber 


= *»,,{  (a+6+c)8 + (6+c-n)8  + (o+c— &)"  + (rt+6— c)8|— (o8+68+c8), 
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und,  wie  man  leicht  findet: 


(“  + 6 + c)8+(6  + c — a)8+  (a  + c — 6)8  + (a  + 6 — c)8 
=4a8+  I12a«6*+280a464  + 112a26«+468 
+ (112a«  + 1680a462 + 1680a*64  + 1 126«)c2 
+ (280«  4 + lG80a262  + 2806  4)c4 
+ (112a2 + 11262)6« 
+ 4e8, 


ssi  I (a+6  +c)8  + (6+c — a)8  + (a+c — 6)8  + (a+6 — c)8| 
= (a8+  28a«64  + ?0a464  + 28a26«+  68) 

+ (28a«  + 420a 4 62  + 420a264  + 286«)c2 

+ a'^(70a4  -|^420a262  + 7064)c4 

+ 6'4  (28a2  + 2862)c« 

. +AC8, 

und  folglich 


456  — &#0 

= — 66  (63a8—  28a«62 — 70a464  — 28a26«+6368) 
+ Ä (28a«  + 420a 46*  + 420a264  + 286«)c2 
+ (,4  (70a4  + 420a262  + 7064)c4 
+ B>4(28«a  + 2862)c® 
— Sic«. 


Dividirt  man  nun  mit 


a4  + 64  +c4  — 2(a*62  + 62c2  + c2a2) 

= c* — 2(a2  + 62)c2+  a 4 - 2a262  + 64 
in 

63c  8 — (28aa + 2862)  c« 

— • (70a4  + 420a26*  + 7064)c4 
— (28a«+420a462  + 4'20a264  + 286«)c2 
+ (63a8 — 28a«62 — 70a4  64  — 28a26« + 636«) 
hinein , so  erhält  man  als  Quotienten  die  Grösse 

63c4  + 08(a2+62)c2  + 63«4  + 98a262+  (}364 
= 63(a4  +6“  + c4)  + 98(a262+ 62c2  + c2a2) , 
und  es  ist  folglich 

« e 

0 ov  q 

= — 54 1“4  4 64  + c4  — 2(a26* + 62e2  4-  c*a2)  | 
X 1 63(a4+64+c4)  + 98(a262  + 62c2+ c2«2)  | , 
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(1.  i.  nach  dem  Obigen 

i\*K'o — &'o 

=T‘ä6*c*|  63  (a4+A4+c4)  + 98  (aa6*+6*c*  + caaa)  | sin  51*. 

Weil  nun 

K'0=(a+Hc)2+(Hc-«)2  + (o+e-iJHta+MMaHiHc*). 

K'0=(.a+b+c)*  + (6+c-a)4  + (a+c— 6)4+(u+6— c)4 
= 4 |a4  + 64  + c4  -{-  6 (a2A2  + A2c2  + c2o2)  j 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

/ß8c^£\  ___  i gl  6sc2(aa+ja+cS)«sjn  TJ2 

V X + Vj  62c2(«4  + 64+c4  + 6(a262+62c2+c2a2)jslna2 

— 8>,62c2i63(o4  + b*  + c4)+98(«*Ä2+62c2+c2«2)|  sin2ta, 

also 


42)  (‘-£§^')=— ;4«2c2  l99(a4+64+c4)+74(a262+Ä2c2+c2a2)lsin212. 

Daher  ist 

43)  cos  E= 

1 — 3\62c2sin  2l2 . x* 

— ihi A2c2  (a2+ A2+ca)  sin  2i2 . x* 

— j n1.,,  AV2 (99  (a4  + 64  + c4)  + 74 (n2A2  + A2c2  + ca«2)  | sin  W.x», 

wobei  nur  erst  Glieder  der  zehnten  Ordnung  vernachlässigt  sind. 

Führt  man  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  bekannte 
Grösse  © ein,  so  wird 

44)  cos  E — 

l-  )®2^4 

— .A(«M-A2  + c‘2)$2-''6 

— «Ito  199  («4+A4  + c4)  + 74  («2A2  | A2c2 + c2a2)|  ©%«. 

Führt  man  die  Grössen  ax  = ax,  = hx,  Cj  — cx  ein,  so  wird 

45)  cos E — 

1 — 3iA,2c12sin  2l2 
— jh  Ai2c12(a12+ V + c,2)  sin  7t2 

— 3BB,s4oA12Ci2199(a14+614+c1*)+74(a,26,2+A,2c12+cl2ai2)!sin2(2 
und,  wenn  man  wieder 

©1  = iA1Ci  sin  21 

setzt : 
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46)  cos  K = 

i-;©ia 

-A<«.a+V+«kW 

— 4 »iss  1 99(a, 4 + bx  * + c, 4)  -+  74  («,  24,  2-f  6,  *c,  2f  c, 2«,  *)  < ®,  * 


d.cosA2  8 cos A 

4/)  — g —'2  cos  A — 5 


lu.  . S.coSi42  . öcos A 

W =cosA~fa~ 

ist,  so  ist  nach  dem  schon  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
angewandten  bekannten  Satze  aus  der  Differentialrechnung  allgemein : 

,m  , 0n+1.cos^a  „3n+lcos J 

W)i’~pr-=  cos^-^p- 

ScOS  A £ncosA 
, 02  cos  A c)n— 1 cos  A 

+ "*“cpr~-  d*”-1 


Sn  1 cos  A S2cos  A 

* ' gjrn-^T-  • ~S^2~ 

d"  cos  A S cos  A 

Setzt  man  nun  hierin  für  n eine  gerade  Zahl,  so  erhellet  auf 
der  Stelle  f dass,  so  wie  nach  §.  2.  die  Grössen 

/Scos^\  /33 cos  /S5cosrl\  /dTcosA\ 

\ Sx  )’  V Sa.3  /’  V dx*  )’  V Oxr  ) 

sämmtlich  verschwinden,  auch  die  Grössen 

(d.cosA2\  /o3 . cos  /12\  fob . cos ,1'2\  (o7 .cos  A2\ 

V dx  )'  V dx3  )’  \ dx6  )’  ^ dx7  )’ 

«ämmtlich  verschwinden.  Weil  aber 

cos  J2+sin.42=  1, 


S”.cos^2  8n.siaA2 
öxH  ' dx"  ‘ 
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ist,  so  verschwinden  offenbar  auch  die  Grössen 

fd . sin  /l2^  /d3 . sin  ^42\  fd3 . sin  zl2\  fbT . sin  A2\ 

V- öS  )•  v 3*3  )’  V Öx*  )’  v W~)”” 

sämmtlich,  und  da  nun  ganz  aui  ähnliche  Art  wie  vorher 


, 0sinA2  . . 0sin.<4 

50)  *• — — — =sin  A 


also  allgemein 


51) 


dx 

0“+1.sin  A2 
0a;"+* 


0a:  ’ 

. ,3"+l  sin  A 

0sin  A 0"sinA 
dx  ' dx” 
02sin*4  dn  1 sin  A 

+ ”a~Säfl~  ■ “ <£»=;r~ 

u.  s.  w. 

f>"— lsinzf  0®sinA 
+ ”a_1  dx”—*  dx 2 


+ n„ 


8"  sin  A SsinA 


0a:" 


dx 


ist,  so  erhellet,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  nach  und  nach 
n — 0,  2,  4,  6,  8,....  setzt,  sehr  leicht,  dass  auch  die  Grössen 

/0siny4\  /d’sinAN  /05sin.<4\  /'0TsinA'\ 

\~W~)’  V 0ir7’  V dx3  )’  V dx*  )’■  ■■ 

sämmtlich  verschwinden. 

Weil  endlich 


0cos^4  . JBA 
52)  — =— sin/lh— , 


und  folglich  allgemein 


0“+J  cos  A . ^ 

53)  — i-  =■ — sin  A 


dx’ 
d’+'A 


CXU  i 1 


0a"!1 
0-sin  A c”A 
dx  ‘ 0ac" 
02sinA  c )"—,A 
”2  dx 2 * 0a"—1 
u.  s.  w. 
dn  1 sin  jl  cPA 

~n”~l~S^:ri~-dxi 
d"sinA  dA 
r>n  dx"  ‘ dx 
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ist,  so  erhellet  auch , wenn  man  in  dieser  Gleichung  nach  und 
nach  n=0,  2,  4,  6,  8,  ....  setzt,  sehr  leicht,  dass  die  Grössen 

f8A\  /83A\  /8M\  {8rA\ 

\dx)’  Uv’  vö*v'  \sx7)’  •••• 

sämmtlich  verschwinden. 

Weil  nun 

0cos^4  . .dA  dsinA  .8A 
-k—=—b, aAfo  , -g~  = cos  A8- 

\}JU  1 yJJU  \JtAr 

ist,  80  hat  man  die  folgenden  Gleichungen: 

8*008  A . ,82A  8 sin  A 8A 

8x2  —~8'nA8x*  0F~-0i* 

8*  cos  A . ß*A  8 sin  ^4  83A 

dx4  ~ SID  dx4  8x  ' dx3 

Oo2sin  A 82A 
dx2  ’ 8x2 
83sin  A 8A 
8x3  * 8x  ’ 

86cosA . 8M  8sin.z!  84A 

<£r®  8ln  Sa:6  Sx  ' dx3 

i ,n02sin^4  84A 
-1U  8x 2 ■'8x4 

„89sin^l  83A 
8x3  ' Sir* 

84sin  A 82A 
8x*  ' 8x2 
• 65sin  A 8A 

8x3~ ' dx  ’ 

u.  s.  w. 


S2  sin  A t82A  8 cos  A 8A 

8x2  cos  8x2  8x  ' dx  ’ 

84sinzf  ,84A  08cosA  83A 

~8x*~~  cos  ASx*  + 3-ä£~  • 8.r* 

08a  cos  A 8*A 
..  8a:a  ‘ 8x2 

83cos  A 8A 
* dx3  'dx’ 

Theil  IX.  3 
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06sln/l  8aA  x 0cos A 8aA 

cwi^gp+5 


+ 10 


Sacos/<  8*A 
d.r3  ' dar4 
,n83cos  A 83A 

+ 10-$jr-8& 

8*  cos  A 83A 
8är*  ' 8x3 
0®cos^4  8A 


+ 5 
+ 


8.r5  ' 8x’ 


u.  s.  w. 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 


/d^cos^^  , . A fc2A\ 

{;-^^)=-(s'nA)\;8y>), 

/'8tcosA\  ,/0M\  o/0asin^\  S83A\ 

\r^)=-(mA)\&)-*\-82*-)  VarV' 


und 


+<^my  ■ 

U.  S.  ff. 

Ordnet  man  nun  diese  Gleichungen  auf  folgende  Art : 

(^)=-WB„(g), 

(-^)=C-4@). 
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„/31  cosA\/d*A\ 

+5V_T~A^V’ 

u.  s.  w., 

so  sieht  man,  (lass  sich  mit  Hülfe  derselben  mittelst  der  aus  §.  3. 
bekannten  Werthe  von 

/c2cos  A\  fo * cos  /f\  /0®eos/f\ 

Wi2-,/.  V 

nach  und  nach  die  Grössen 

/ 82A\  /’c2«mA\  fd*A\  /04sin  A\  /cM\ 

0J5  /’  \SPj’  \ öx*  )•  \fc*J 

finden  lassen , wobei  man  nur  zu  beachten  hat , dass  nach  dem 
Obigen,  und  wie  sich  auch  von  selbst  versteht,  (cos A)  = cos 21, 
(sin/()“*in  '21 , (A)  = l t ist. 

Es  ist  also 

/•  /(PcoaA\ 

und  folglich  nach  17)  : 

51)  (fjä)— ’6tsin  7t. 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen  ferner: 

kk\  /3*sin^\  . t,  ti 

55)  I — 1 = Joe  sin  2t  cos  a, 

oder 

56)  (^f^)  = l(6*+ca-<**) sin«. 

Ferner  ist 

, . .y^4A\  ,,/d*sinA\  SS2A\  /'BicosA\ 

(s,n  A)  \&f)  =-\-8aT  ) \J7>)  - \rsi^) 

= — )62c2sin  2l2cos2t 

-f-  1*56c(36*  + 3c® — a*)sin2t2 
= bc  ( t5s  (362  + 3c2  — o2)  — l (6*  + c2 — o2)  I sin  2l2 , 

d.  L,  wie  man  leicht  findet : 

57)  (^)  = J-06c(76»+7c2  + «2)si«2(. 

3* 
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Also  ist  nach  dem  Obigen 

58)  = »M  ,'o(762+7c2+o2)  cos  2t — 6c  sin  21*  | sin  21 
oder 

(^0^)  = (762+7c2+a2)  (62+e*-  o2)  sin  21 

+ T*,  ( «4  +64 +c4 — 2(a262+62c2+c2«2)  j sin  2t , 
d.  i. , wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet : 

59)  ^ (a4 _j_364 +3c4— 4a*62 + 6*c* — Ic2«!2)  sin  2t. 


Ferner  ist 


. /3s+\  . /’S4 sin  ,4\  /(PA\  /^sin+N  (3'A\ 

(si»  A>  (äs»  ;=-5  Q-&— ; - 10  \r^)  ks^J 


+ \bc 


sin  2t2, 


/c6cos  A\ 

“iTa**-  J 

= — J6c(a4+364+3c4  — 4«262  + 62c2— 4c2a2)sin2l2 
— r’s6c(62+c2-a2)  (762+7e2+«2)  sin  2t2 
y 64  + V6*c2  + V C* 

-y(62+c*)o2  + iffl4 

und  folglich , wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet : 

»>  m 

= e'36c(a4  + 31 64  +31  c * + 16a2*2 + 3162c2  + 16c2«2)  sin  2t. 

Folglich  ist  nur  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der 
achten  Ordnung: 


61)  .4=2t  + j6csin2t  .a:2 

+ yiii6c(a2  + 762+7c2)sin  2t  -a' 

+ isJso6c(a4+31A4+31c4+16a262+3162c2+16c2a2)sin2t.a:8, 

oder 


62)  ,4=21+ JS-z2 

+ »io  (a2  + 762  + 7c2)lDx4 

+ ii«s#  («4  +3164  + 31  c4  + 16a262  + 3162c2  + 16c2«2)  £x8, 

oder  auch 


63)  A = 2t + ®6i  c,  sin  2t 

+TJo61c,(aI2  + 7612F/c12)sin2t 

+ isisir  61c1(a]l4+3161 4+31c, 4 + 16«l26,2+316I2c12  + 16cI2al2)8in  2t, 
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oder 

64)  4=31+1©, 

+*ie(fl,2+7Ai2+7c,2)©| 

+iil«o(a|4+316i4+31C|4+16a126,2+316l2c,2+16c,2a,2)!D1. 
Mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der  sechsten  Ordnung  ist  aber : 

65)  sin  A = sin  31—  tM«2 — 62 — c2) sin  31 . a2 

+ *iu(«4+364  +3c4  — 4o46*  + 6*c2 — 4c*a2)sin3f  .x*, 

oder 

o®  ® 

66)  si.4=^-;(a2-62-c*)^2 

-f  iM«4  + 364  + 3c4  — 4a262+ &*c* — 4c*a2)® j:1  . 
Auch  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

67)  sin  4 = sin  31 — ^(a,2 — 6,2— c^sin  3( 

+i  io  (a,  4+3&j  4+-3c, 4 —4a,  26,  2+ö,  2c,  *—  4c,  2a,  ^sinTI, 

oder 

O^TN  (IN 

+ iio(a14+3614+3Cl4-40l2*12+412c12-4e12n12)^. 

Umgekehrt  ist  auch,  wie  man  leicht  findet,  mit  demselben 
Grade  der  Genauigkeit : 1 

65*)  sin  H =sin  A + T’2  (a2 — ft2 — c2)  sin  A . x 2 

+,  i0  (3a4 — b* — c4 — 2a2Ä2+862c2 — 2c2«2)  sin  A . xl 
oder 

67*)  sin3f=sin4+rl,  (a,2 — 6,  2 — c,2)sin4 

+Tk(3aI4-6l4-c14-2«12Ä12+8612cI*-2Cl2o12)sin^. 

§.6.  * 

Nach  62)  hat  man  nun 

4 = 2t  + iSXi:2 

+ * 5o  (a2 + 76® + 7c2)  © x* 

+ .»Wo  (a4  + 31  ä1  + 31c4  + 16o242  + 316*c2+16c2a2)©:r«, 
Ä=©+i®;z2 

+ .4o(62+7«2+7c2)®x4 

+ «Uo  (6 4 + 31a4  + 31c4  + 1662c*  +31c2a2  + 16a262)©*<>, 
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c=e  + j®x2 

+ »l»(t!S  + 7a2+76*)D3-* 

+ Ilten  (c4+31a4  +31A4  + 10e2a*+  31  a2A2  | 16AV) 2>.r«. 
Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  zusammen,  so  erhSlt  man, 

weil 

(A+B+C)— (a  + © + £)=2£ 

ist : 

69)  2 £=®a;2+l'J(a2  + A2+c*)$Dj:4 

+ i io  (u4  + A4 + c* + as6*  + A2c2  + c*a2)  $>.r® 

oder 

70)  2£=®,  + ^(«I*+6I*+eI*)©1 

+ i«o(a14+A14+c14+a1*61,-f-Aj*Ci*+ei*«i*)©i» 

oder 

or 

71)  ^ = l + ,l4(fl1*  + Al2+cl*) 

+ j l®  f «i 4 + A, 4 + ^ 4 + ar  A,  2+ A,ac,  * + c^a,  *). 

Bestimmt  man  aber  aus  der  Gleichung  69)  die  Grösse  ©x2, 
so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  mit  Vernachlässigung  von  Glie- 
dern der  achten  *)  Ordnung : 

72)  !Dx2=2£ — ii(®*+ A*  + c4)  JEx2 

— vAe  (3a4  +3A4+3c4-2a2A2-2A*c2-2c2a2)lEx4 , 

oder 

73)  !DI=2£-1>,(«,2+A12+c12)£ 

- . Ao  (3a,  4+3A,  4+3c, 4 - 2a,2Ä12-2A12c12-2ci2«,2)  E, 

oder 

74)  § = l-A(a12+Al2  + c12) 

— iA«(3a14+3A14+3c1  -2al2Al2-2A12c12-2c12o12). 

Führt  man  nun  den  gefundenen  Ausdruck  von  'Dx2  in  den 
obigen  Ausdruck  von  A ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

751  A = H + *E 

— (2a2 — A2—  c2)jEx* 

— j si  so  (38a 4 — 1 9 A 4 — 19c 4 — a*A2  -f  2A*c2 — c2a2)  .Ex4, 

wobei  wieder  nur  Grössen  der  achten  Ordnung  vernachlässigt  sind. 
Auch  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 


*)  Da  nämlich  nach  69)  E selbst  eine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  ist. 
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76)  A-TL  + \E 

-«*.„(38 V - lööi4— 19c, *-«,*«!*) £• 

Umgekehrt  aber  ist 

77)  3= 

+ jo  (2a* — 6® — c*)£** 

+ (38a* — 194*  — 10c4  - a*6*+2*V*-c*«*)£a:4 

oder 

78)  X=A  — iE 

+ 50  (2a,  * — 6,*  — c,*)£ 

+4  s » 5o(38a,  *— 196,  *— 19c,  * — a,  161*+26,*c1a—  0,%,*)  £. 

Ganz  ähnliche  Formeln  ergeben  sich  für  die  Winkel  B,  C 
und  5>,  €• 

Geht  man  blos  bis  auf  Glieder  der  zweiten  Ordnung,  so  ist 
mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der  vierten  Ordnung : 

f A=zH+lE,  7\=A-\E-, 

79)  2 Ä=©  + ?£,  V=ß-IE; 
l C=S+*£,  £ = C — JJ5 ; 

welches  bekanntlich  das  Legendre’sche  Theorem  ist,  wenn  man 
nur  überlegt,  dass  in  allen  unsern  obigen  Formeln  E den  halben 
Excess  bezeichnet. 

Leicht  würde  man  in  die  obigen  Formeln  auch  den  ganzen 
Excess  einführen  können,  was  wir  dem  Leser  überlassen. 

Um  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  unserer  Rechnungen  zu 
haben , wollen  wir  mittelst  des  aus  09)  sich  ergebenden  Ausdrucks 
von  E,  nämlich 

E — itte«  + A («* + b*  + c*)$.r* 

+ ,1«  (a*  + 6*  + c*  + 


die  Grösse  cos£  nach  der  Formel 

cos  E=  1 — \E 2 + ,'jE4 

entwickeln,  und  den  sich  ergebenden  Ausdruck  mit  dem  oben  in 
44)  aHt  ganz  anderem  Wege  gefundenen  Ausdrucke  von  cos  E 
vergleichen. 

Es  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 
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E*  = 4 J + ,'6  (a2  + 62 + c2)  $2.z« 

+ 53Vl(«2+62  + C2)2^« 


+ ri«(a1  + A4  + c,f  a262 + 62c2  + e2«2)  ®2x8 
= i 3>2a:4  + * («2  + 62 + c2)®2*8 

j «o5(a4  + 64+cJ  + 2«2*2  + ‘262c2+2c2a2) 
+ < + Tis  (a4  + 64  -f  c4  + a262  + /y2c2  + c2a2) 


©2a:8 


E‘  = 146®4a:8=  ,*162c2D28in  2l2 . .t8 

= — li«  (a4  + *4  + c4  - 2a*6* — 262c2  — 2c2«2)  5)V8, 

also 


cosjE=1  — i®2x4 

t 4 „'0«  («4  + 6 4 + c4  + 2 o262 + 262c2 + 2c2a2)  j 
' — J+Ti,4ö(o4  + 64+c4  + a2A2+62c2+c2a2)  f S2*8. 
( + üi 44  («4  +6‘  + c4 — 2o2*2—  262c2 — 2c2a2)  ' 

Da  nun 

4 uff*  + T44C  + älV  4 

— „ J»0  I 6 4 I 15  n 9 

Hfl  iDT  ÖSItfOT  ö 5 r «jo  — 5*1  Bö 

und 

45cl«  + 1440  — 41*44 

40  I 64  Jo  74 

s*r*ff  T SI114  ilICT  — 551 1)0 

ist,  so  ist 


cos£=l  — |©2.r4 


— **(a*+62+c2)CD2:E8 

— ui  so  1 99  (a 4 + b 4 + c4)  -f  74  (a®62  -f  62c2  -f  caa2)|  ©2x8, 


welches  genau  mit  der  oben  auf  ganz  anderem 
rormel  44)  übereinstimmt. 


Wege  gefundenen 


Um  eine  Controle  wie  die  vorhergehende  für  die  Richtigkeit 
etwas  weitläufigen  Rechnungen  zu  gewinnen,  war  die 
nächste  Veranlassung  zu  den  in  6.  4 gegebenen,  sonst  eigentlich 
lur  unsern  gegenwärtigen  Zweck  nicht  unbedingt  erfordirlichen 
nt  Wickelungen. 


5. 7. 

Nach  einer  bekannten  Formel  de?  sphärischen  Trigonometrie  ist 

80)  *in  _ c°s*  (J  + E+Q  cos  j (B  + c-  A) 

sin  B sin  C 
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Nun  ist  aber,  wie  leicht  erhellen  wird, 

cos  J (A  + B + C) — — sin  E , 
cos i (ß+  C — j4)  = sin (ßf  C — E); 
also 


, Sin£sin(/?+C—  E) 

81)  sin  ia,*= :■  ■ „ , 

1 sin  Ii  sin  C 


und  folglich 
8. sin  ioj2 


SE 


cos  £'sin  — E ) — sin  £cos(//-f  C — E) 


sin  Zfsiii  C 


also 

c.}.  8 • sin^n,2 sin  (BE  C—  2g) 

~ §£  sin  B sin  C ’ 

woraus  sich  nun  ferner  leicht 


/ e2.  sin  )riL2 2cos(/? -f  C — 2 E) 


SE2  ~ " 

sin  B sin  C ’ 

83.siniot2 

22.sin(/f+6’-2£) 

SE3 

sin  B sin  C ’ 

84.sinja12 

23 . cos  (B+C—2E) 

SE*  ~ 

sin  B sin  C ’ 

8®.  sin  iat2 

2*.sin(Ä+C—  2 JE) 

8£*  ~ 

sin  Zfsin  C 

u.  s.  w. 


ergiebt.  Also  ist 


84) 


(sin  ia,2)  = 0, 

<8  .sin  sin  (B -f  Q 

i,  5 E ) sin  B sin  C’ 

/82.sinjo12\  ‘2  cos  (B+C) 

V SIS2  / sin  fisin  C ’ 
/83-sin  ’n,2\  __  2^jsin (B+Q 

V SE3  ) sin/isinC’  ’ 

/84  .sin  j«!2\  23.cos  (/?-f  Q 
\ 8 E*  / — sitTßsin  C~  ’ 


und  folglich 
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86)  sin  ja, 2 = 


sin(/?-f  C)  E 
sin  Äsin  C'  1 
2cos(Ä-f-  Ü)  E1 
sin  Äsin  C ' 1.2 


_2®.sin(Ä+C)  Ä* 
sin  B sin  C ‘1.2.3 
. 2S . cos  (Ä  4-  C)  E4 
‘ sinÄsinC  '1.2. 3. 4 
2J.sin(Ä-j-  V)  E 6 
sin  Äsin  C ' 1.2. 3. 4. 5 


+ 

oder 

„ sin  (Ä  + C)  2 E cos  (B+Q  (2 Ä)* 

86)  sin  J«!  2 sin Ä sin  C'  1 2sin7fsin  C 1.2 

sin(Ä+Q  (iE)3 
2 sin  Äsin  C ' 1 . 2 .3 
cos  (Ä+C)  (iE)4 

+ 2sinÄsinC‘  1.2.574 
sin(Ä+Q  (iE)3 
' 2 sin  Äsin  V 1.2.3. 4. 5 


Durch  Differentiation  nach  E erhält  man  : 


da 


sin  sui-  , , , v»i  , . Sa, 

-gg — ■ = sin  ia,  cos  ? a,  gg  ==  4 sin  a,  gg 


8 . sin  ta. 


sina,  2a,  Sa, 


«i 


8E 


also 


S®.sin  4a,® 

SÄ®  = 


sin  a,  8® . nj* 

’~a,  SÄ® 

sin  a,  o®.  n,; 

«l 

sin  a, 

sinn, 

«l 


S. 


sina, 

«i 

sin  a , 


S^Ojf 

• SÄ 


+i 


«1 


+ 4 


SÄ* 

S2-«.2,, 

~sl^+» 


SÄ 
g sin  a, 
«1 


S.O,® 

•“SÄ” 

Sa,  s.fl|® 

• SÄ-  SÄ 


o,cosa, — sina,  Sa,  S.  a, 


°i 


SÄ*  SÄ 


S®.a,®  , , o1coso1^sina,  S.a,®  S.a,® 
+ «•  --T  • ar-  • 


SÄ® 


«i* 


SÄ 


Für  E—0  ist  a,=0.  Bestimmt  man  nun  nach  den  bekann- 
ten Regeln  die  Werthe  der  Brüche 
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siner,  , a.cosai — sin«, 
und  — —5 


für  «1=0,  so  erhält  man 


(sinnA  - f a,  cos a,  — sin 

«i  / ’ V a , 3 J~  3 ' 

und  es  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden 

/•g.sinjn,2^  . /d*  ■ sin  jgia\  , /'82  «irt\  . /3-  ni2YJ. 

1 8E  BE*  )-\8E »)  ”V  3 E)' 

d.  i. 

sin  (Ä +(?)_,  (8.af\ 
ein  Äsin  6’ =S  \~SE~)’ 

2cos (B+C)  , /32.a,2\  , /0.o,2\2 

“ sinÄsiuC  _J  V 8E*  V BE  ) 


Daher  ist 


(Sai*\  — 4 sin  (B+C) 

‘ V.  BE  ) sin  Äsin  C 
und 

qq..  /5>.Vt  8cos(Ä+0  . . (sin (Ä+  C)j  2. 

' \ 0E1  ) sin  Äsin  C + 3 l sin  Äsin  C’  ’ 

oder 

89)  (^)=4(cotÄ+cotO 
und 

90)  ^=811  -f  5 (cot  Ä* +-  cot  C1 — cotÄcotC)). 

Daher  ist 

„ 4sin(Ä-f  (T)  „ 

9I>"‘=  Si ÄiÜT?T£ 

_ 1 |cos(Ä-f  C)  _ , /sin(Ä+C)V } 

'sin  Äsin  C 3 \ sin  Äsin  C/  * 

oder 

92)  at2=  4(cotÄ+cot  C)£+4  j 1 + i (cotÄ2  J-cotC2 — cotÄcotC)  | £*; 
folglich,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet: 

2«j2 — 6ja — Cj*  = — 4 (2  cot  A — ■ cot  Ä — cot  C)E 
( 2cot/t2 — cotÄ*— cot  C*  ) 

3 ) — cot  .<4  (cot  Ä + cot  C)  + 2cotÄcot  C 5 
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und 


38«!  * — 196,  * — 19c,  * — a,26,2 + 26, 3c,2 — c,3a,2 
j 288  (2  cot  -4* — cot  ß2 — cot  C2) 
i + 608  (cot  A (cot  ß + cot  C) — 2 cot  ß cot  ü) 


EK 


Also  ist  nach  76)  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der 
achten  Ordnung : 

93)  ^ = 2H-?JS 
+A(2cotj4  — cotß— cot  C)E2 

2 cot  A2 — cotß2 — cotC2  ) 

s(coM(cotß+cot6T) — 2cotßcotC)  > 

und  folglich  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit : 

94)  H = A— 5£ 

— 4*  (2  cot  A — cot  B — cot  C)E3 


2t 

1 

1 v 


E3, 


'ts  i-r' 


2 cot  A3— cot  ß2 — cot  C* 


V (cot/^cotß+cotQ — 2cotßcot6T)  1 


! E3. 


Auch  ist,  wie  man  leicht  findet: 

ti,2 — 6, 2 — c,3  — — 8 cot  A . E 

— 4 {1  + ä (2  cot  A3 — cot  A (cot  B + cot  C)  + cot  B cot  C)  | E3, 

und 

er,  4 + 3V+3c,4— 4<Ji2V+  6,  2c,.2— 4c,2a,3 
= 16 1 7 cot  A3  — cot  A (cot  B + cot  C)  — 5 cot  B cot C|  E3, 

so  wie 

3a,3  - V — c,  * — 2a,  *6,  3 + 86, 3c,3— 2c,3a,2 
=32(3  cot  A * + cot  A (cot  ß+  cot  C)  + 5 cot  B cot  C|  JE2. 

Also  ist  nach  67)  und  66*) : 


95)  sin^4=sin21  + 5cot^8in2(.iE 

+ s 1 1 + ts  (24  cot  A3 — 7 cot  A(cotß+cotQ — 5cotßcotC)|  sinTt.ß2 
und 

96)  sin  21= sin /I — | cot  4 sin  Al.  J5 

— i (1  + rV  (4cot  A2—  7 cot  A (cot  ß 4-  cot  O)  — 5 cot  ß cotf)|  sinA . E3 
oder  . 

97>  sl^=1+5cot^£ 

+ 1 II  + 1 V (24 cot  A2 — 7 cot  A (cot ß+  cot  0-5 cot ßcot  C) } E3 
und 
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98)  = 5 cot A.E 

' sin  A 


— \ 1 1 + 1 s (4  e°t  A2  — 7 cot  A (cot  H Y cot  C) — 5 cot  B cot  6’))  JE*. 


Die  Anwendgng  der  im  Obigen  entwickelten  Formeln  in  der 
Geodäsie  zu  zeigen,  kann  hier  nicht  unsere  Absicht  sein,  da  diese 
sehr  wichtige  Anwendung  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt 
werden  kann.  Wir  bezweckten  hier  nur  eine  weiter,  als  gewöhn- 
lich geschieht,  getriebene  Entwickelung  der  Formeln  nach  einer 
Methode,  welche  leicht  erkennen  lässt,  wie  man  sich  zu  verhalten 
' haben  würde,  wenn  man  zu  noch  mehreren  Gliedern  fortschreiten 
wollte,  welchem  nothwendigen  Erforderniss  uns  die  bisher  ange- 
wandten Entwickelungsmethoden  nicht  gehörig  zu  entsprechen 
scheinen.  Auch  braucht  hier  nicht  erläutert  zu  werden , wie  man 
sich  zu  verhalten  haben  würde,  wenn  die  Winkel  oder  Bogen 
nicht  wie  vorher  in  Theilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbmessers, 
sondern  in  einem  andern  Maasse  ausgedrückt  werden  sollten, 
welches  Alles  zu  bekannt  und  namentlich  einem  Jeden,  wer  in 
geodätischen  Rechnungen  nur  einigermaassen  geübt  ist , zu  geläufig 
ist,  als  dass  darüber  hier  noch  besondere  Bemerkungen  nüthig 
sein  sollten. 


IV. 

Anwendung  der  Theorie  der  Im- 
hüllungscurven  auf  die  Schatten- 
constructionen. 

Von 

Herrn  C.  T.  Meyer, 

Bergwerkscandidaten  zu  Freiberg. 


So  vielfache  Anwendung  die  Mathematik  schon  in  jeder  Be- 
ziehung und  unter  den  verschiedenartigsten  Verhältnissen  erlitten 
hat,  so  ist  doch  nicht  zu  leugnen,  dass  es  auch  noch  Zweige 
der  Wissenschaft  und  der  Praktik  piebt,  wo  sie  entweder  gänz- 
lich vermisst  wird,  oder  doch  wenigstens  ein  grösserer  Einfluss 
derselben  zu  wünschen  wäre.  Zu  der  erstem  dieser  beiden  Ab- 
theilungen, nämlich  der  der  Wissenschaft,  gehört  auch  unstreitig 
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die  Zeichnenkunst,  und  wenn  hier  auch  mathematische  Hilfs- 
griffe zum  Theil  schon  angewendet  werden,  so  kann  man  doch  gewiss 
nicht  verkennen,  dass  eine  viel  grössere  Anwendung,  namentlich  des 
mehr  geometrischen  Theils  (im  weitern  Sinne  des  Begriffs)  noch 
wiinscnenswerth  sein  möchte.  Ich  spreche  hier  weniger  von  der 
sogenannten  geometrischen  oder  dcscriptiven  Projectionslehre,  ob- 
gleich anch  diese  nicht  ausgeschlossen  ist,  wie  schon  die  vorlie- 
gende Anwendung  der  Theorie  der  Umhiillungscnrven  zeigt,  wel- 
che auch  darauf  Bezug  finden  könnte,  und  zwar  mit  noch  gröSserm 
Einflüsse  und  noch  glücklichem  Erfolge,  als  selbst  bei  den  Schat- 
ten co ns tru c ti onen , auf  welche  ich  mich  jedoch  beschränken 
will,  da  jener  in  einem  besondern  Werke  „ Axonoroetrische  Pro- 
jectionslenre“  auf  genügendere  Weise,  als  es  hier  möglich  wäre, 
Erwähnung  geschehen  wird. 

Schon  aus  dem  Begriffe  einer  Uiuhülluogscurve  geht  hervor, 
dass  ich  mich  hier  nicht  mit  den  Schatten  geradlinig  begrenzter, 
sondern  vielmehr  regelmässig  gekrümmter  Oberflächen  zu  beschäf- 
tigen habe,  und  zwar  sind  es  namentlich  die  Ko  tat  io  ns  körp  er 
und  die  gekrümmten  Flächen  zweiter  Ordnung,  auf  deren  Senat- 
tenconstruction  genannte  Theorie  in  vielen  Fällen  sehr  vereinfa- 
chend einwirkt.  Ich  gehe  hier  der  Einfachheit  halber  von  den 
Rotationskörpern  aus,  an  welche  sich  dann  die  allgemeinen  Fälle 
der  gekrümmten  Oberflächen  zweiter  Ordnung  leicht  anschliessen 
werden;  die  Rotationskörper  sind  nämlich  zum  Theil  nur  als  be- 
sondere Fälle  jener  gekrümmten  Flächen  zu  betrachten;  andern- 
theils  reicht  aber  dieser  Begriff  viel  weiter , so  dass  sonach  zu- 
gleich für  zwei  verschiedene  Richtungen  Eingang  geöffnet  wird. 
Hiernach  ist  es  auch  natürlich,  dass  ich  mich  im  Folgenden  na- 
mentlich mit  den  Rotationskörpern  der  zweiten  Ordnung  beschäf- 
tigen werde,  zumal  solches  die  am  häufigsten  vorkommenden 
Köqier  sind,  nämlich  den  Rotationskörper  des  Dreiecks , des  Krei- 
ses und  der  Kegelschnitte,  als  Kegel,  Kugel,  Sphäroid,  Umdre- 
hungs- Paraboloid  und  Umdrehungs- Hyperboloid.  Was  die  ersten 
beiden  der  genannten  Körper,  nämlich  Kegel  und  Kugel  betrifft, 
so  wird , da  ihre  Scbattencoastruction  schon  .jetzt  ziem  lieb  einfach 
ist  (s.  Hummel:  Ge o metrisch- pract isebe  Coustruction 
der  Schatten.  Berlin.  l&tO.),  darauf  wenig  Einfluss  ausgeübt 
werden  können,  und  ich  will  daher  anch  von  diesen  sogleich  absehen, 
obgleich  das  Princip,  auf  welches  es  hier  namentlich  ankommt, 
eben  so  gut  an  ihnen  erläutert  werden  könnte. 

Nicht  immer  zeigen  die  geometrischen  und  namentlich  axo- 
nometrischen  (d.  h.  isometrischen,  monodimetrischen  und  aniso- 
metrischen) Darstellungen  von  Rotationskörpern  eine  Curve  der- 
selben Gattung,  als  die  der  Fläche  ist,  durch  deren  Drehung  der 
Körper  entstanden  gedacht  werden  kann,  und  ebendasselbe  gilt 
von  den  Abbildungen  im  Schatten,  welcher  nichts  anderes  alseine 
schiefe  Projection  ist. 

Es  liegen  nun  hier  namentlich  drei  Fragen  vor,  deren  Beant- 
wortung das  Hauptthema  des  Folgenden  ist:  1)  wie  man  sich 
überzeugen  kann,  ob  der  Schatten  eine  Curve  derselbe«  Artgiebt, 
als  die  Rotationsfläche  zeigt  (d.  h.  ein  EHipsoid  eine  Ellipse,  ein 
Paraboloid  eine  Parabel  etc.)  oder  überhaupt , welche  Curve  im 
Schatten  entsteht;  2)  in  welchen  Fällen  für  die  Curve n der  zwei- 
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ten  Ordnung  der  Schatten  eine  Curve  derselben  Art  giebt,  und 
3)  in  wiehern  Verhältnis«  dann  die  neue  Curve  steht,  und  wie 
eine  Vereinfachung  der  Construction  eintreten  kann , was  sich  frei- 
lich schon  mehr  auf  einzelne,  speeieile  Fälle  bezieht. 

Diese  drei  Fragen  werden  jedoch  nicht  scharf  getrennt  abge- 
handelt werden,  da  sie  ihrer  Natur  nach  zu  eng  verwandt  sind, 
als  dass  dies  ohne  Weitläuftigkeiten  und  Wiederholungen  geschehen 
könnte.  Zur  Lösung  der  gestellten  Aufgaben  ist  cs  nur  vorerst 
erforderlich,  zu  zeigen,  von  welchem  Principe  der  Schattencon- 
struction  wir  hier  im  Allgemeinen  auszugehen  haben,  es  ist  die 
Basis  anzugeben,  wodurch  die  Theorie  der  Umhüllungscurven  in 
Wirksamkeit  zu  treten  vermag. 

Da  es  sich  hier  lediglich  um  das  Princip  handelt,  und  solches 
an  schweren  Fällen  mit  nicht  mehr  Vortheil,  als  an  einfachem, 
und  nur  mit  grösserer  Undeutlichkeit  dargethan  werden  könnte, 
wie  man  denn  in  allen  Stücken  von  dem  Einfacheren  zum  Compli- 
cirteren  übergeht,  so  werden  wir  auch  hier  einen  der  einfachem 
Fälle  als  Grundlage  annchmen  ; es  stehe  nämlich  der  den  Schat- 
ten werfende  Rotationskörper  mit  der  Ebene  seiner  Neigung  paral- 
lel dem  Lichtstrahle.  Ist  dies  nicht  der  Fall , so  wird  dadurch 
das  Ganze  nicht  geäudert  und  blos  wenig  modificirt,  wie  wir  spä- 
ter durch  ein  Beispiel  sehen  werden. 

Es  sei  z.  B.  der  horizontale  Schlagschatten  (natürlich  geome- 
trische) eines  Rotationskörpers,  wie  ÄBCD  in  Taf.  I.  Fig.  1.  (im 
Aufriss  sind  die  Buchstaben  mit  einem  Index  versehen)  zu  linden, 
der  von  Lichtstrahlen  parallel  der  Richtung  x beleuchtet  wird. 

Da  hierbei  die  Aufrissebene  meist  blos  dazu  dient,  um  die 
Rotationsfläche  ihrer  wirklichen  Gestalt  nach  dem  Beschauer  zu 
zeigen,  und  überhaupt  mehr  nur  als  Hilfsconstruction  zu  betrach- 
ten ist,  so  wird  man  sie  gewöhnlich  parallel  der  Neigung  des 
Rotationskörpers  gelegt  linden,  nnd  sollte  dies  nicht  der  Fall  sein, 
so  kann  man  sich  auch  leicht  ein  derartiges  Profil  verzeichnen  ; 
doch  soll  hierdurch  keineswegs  nngedeutot  werden , dass  dies  un- 
bedingt nöthig  sei,  sondern  es  dient  nur  zur  Vereinfachung,  wie 
man  auch  selbst  aus  dem  Verlaufe  deutlich  sehen  wird ; auch 
Hummel  hat  ein  ähnliches  Verfahren  bei  der  Schattenconstrnction 
der  Kugel  befolgt  (S.  44.  des  obengenannten  Werkes). 

Man  suche  zuerst  den  Schatten  einer  durch  die  Axe  EF 
gebenden,  rechtwinklig  zur  Neigung  des  Körpers  liegenden  Ebene 
67/ JA  (es  ist  dies  am  einfachsten),  was  leicht  nach  den  gewöhn- 
lichen Regeln  der  optischen  Zeichnungslehre  geschehen  kann. 
Ist  die  Begrenzungslinie  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  von  denen 
wir  hier  ausgehen , so  wird  man  sich  der  Aufsuchung  einzelner 
Punkte  blos  dann  bedienen , wenn  die  Cnrve  eine  Hyperbel  ist, 
da  deren  Construction  selbst  nicht  viel  Vereinfachung  gewährt ; 
hat  man  es  aber  mit  einer  Parabel  oder  Ellipse  zn  thnn,  so  wird 
man  zweckmässig  nur  wenig  Punkte  bestimmen  nnd  dann  sogleich 
die  Curve  auf  gewöhnlichem  geometrischen  Wege  vollends  aus- 
fiibren.  Es  ist  hierzu  freilich  erforderlich,  zu  wissen,  dass  auch 
der  Schatten  dieselbe  Gattung  der  Cirrven,  als  die  Rotationsfläche 
in  der  Bcgrenzungslinie  zeigt,  und  ich  will  daher  mit  wenigen 
Worten  dies  näher  erläutern,  da  eine  ausführlichere  Beweisfüh- 
rung mich  zu  weit  vom  eigentlichen  Gegenstände  abführen  würde. 
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Liegt  nämlich  die  Fläche,  wie  hier  angenommen,  rechtwinklig 
gegen  den  Grundriss  des  Lichtstrahls,  so  werden  alle  Curven 
sich  bei  ihrer  Abbildung  im  Schatten  nur  insofern  ändern , als 
ihre  Constanten  verschiedene  Werthe  erhalten ; denn  offenbar 
bleiben  alle  Ordinaten  (nenn  man  die  Axe  der  Fläche  als  Abscfs- 
senaxe  betrachtet)  gleich  gross  und  rechtwinklig  zur  Abscissenaxe, 
welche  sich  vergrössert  oder  verkleinert , je  nach  der  Neigung  des 
Lichtstrahles  x gegen  den  Horizont  und  der  Neigung  ß des  Körpers 
(Taf.  I.  Fig.  2.),  und  zwar  tritt  , als  variable  Abscisse  an  die  Stelle 


Xi  sin  a 
sin  (ß — o)’ 


so  dass  also  die  neue  Curve  die  Gleichung 


yi=K'sin(ß  — ct))  hat’  "enn  <li*  der  alten  #=/(*)  war- 

Trifft  aber  der  ■ Lichtstrahl  im  Grundriss  schief  auf  die  den 


Schatten  werfende  Fläche , so  gilt  dieses  Gesetz  nur  noch  bei  den 
Linien  der  zweiten  Ordnung,  da  solche  auch  für  zusammengehö- 
rige (nicht  rechtwinklig  auf  einander  stehende)  Durchmesser  die 
gewöhnlichen  Gleichungen  zeigen,  was  allgemein  für  alle  Curven 
nicht  bewiesen  werden  kann,  obgleich  die  Möglichkeit  vorhanden 
ist,  dass  es  noch  für  viele  andere  Linien  höherer  Grade  Geltung 
hat.  (Es  ist  hier  natürlich  der  Kreis  als  zur  Gattung  der  Ellip- 
sen gehörig  angesehen  worden ; er  ist  als  Ellipse  zu  betrachten, 
wo  kleine  und  grosse  Axe  denselben  Werth  erhalten.) 

Hat  man  sich  den  Schatten  dieser  Fläche  in  ghik  (Taf.  I. 
Fig.  1.)  dargestellt,  so  verzeichne  man  sich  die  EUipsenprojection 
eines  der  Kreisschnitte  rechtwinklig  zur  Rotationsaxe,  etwa  cdj/h. 
Bei  der  Lage  des  Körpers,  die  die  Figur  darstellt,  ist  es  offen- 
bar,* dass  dsie  beiden  Axen  der  Ellipse  auf  den  Schatten  der  Rota- 
tio'nsaxe  und  rechtwinklig  dagegen  zu  liegen  kommen,  was  bei 
einer  schiefen  Beleuchtung  nicht  der  Fall  ist,  wie  das  letzte  Bei- 
spiel zeigen  wird;  es  ist  dies  ein  nicht  wesentlicher,  aber  doch 
sehr  erleichternder  Umstand.  Verzeichnet  man  nun  in  beliebigen, 
möglichst  kleinen  Abständen  auf  der  Schattcnaxe  der  ghik  ähn- 
liche Ellipsen  nach  den  Axen  jfj/ii,  ff^h^,  g3h3  etc.,  so  geben 
diese  den  Schatten  von  eben  so  viel  rechtwinklig  zur  Axe  geführ- 
ten Durchschnitten  des  Rotationskörpers , und  eine  tangentiale 
Verbindung  ihrer  Conturen  muss  der  gesuchte  Schatten  des  Kör- 
pers selbst  sein.  Je  näher  man  die  Ellipsen  verzeichnet , um  desto 
weniger  kann  man  fehlen,  und  legt  man  unendlich  viel  Ellipsen, 
so  wird  der  Schatten  auch  genau  richtig  werden;  d.  i.  mit  andern 
Worten,  eine  Umh ü 1 1 un gscur ve  solcher  Ellipsen  giebt  den 
gesuchten  Schatten. 

Hieraus  folgt  nun  sogleich  die  Lösung  der  ersten  der  oben 
aufgeworfenen  Fragen:  wie  man  sich  überzeugen  kann,  welche 
Curve  als  Begrenzungslinie  des  Schattens  (oft  blos  seitlich , da, 
wie  in  der  Figur,  oben  und  unten  halbe  Ellipsen  schliessen  müssen) 
resultirt ; denn  man  braucht  solche  blos  nach  der  gewöhnlichen 
Theorie  der  Umhüllungscurven , wie  sie  Littrow  in  seinem 
Werke  „Elemente  der  Algebra  und  Geometrie“  angiebt,  zu 
berechnen,  indem  ähnliche  Ellipsen  nach  einem  gewissen  Gesetze, 
welches  durch  die  erste  Schattencurve  gegeben  ist,  fortschreiten. 


Auf  das  Nähere  über  Umhüllungscurven  gehe  ich  hier  nicht 
besonders  ein,  da  sowohl  deren  Theorie  als. bekannt  vorausgesetzt 
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wertten  muss,  als  auch  das  Verfahren  sogleich  am  besten  durch 
die  Beispiele  deutlich  werden  wird. 

. . ^8  sei  z.  ß.  der  Rotationskörper  aus  einem  Parabelboeen  der 
' **ch  um  eine  Axe  hinter  seinem  Scheitel  dreht,  entstanden 

Die  Begrenzungslinie  des  Schattens  der  durch  die  Axe  recht- 
winklig zur  Neigung  des  Körpers  gelegten  Fläche  ist,  wie  früher 
gezeigt,  eine  Curve  von  der  Form 

y ' \S,D(^  “)/  V iin  (fi-ay**’ 

also  wieder  eine  Parabel,  deren  Parameter = , 

1 , .»  , , , sin  (/S — «)  181  ’ doc" 

kommt  hierauf  weiter  nichts  an,  sondern  wir  gehen  elcir  h 1 
Parabel  im  Schatten  aus,  deren  Gleichung  4 
wollen.  Ist  nun  fe  die  Schattenprojection  der  Axe  7Ä 
der  kleinste  Abstand  derselben  von  der  Curve  (natürlich  vom 
Scheitel),  welchen  wir  d nennen  wollen,'  so  wird  die  neue  Curve 
eine  ümhullungscurve  ähnlicher  Ellipsen  sein , deren  Mittelpunkt 
sich  auf  fe  von  o aus  nach  beiden  Seiten  fortbewegt,  wobei  £ 
Axen  sich  nach  den  Entfernungen  der  Curve  von  ef  ändern  rI 
zeichnen  wir  die  variable  Halbaxe  der  Ellipse  durch  r so  „ wi 
andere  Halbmesser  nr  da  die  Ellipsen  ähnlich  sein  sollen,  e*n 
n die  V erhaltmsszahl  zwischen  beiden  Axen  bedeutet  und  }JJ 
80  « fortlaufende  Linie  ein  Kreis,  welcher  Fall  be 
aufrechter  Stellung  des  Körpers  emtreten  würde.  Bezeichnen  wir 
ferner  die  variable  Entfernung  des  Halbmessers  r von  dem  moe 
nommenen  Anfangspunkte  o durch  a (analos  Littrowl  ,i  i" 

SS  ten  dCr  neue"  Cu-’  --irdrZVderdGS 

H y8  (a—x)* 

As  ~J  * 

und  nach  der  der  Parabel: 


woraus  folgt: 


r =!d  + - 


. «V +(“— x)*=ti*(d+~  )*. 

P 

. Aus  dieser  Gleichung  ist  nun  « durch  Differenziiren 
ais  function  von  x zu  bestimmen  und  dessen  Werth  dann 
za  substituiren. 

Differenziirt  man  daher  obige  Gleichung,  so  folgt: 
2(«-*)=2 . 

P P* 

«•+«(r^g)+g=o, 

Theil  IX.  , 


darauf 

wieder 
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wonach  sich  a ab  eine  Function  des  3ten  Grades  von  ar  darstellt : 
und  bei  der  Substitution  derselben  in  obige  Gleichung  ist  leicht 
ersichtlich,  dass  eine  Curve  höherer  Ordnung  resnltiren  müsse, 
worauf  wir  uns  aber  nicht  weiter  einlassen  wollen , da  wir  dasselbe 

einfacher  zeigen  können,  indem  wir  annehtnen;  es  wird 

dann  : 


_ 2»*’ 


3 

M 2«* 


und  sonach : 


nV  + (*  + 


Setzt  man  zur  Vereinfachung  noch  n— 1,  so  wird: 

s*+<\r^+*>*=(  ?+\f< sf-’)’, 
»■+Vr£?+*’+i'Vr?=?+ V' 

j,>+^+«v^(2  y" tf-y" j?>-r’=o. 


offenbar  die  Gleichung  eines  hohem  Grades. 

Viel  günstiger  fallt  schon  das  Resultat  aus,  wenn  der  Körper 
durch  eine  hyperbolische  Linie  begrenzt  ist,  d.  h.,  wenn  die  Pa- 
rabel der  vorigen  Aufgabe  in  eine  halbe  Hyperbel  übergeht. 

Behält  man  vorige  Bezeichnungen  bei,  so  ist  in  diesem  Falle: 


r=^Vr  6*+a4 — a-f-d, 

wo  a und  b die  Axen  der  Hyperbel  bezeichnen , und  ist  die  Are 
des  Rotationskörpers  zugleich  die  der  Hyperbel,  so  dass  sich 
also  gleichsam  eine  ganze  Hyperbel  um  ihre  imaginäre  Axe 
dreht  (wie  Taf.  I.  Fig.  1.  darstetlt),  so  wird: 

r=jVrfr*+<A 

Für  den  Fall  r=^V b*  + — o+d  erhält  man  ebenfalls  eine 
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l’urve  hohem  Grades,  fßr  r=“V 6*+«*  resultirt  aber  wieder  eiue 

Hyperbel,  was  sehr  erfreulich  ist,  da  gerade  letzteres  Verhältniss 
das  des  gewöhnlichen  U m d re  h un  gs- H y per  b ol  oids  ist. 
Hetzen  wir  vorerst: 


»=jV  6*+!?— a+d, 

so  geht  . 

y 8 , («-*)*  , 

r2  ^ «V1  — 1 

über  in: 


»V  + («— .r)2=rn2  (|  V6*T«2  + d-  o)2 


=»a  (p(6a+  «*) (d-a)  l V^+^-+(rf-0)*) 

=«a  (2a2 + ~~+2  (d-a)f  V p+^+d2-?««/). 


Die  Differentiation  giebt: 


_ tf8  <*-» 

[Ä2“  + v-gq^j], 


(a— ar)  V6*  + a*=n2  (p  a W,2+  a*  + (d-a)  ? . e) , 

V 62  + a*  [a(l  — — p-)— a:]=»2(d— a)|.a, 

fl2?*2  „2 

(a(l- -5r)-a:)2(62  + a2)=n*  (rf-o)2.p.«2, 

(“*  (1  - $")*+**  - 2“  ^ ^Ha2)  = «4(d — a)2  g.  «*. 


Bezeichnet  man  1 — durch  ft,  so  wird: 
eVa  +a^a2 — 2a3fu:  + «262ft2  + 62x* — 26iapx=ni(d—  a)* . ^ 


._03.^+02(^+62_ 


n4(d — n)'1  a2, 


262.r  62z2 

ft  + ft*  — • 


Bestimmt  man  hieraus  nr,  so  wird  solches  eine  Fnnction  sein, 
m welcher  x unter  dem  vierten  Wurzelzeichen  vorkommt , und 

4 

®f**t  man  daher  allgemein  a = y(Sfx)  und  substituirt  diese  Grösse 
oben,  so  ist  durch  eine  leichte  Betrachtung  sogleich  Zusehen,  dass  x. 
Bit  dem  vierten  Wurzelzeichen  behaftet  nicht  ganz  verschwinden 


4* 
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kann,  so  dass  also  eine  Gleichung  von  wenigstens  dem  vierten 
Grade  entstehen  muss. 

Bedeutend  einfacher  wird  die  Rechnung  (ür 


r = | V62  + n2; 


denn  es  wird  nun : 


«V  + («  - *)« = n2 . p (6*  + «2) ; 


differenziirt : 


a — x = - 
X 


A2 

A*r 


«2a*  A2— n2«2’ 

1 6* 


und  daher  die  gesuchte  Gleichung: 
b*x 


A4*2 


” V + (**_  „2a2  — *)*  — "2  fi* > 

, „ . «"a^2  »2«2A2.r2  . 

w +(A2— n2a2)2_(A2— n2o2)2+”  a • 


»•cfte* 


A2.r2 


«*T  (A2— n2a2)2_(A2  — n2«2) 
*/2 

a2+  (A2 — n2a2)2  — ’ 


5+1. 


^ 

a2  A2 — u2«2 


= 1, 


d.  i.  die  einer  Hyperbel,  wo  die  frühere  Axe  a unverändert  bleibt, 
b aber  in  V~ A2 — «*n2  übergeht  (y  sind  hier  die  Ahscissen,  x die 
Ordinaten  der  neuen  Hyperbel). 

Ist  A2<n2a2,  so  wird  die  Curve  nach  der  Formel  eine  Ellipse, 
doch  ist  dies  augenscheinlich  nur  für  die  nächsten  Punkte  des 
Scheitels  möglich , so  dass  also  die  andern  Ellipsen  keine  Umhül- 
lungscurve  geben  können ; die  nächst  grössere  wird  immer  die 
andere  umscmiesscn.  Der  Schatten  wird  dann  auch  uicht  mehr 
von  der  Umhüllungscurve  abhängig  sein,  sondern  nur  aus  den 
beiden  Endellipsen  bestehen,  die  sich  dann  schneiden  müssen. 

Durch  diese  Gleichung  hat  man  nicht  nur  bewiesen,  das*  der 
Schatten  des  Hyperboloids  wieder  eine  durch  eine  ganze  Hyperbel  , 
begrenzte  Fläche  ist,  da  sich  die  Axe  a nicht  ändert,  was  in  vie- 
len Fällen  schon  von  Nutzen  sein  wird,  sondern  man  kann  auch 
sogleich  diese  Hyperbel  nach  der  Abhängigkeit  der  neuen  von  der 
alten  Axe  a und  A construiren,  was  zwar  nicht  einfach  ist,  aber 
doch  in  vielen  Fällen  einen  Vorzug  dagegen  verdient,  dass  man 
sich  durch  Schnitte  o.  a.  mehr  Punkte  des  Schattens  bestimmt. 
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Von  noch  grösserm  Vortheil  als  beim  Hyperboloide  wird  aber 
die  0 onstruction  durch  Umhüllungsourven  bei  dem  Umdrchungs- 
Ellipsoide  oder  Sphäroide  und  dem  Umdrehung«- Paraboloide, 
woran  sich  dann  ein  Körper  schliesst,  der  au«  der  Drehung  einer 
Hyperbel  um  ihre  Hauptaxe  entsteht.  In  diesen  Fällen  resultirt 
nient  nur  dieselbe  Curve,  sondern  es  ergehen  sich  auch  ziemlich 
eiufache  Ahhängigkeits  Verhältnisse , welche  von  wesentlichem 
Nutzen  für  die  Zeichnung  sind. 

Aus  der  Vergleichung  dieser  Fälle  mit  den  vorigen  ersieht  man 
zugleich,  dass  aliemal  dieselbe  Curve  entsteht,  wenn  die  Rotation 
um  eine  Axe  stattfiudet,  dass  sich  aber  eine  Linie  höherer  Ord- 
nung ergiebt,  wenn  die  Rotationsaxe  nicht  mit  einer  Axe  der  Er- 
zeugungscurve  zusammeniällt,  daher  auch  bei  der  Ellipse  und  der 
Hyperbel  zwei  verschiedene  Rotationsbewegungen  möglich  sind, 
nämlich  um  die  grosse  und  kleine  Axe,  hei  der  Parabel  aber  blos 
eine  einzige  um  ihre  eiue  Axe,  um  im  Schatten  eine  Curve  der- 
selben Art  zu  erhalten. 

Ich  werde  nun  auf  diese  Körper  specieller  eiugehen  und  zwar 
beim  EHipsoide  beginnen. 

I)  Soll  (Taf.  1.  Fig.  ein  geneigt  stehendes  Sphäroid  AB  CD 
(wo  wir  den  allgemeinen  Fall  annehmen,  dass  die  Rotation  um  die 
grosse  Axe  stattgefunden  hat)  als  Schatten  auf  der  horizontalen 
Bodenfläche  projicirt  werden,  so  wird  man,  wie  früher  schon  an- 
gegeben, erst  den  Schatten  einer  rechtwinklig  zur  Neigung  liegen- 
den, durch  die  Axe  AB  gehenden  Durchschnittsfläche  bestimmen 
und  daun  die  Uinhüllungscurve  der  ähnlichen  Ellipsen  suchen, 
welche  die  Projectionen  von  Schnitten  rechtwinklig,  zur  Axe  dar- 
steilen und  deren  Fortschreiten  durch  die  erstere  Ellipse  gegeben 
wird.  Es  sei  nun  die  Gleichung  der  erstem  Ellipse  abf i/ , hei 
Beibehaltung  der  frühem  Benennungen , 


so  wird,  da  wie  früher 


c*  r2 
«*+6*=1* 


0*  (O— £)* 

,2  T — • 


r“  ' n2r2 
ist,  geht  man  vom  Mittelpunkte  n aus, 

t «Y+(b — x)2=.  n2 . ^ («2 —u2) 

Differenziirt  man  diese  Gleichung,  so  folgt: 
n2b2 


° X ä 2 a «* 


o2  + nV)2 ' 


und  folglich  wird  die  Gleichung  der  ömhüllungscurve : 


n2h2  aKr2 


n2y2  \ (~ö—, — 57» — x)2—n2b2 «- . . ..  , ‘ , 

9 a2  -f  n2b2  a2  (a2  -f  n2b2)2 
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* V + 


n*b*x2  ...  n2b2a2.  r® 

(a2  + n26*)*— “ 6 — (a2+n262)*’ 


^2  ^ n26ax2  + x2a2  , 

—f2  .3^-i 

a2+  n2b2'b2  *" 


Der  gesuchte  Schatten  ist  also  eine  neue  Ellipse,  deren  kleine 
Axe  gleich  der  des  Schattens  des  ersten  Schnittes  bleibt , »ährend 
die  grosse  = V a2-f-«2A2  wird,  d.  h.,  man  muss  b mit  dem  Ver- 
haltniss  n (welches  man  leicht  durch  Messen  zweier  beliebigen  r 
und  nr,  etwa  of  und  oc,  mit  einem  Maasstabe  und  Division  erhal- 
ten kann,  wenn  es  nöthig)  multipliciren,  welche  Grösse  sogleich 
in  oc  und  od  gegeben  ist,  und  dann  die  Hypotenuse  zu  den  recht- 
winklig an  einander  gelegten  Linien  a und  vb  ziehen,  um  die 
grosse  Axe  zu  erhalten.  Noch  einfacher  kann  man  dieselbe  auch 
dadurch  finden,  dass  man  tangential  an  den  Aufriss  in  der  Rich- 
tung des  Lichtstrahls  eine  Lime  zieht  und  deren  Fnsspunkt  auf 
die  verlängerte  ab  projicirt;  denn  man  muss  den  Endpunkt  erhal- 
ten, da  der  Aufriss  als  ein  Vertikaldurchschnitt  betrachtet  wer- 
den kann. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  man  bei  gewöhnlicher  Ausführung 
nicht  einmal  erst  die  Ellipsen  ab  ft]  und  cdfg  zeichnen  wird,  son- 
dern man  findet  nur  die  Punkte  a,  b,  f,  g,  cund  d,  wo  oa=ob  = a, 
of—og=b,  oc—odz=.nb  ist,  und  construirt  dann,  nachdem  man, 
wie  angegeben,  die  neuen  Axen  gefunden  hat,  sogleich  die  Sch at- 
tenellipse,  was  am  besten  durch  Krümmungskreise  erfolgen  wird. 

Ist  das  Ellipsoid  durch  Drehung  um  die  kleine  Axe  entstan- 
den, so  bedingt  dies  nur  wenig  Unterschied  und  kann  somit  ftlg- 
lich  übergangen  werden. 

2)  Den  Schatten  eines  Umdrehungs  - Paraboloids , wie  ABC, 
zu  verzeichnen  (Taf.  II.  Fig.  1.). 

Das  Verfahren  bleibt  dem  frühem  ganz  ähnlich,  daher  wir 
uns  hier  auch  ziemlich  kurz  fassen  können.  Der  Schatten  des 
Schnittes  durch  CDFG  ist  cdfg , und  zwar  wieder  eine  Parabel 
nach  der  frühem.  Angabe ; man  hat  nicht  nöthig,  sie  zu  verzeich- 
nen, sondern  es  genügt,  die  Punkte  c,  d,  /'und  g zu  wissen. 
Der  Schatten  irgend  eines  Kreisschnittes  giebt  die  Axenpunkte  k, 
h,  i,  l,  oder  einfacher  nimmt  man  gleich  f,  g,  a,  b,  und  es  ist 
nun  die  Umhüllungscurve  zu  suchen,  welcne  entsteht,  wenn  ähn- 
liche Ellipsen  auf  der  Linie  cd  nach  dem  Gesetze  der  Parabel 
fortschreiten.  Bezeichnet  man  analog  den  frühem  Beispielen  ok 
durch  r,  oi  durch  nr,  nennt  das  variable  co  = a und  die  Coordi- 
naten  der  neuen  Curve  :c  und  « vom  Anfangspunkte  c.  aus,  so 
wird,  bezeichnet  man  durch  p den  Parameter  der  Curve  fgc: 


und 


also : 


r*  nr  2 
r2=pa, 
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n*y*  + (a  — x)*  = n2pa  ; 

differenziirt : 


a,  „ pn*  -f  ±r 

2(a—x)=ptfl,  tt—'- J ; 


woraus  folgt: 


»V+E£  = =£'+*.  »■,. 


. nh)2 

.V  =1 - + xp> 


„ ,«2» 

» =/,(-4T+x)' 

• • ■ 

d.  i.  die  Gleichung  einer  Parallel,  deren  Anfangspunkt  um  ’—£■ 

weiter  auf  def  Abscissenaxe  zurückliegt  als  bei  der  Parabel  y*—px. 
Es  findet  sonach  hier  das  eigentümliche  Verhältniss  statt,  aass 
die  neue  Curve  von  der  alten  nur  dadurch  verschieden  ist,  dass 

71^0 

ihr  Anfangspunkt  um  weiter  hinausgerückt  wird.  Istdie  Ellipse 


• 1* 
ein  Kreis,  d.  i.  n=l,  so  wird  die  Entfernung  j,  d.  h.  der  Schei- 


tel der  alten  Parabel  giebt  dann  den  Brennpunkt  der  neuen.  Um 
nun  diese  Parabel  zu  verzeichnen,  ist  vor  Allem  nüthig,  p zu  be- 
stimmen , was  ganz  einfach  auf  rein  geometrischem  Wege  erfolgt, 
indem  in  c der  Scheitel,  in  f oder  y ein  beliebiger  Punkt  der  Pa- 
rabel vom  Parameter  p gegeben  ist ; man  verbinde  f und  c durch 
eine  gerade  Linie  und  errichte  darauf  in /"ein  Perpendikel,  welches 
die  Abscissenaxe  in  m schneidet,  es  ist  sodann  md—p.  Die  Ver- 
hSttnisszahl  n findet  man,  wie  beim  Umdrehungs-Elhpsoidc  ange- 
geben, — ^ (oder  ” j,) , und  nimmt  man  dann  p ^mal  und  trägt 

.solches  von  c rückwärts  auf,  so  findet  man  den  neuen  Scheitel  Cj, 
von  welchem  aus  man  nach  der  gewöhnlichen,  ziemlich  einfachen 
Parabelconstruction  diese  selbst  verzeichnet.  Auf  andere,  ein- 
fachere, Weise  kann  man  auch  den  Scheitelpunkt  wie  beim  Sphäroide 
finden,  so  dass  man  also  nicht  einmal  n zu  bestimmen  braucht. 


Am  Ende  schliesst  die  Parabel  natürlich  tangential  an  den  ellipti- 
schen Schatten  der  Basis  des  Körpers  an. 

3)  Zwischen  dem  Sphäroide  und  dem  Umdrehungs-Paraboloide 
mitten  inne  steht  gleichsam  der  dritte  zu  betrachtende  Körper, 
der  nämlich,  welcher  aus  der  Drehung  einer  halben  Hyperbel  um 
ihre  Abscissenaxe  entsteht;  denn  in  der  Formel  ist  die  Aoweichung 
vom  Ellipsoide  gering,  während  er  sieb  der  Gestalt  nach  mehr 
dem  Paraboloide  nähert. 

Eine  abermalige  Wiederholung  der  Zeichnung  wäre  jedenfalls 
überflüssig  und  ich  beschränke  mich  daher  hier  darauf,  blos 
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die  Formel  für  die  Schatten-Hyperbel  herzuleiten,  zumal  ein  solcher 
Körper  nur  selten  vorkommt. 

Behält  man  die  frühem  Bezeichnungen  bei,  so  wird  die  Glei- 
chung der  Ellipse  wieder: 


während  man  für  die  Hyperbel  hat: 


«2  r2 


1; 


es  ist  hier  a,  also  auch  x,  vom  Mittelpunkte  (nicht  dem  Scheitel) 
der  Hyperbel  aus  gezählt.  Führt  man  nun  die  Rechnung  wie  ge- 
wöhnlich durch,  so  erhält  man: 

A2  ' 

n2g2  + (o—  x)- = n2 . ^ (o2  — fl2); 

differenziirt: 


n262  «Ar 

(t  JF  — I)  a I Ct - n *2/  O ) 

’ a2  — nz(P 


und  sonach 


„ « , , a*x  ji262  a'x2 

mV  + („4_„2 *)  — a*  ((a2— tt2*2)2 


fl2  — «2*2  62 


G — i 
r.2  — A » 


d.  I.  die  Gleichung  einer  Hyperbel , wo  die  grosse  Axe  = V a2 — n*P, 
die  kleino  =6  ist. 

Einen  üebelstand  bei  der  Verzeichnung  eines  solchen  Körpers 
giebt  nun  aber  die  Bestimmung  von  n und  b,  welche  blos  mittels 
Rechnung  erfolgen  kann,  indem  man  mit  dem  Maasstabe  zu  zwei 
verschiedenen  Abscissen  in  der  erstem  Hyperbel  zwei  verschie- 
dene Ordinaten  abnimmt;  aus  zwei  Gleichungen  lassen  sich  dann 
zwei  Unbekannte  a und  b finden.  Dies  ist  natürlich  blos  nüthig, 
wenn  die  Gleichung  des  schattenwerfenden  Körpers  nicht  bestimmt 
gegeben  ist,  da  sich  sonst  hieraus,  wie  oben  gezeigt,  a und  b 
finden  lässt.  Ein  um  so  günstigeres  -Verhältniss  ist  es  daher,  dass 
gerade  dieser  Körper,  wie  schon  erwähnt,  zu  den  seltenen  gehört 
und  durch  das  früher  beschriebene  Hyperboloid  vertreten  wird. 

Ich  hoffe,  dass  durch  das  Vorhergehende  das  Princip,  auf 
welches  es  wesentlich  ankommt,  hinlänglich  deutlich  geworden 
sein  wird,  so  dass  man  in  vorkommenden,  mehr  oder  weniger  ab- 
weichenden Fällen  im  Stande  ist,  sich  selbst  neue  Formeln  und 
Abhängigkeiten  zu  entwickeln. 

Zum  Schlüsse  der  Betrachtung  über  Rotationskörper  will  ich 
blos  noch  ein  Beispiel  anführen,  um  zu  zeigen,  dass  das  Verfah- 
ren sich  nur  wenig  ändert,  wenn  die  Lichtstrahlen  nicht  parallel 
der  Ebene  Seiner  Neigung  auf  den  Körper  fallen ; cs  treten  dann 
zusammengehörige  Durchmesser  an  die  Stelle  der  Axen. 
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Er  sei  also  (Taf.  11.  Fig.  2.)  ein  Sphäroid  ABC!)  von  einem 
sowohl  im  Grund-  als  Aufriss  schief  stehenden  Lichtstrahl  .V  be- 
leuchtet und  es  »oll  der  Schatten  gefunden  werden,  den  es  auf 
die  horizontale  Bodenfläche  wirft. 

(Um  auch  die  sehr  nützliche  Anwendung  auf  das  geometrische 
Zeichnen  darzuthun,  sei  es  mir  erlaubt,  hier  abweichend  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  wie  leicht  sich,  hat  man  ’A1BlC^Dl  im 
Aufriss  gegeben,  dieses  Ellipsoid  in  den  Gruudriss  zeichnen  lässt; 
man  hat  blos  nüthig,  die  Linien  aal , ßßt  tangential  von  der 
Ellipse  des  Aufrisses  hcrabzuziehen,  so  giebt  aß  eine  Axe  der 
Ellipse  im  Grundriss,  während  die  zweite  rechtwinklig  dagegen, 
FG,  natürlich  gleich  C,  Dx  ist;  hieraus  verzeichnet  man  dann 
leicht,  am  besten  durch  krümmungskreise,  die  Ellipse.  Es  genügt 
zur  Erklärung  dieses  Verfahrens,  vorher  zu  wissen,  dass  wieder 
eine  Ellipse  resultiren  müsse,  und  dies  ist  einleuchtend,  da  man 
sich  als  Ellipsen  darstellende  Kreise  hat,  die  wieder  nach  einer 

Erojieirten  Ellipse  fortschreiten,  ganz  ähnlich  wie  bei  dem  früher 
eschriebenen  Falle  der  Schattenconstruction.) 

Man  verzeichne  sich  zuerst,  ganz  wie  früher,  den  Schatten 
einer  durch  die  Axe  CD  gehenden,  rechtwinklig  zur  Neigung  des 
Körpers,  also  auch  rechtwinklig  zur  Aufrissebene,  Hegenden 
Schnittebene,  ab  ft] , und  hierauf  den  Schatten  eines  Kreisdurch- 
schnittes des  Körpers,  am  besten  den  durch  die  Mitte,  als  cdfg. 
Es  ist  nicht  nüthig,  beide  Zeichnungen  auszuführen,  sondern  es 
genügt,  wie  wir  später  sehen  werden , die  einer,  nämlich  am  besten 
der  kleinern,  was  von  der  Neigung  des  Ellipsoid»  abhängt;  hier 
wird  man  also  blos  ab  fff  auszuführen  haben.  Die  Construction 
dieser  Ellipsen  ergiebt  sich  daraus,  dass  sowohl  ab  und  gf,  als 
auch  fg  und  cd  zusammengehörige  Durchmesser  derselben  sind, 
wovon  man  sich  dadurch  überzeugen  kann , dass  sowohl  die  Axe 
AB,  als  auch  der  Kreisdurchmesser  CD  alle  mit  dem  andern 
Durchmesser  parallele  Sehnen  halbirt,  was  auch  im  Schatten  hlei- 
beu  muss.  Die  Aufgabe  besteht  nun  eigentlich  darin,  die  Uniliül- 
lungscurve  zu  suchen,  welche  aus  der  Fortbewegung  von  Ellipsen 
ähnlich  cdfg  auf  ab  nach  dem  Gesetze  der  Veränderung  von  Pa- 
rallelen mit  gf  oder  of  ln  der  Ellipse  abfg  entsteht;  dasselbe 
Resultat  ergiebt  sich  aber  auch,  wenn  man  umgekehrt  Ellipsen 
ähnlich  abgf  auf  cd  nach  den  Ordinuten  der  Ellipse  ctlgf  sich 
fortlaufend  denkt,  was  auch  aus  der  Betrachtung  des  Ellipsoid» 
selbst  hervorgeht,  und  darauf  gründet  es  sich,  dass  man  eine 
beliebige  der  beiden  Ellipsen  ausziehen  kann,  nämlich  die,  welche 
man  als  fortschreitend  annimmt,  wozu  man  natürlich  lieber  die 
kleinere  wählt.  Dass  aber  überhaupt  eine  Ellipse  ausgezogen 
werden  muss  und  man  nicht  wie  bei  dem  frühem  Falle  einer  pa- 
rallelen Beleuchtung  verfahren  kann,  soll  gleich  im  Folgenden 
näher  gezeigt  werden.  Will  man  nämlich  diese  Aufgabe,  wie  sie 
hier  gestellt  ist-,  sogleich  lösen,  so  wird  man  nicht  nur  Winkel 
einlubren  müssen,  sondern  auch  ziemlich  grosse  Ausdrücke  der 
Abhängigkeit  erhalten , welche  für  die  Zeichnung  unbrauchbar  sind ; 
dagegen  kommt  man  zu  einem  sehr  einfachen  Resultate,  wenn 
man  die  zusammengehörigen  Durchmesser  der  fortschreitenden 
Ellipse  verlegt,  nämlich  so,  dass  der  eine  auf  die  Linie  fallt,  auf 
der  die  Ellipsen  fortschreiten ; cs  wird  dann  hk  der  eine,  mn  der 
andere  der  zusammengehörigen  Durchmesser.  Hiernach  lassen  sich 
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nun  einfache  Abhlngigkeitsverhältnisse  der  Umhüllungscurve  finden. 
Bezeichnet  man  ok  als  Halbmesser  der  sich  verändernden  Ellipse 

durch  r und  om  durch  nr,  also  so  wird,  behält  man  die 

andern  Bezeichnungen  wie  früher  bei,  so  dass  also  oc=od=a, 
of—og—b,  «z=  Entfernung  des  r von  o,  x die  Abscisse  der  Um- 
hüllungscurve  von  o aus  und  y die  dazu  gehörige  Ordinate  paral- 
lel r ist,  da  für  zusammengehörige  Durchmesser  dieselben  Glei- 
chungen als  Für  die  Azen  gelten : 


und 


y*  (g— x)2 
r*  + »V 


= 1 


0 tTT 

r=tt-  V ar- 


wo  fi  das  Verbältniss  angiebt,  in  dem  die  mit  6 parallelen  Durch- 
messer zu  dem  variablen  r stehen  (es  ist  dies  ein  constantes  Ver- 
hältnis*, da  beide  Linien  immer  denselben  Winkel  einschliessende 
Durchmesser  ähnlicher  Ellipsen  sind).  Es  ist  nun  aber  hiernach  r 
in  dem  Stande  wie  ok—yb,  und  bezeichnet  man  diese  constante 
Grösse  durch  l,  so  wird  demnach : 

r = [V^5, 

und  folglich  ' 

ny1  + («-x)*=n*  J(a2— «**), 

welche  Gleichung  wir  auch  früher  hatten , nur  dass  hier  l statt 
dort  b steht.  Ganz  ähnlich  wird  daher  auch  das  Resultat: 

■ y*_i 

die  Gleichung  einer  Ellipse  zwischen  zusammengehörigen  Durch- 
messern, vou  welchen  einer  =V"a2d-n2/2  ist  und  der  andere  —l 
bleibt. 

Um  also  den  Durchmesser  der  zu  verzeichnenden  Ellipse  auf 
der  verlängerten  cd  zu  finden,  errichte  man  in  o ein  Perpendikel, 
mache  dasselbe  =nl,  'd.  i.  —om,  und  ziehe  die  Hypotenuse  pc, 
welche  die  verlangte  Grösse  V |-  «*/*  giebt.  Aus  den  zusam- 
mengehörigen Durchmessern  hk  und  st  beschreibt  man  nun  wie 
gewöhnlich  die  Ellipse. 

Die  Construction  der  Ellipse  aus  zusammengehörigen  Durch- 
messern kann  auf  verschiedene  Weise  erfolgen  ; eine  ziemlich 
einfache  Art  will  ich  hier  anhangsweise  noch  beifügen,  ohne  jedoch 
einen  weitern  Beweis  dafür  zu  liefern. 

Man  beschreibe  um  den  einen  Durchmesser,  am  besten  den 
grossem,  AB  (Taf.  1.  Fig.  4.),  einen  Kreis  oder  Halbkreis',  er- 
richte auf  AB  im  Mittelpunkte  C ein  Perpendikel  CF  und  ver- 
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binde  FE;  legt  man  nun  durch  beliebige  Punkte  (\,  Ci,  Cx  etc. 
der  AB  ähnliche  Dreiecke  im  Halbkreise,  was  leicht  durch  Paral- 
lelen geschieht,  so  erhält  man  in  Elt  E2,  E3,  Et  etc.  beliebig 
fiele  Punkte  der  Ellipse. 

Man  kann  auch  die  Methode  der  Construction  durch  Krüm- 
mnngskreise  hier  anwenden,  obgleich  mit  weniger  Vortheil,  als 
trenn  die  Axen  gegeben  sind. 

Nachdem  nun  so  das  Princip  festgestellt  und  auch  die  Rota- 
tionskörper ziemlich  ausführlich  betrachtet  worden  sind,  bleibt  es 
nur  noch  übrig,  auch  mit  wenig  Worten  auf  die  gekrümmten 
Flächen  der  zweiten  Ordnung  überhaupt  einzugehen  und  deren 
Relationen  zu  den  beschriebenen  Umdrehungskörpern  der  zweiten 
Ordnung  anzugeben.  Die  hierhergehörigen  Körper  sind  nament- 
lich: das  Ellipsoid,  das  Paraboloid  (elliptisches  Paraboloid),  das 
Hyperboloid  und  zwar  mit  einem  und  mit  zwei  Mänteln  oder  mit 
ununterbrochener  oder  getrennten  Höhlungen,  und  endlich  das  hyper- 
bolische Paraboloid. 

Was  das  Ellipsoid  betrifft,  so  ist  das  Verfahren  bei  der  Schat- 
tenzeicbnung  ganz  wie  beim  Sphäroid,  nur  dass  ein  elliptischer 
Durchschnitt  sich  statt  eines  Kreisdurchschnittes  im  Schatten  als 
Ellipse  projicirt.  Der  einzige  Unterschied,  der  ei  »treten  kann,  ist, 
dass  sich  bei  paralleler  Beleuchtung  schon  ein  Fall  ähnlich  dem 
zuletzt  erwähnten  bei  schiefer  Beleuchtung  herausstellt,  was  von 
der  Stellung  der  Neigung  des  Körners  abhängt. 

Das  elliptische  Paraboloid  verhält  sich  zum  Umdrehungspara- 
boloid  ganz  wie  das  Ellipsoid  zum  Sphäroid,  so  dass  hierüber 
nichts  weiter  zu  sagen  ist,  und  ebendasselbe  gilt  von  einem  Hyper- 
boloide mit  einem  Mantel  zum  Umdrehungshyperboloide , wie  aus 
der  Entstehung  solcher  Körper  sehr  leicht  folgt;  s.  Leroy  „Dar- 
stellende Geometrie“,  deutsch  von  Kauffmann.  S.  38. 

Das  Hyperboloid  mit  zwei  Mänteln  oder  getrennten  Höhlungen 
findet  seinen  Repräsentanten  in  dem  dritten  der  drei  zuletzt  be- 
trachteten Rotationskörper,  der  aus  der  Drehung  einer  Hyperbel 
um  ihre  wirkliche  Axe  entsteht,  nur  dass  wir  im  Beispiel  sich  blos 
eine  halbe  Hyperbel  drehen  Hessen , während  bei  diesem  Hyperbo- 
loid die  andere  Hälfte  nicht  vernachlässigt  werden  darf.  Es  hat 
dies  noch  den  Vortheil,  dass  man  dann  gleich  den  Axenwerth  a 
mit  im  Schatten  erhält. 

Der  letzte  dieser  Körper,  das  hyperbolische  Paraboloid,  hat 
zwar  keinen  Vertreter  im  Frühem,  doch  werden  wir  auch  darüber 
kurz  hinweggehen  können,  indem  der  Körper  zu  ungewöhnlich  ist, 
um  eine  Formelableitung  zu  lohnen , bei  welcher  man  es  offenbar 
nicht  mit  einer  Umhüllungscurve  fortlaufender  Ellipsen,  sondern 
vielmehr  von  Parabeln  oder  Hyperbeln  zu  thun  hat,  die  nach  einer 
andern  Parabel  fortschreiten. 
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V. 

lieber  die  verschiedenen  Ausdrücke 
des  Krümmungshalbmessers  einer  ge- 
gebenen Curvtv 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolfers, 

astronomischen  Rechner  an  der  König).  Sternwarte  zu  Berlin. 


In  den  Lehrbüchern  der  Mechanik  kommen  verschiedene  Aus- 
drücke des  Krümmungshalbmessers  in  Anwendung,  je  nachdem 
man  andere  Coordinaten  oder  andere  Crvariabeln  annimmt.  Einige 
derselben  werden  auf  nicht  ganz  einfache  Weise  hergeleitet,  wes- 
halb hier  einmal  der  Versuch  gemacht  werden  soll,  dieselben  syste- 
matisch herzuleiten.  Hierbei  wird  jedoch  die  Aufgabe  in  so  fern 
beschränkt,  als  nur  eine  Curve  einfacher  Krümmung,  die  also  in 
einer  Ebene  liegt,  betrachtet  werden  soll. 

6.1.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Curve  AP (Taf. II. Flg. 3.)  uod auf 
ihr  der  Punkt  P durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  AB=x  und 
PB  = y gegeben ; man  soll  den  Krümmungshalbmesser  der  Curve 
in  diesem  Punkte  bestimmen. 

Auflösung.  Sind  AD—a  und  CD—  ß die  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  C des  osculirenden  Kreises,  ist  y sein  Radius,  d.  h. 
der  gesuchte  Krümmungshalbmesser;  so  müssen  bekanntlich  für 
die  Curve  und  den  Kreis  sowohl  die  Coordinaten  des  Punktes  P, 
als  auch  ihre  ersten  uod  zweiten  Differentiale  identisch  sein.  Da 
nun  die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises  ist: 

1)  y*=(y—  0)*+(.z— a)a, 

so  ergiebt  sich  hieraus  durch  zweimalige  Differentiation,  weil  y,  a 
und  ß constant  sind: 

2)  0 — (y— ß)dy+(.r  — a)dx, 

3)  0=  dy1  -f-  dx1  + (y  — ß)ddy  + (x — a)ddx. 

Durch  Verbindung  dieser  zwei  Gleichungen  erhält  man 
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R (dy*+  dx2) fix 

' ° dyddx — dxddy 

und 

5) 

' fZy  r/r/a:  — dx  ddy 

Substituirt  man  die  letztem  Werth«  in  1)  und  zieht  alsdann  die 
Quadratwurzel  aus,  so  ergiebt  sich 


L (dy*  + dx*)‘  _ 

^ dyddx — dxddy  li 


ds 3 


rfy  ddx  — dx  ddy  dy  ddx  — dx  ddy' 


Hier  bezeichnet  (Is  — \TiLt%  | di/1  das  Element  des  Bogens  der 
Curve  und  es  ist  hier  keine  der  Veränderlichen  x,  y und  > als 
urvariabel  vorausgesetzt. 

Zusatz  1.  Nimmt  man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  x als 
urvariabel,  also 


ddx=sO 

an , so  erhält  man  sogleich 

(r/.r2f  dy2)* di3 

^ dxddy  dxddy' 

In  dieser  Formel  pflegt  man  wie  hier  das  negative  Zeichen  zu 
wählen,  wenn  die  Curve  gegen  die  Ahscissenaxe  eohcav  ist. 

Unter  derselben  Voraussetzung,  dass  ddx=A)  sei,  erhält  man  aus 
ds2  = dx2\dy2: 

ds  dds  = dy  ddy , , i 


und  so,  wenn  man  ddy  ans  II.  eliminirt: 


III. 


ds1.  dy 

d:r.  dds ' 


Zusatz  2.  Nimmt  man  y als  urvariabel  an,  setzt  also 
ddy  — 0 , 


so  folgt  aus  I.: 

ds3 

T~  dyddx' 

Unter  derselben  Voraussetzung  folgt  aber  aus  ds1  = dx1  -f  dy1: 
ds  dds  = dx  ddx , 

und  wenn  man  dgher  ddx  aus  IV.  eliminirt: 

v ds2 . dx 

>\* ' i « ' > * ^ r ly  dds'  ■ . 
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Zusatz  3.  Nimmt  man  endlich  i als  urvariabel,  also 
ddt  = 0 

an,  so  wird  aus  tli1  = dx1  -j-  dy*: 

0 = dx  ddx  \ dy  ddy. 

Wenn  maD  nun  mittelst  der  letzten  Gleichung  zuerst  ddy,  dann 
ddx  aus  I.  eliminirt,  so  erhält  man 


VI. 


VII. 


r— 


dtdy 
ddx  ’ 
ds  dx 


Y My  ' 


§.2.  Aufgabe.  IMan  soll  (Taf.  II.  Fig. 4.)  deD  Krümmungs- 
halbmesser im  Funkt  P der  Curve  AP  ausdriickeu  durch  Polarcoor- 
dinaten,  indem  dieser  Punkt  durch  den  Radius  Vector  PM  — r 
und  den  Winkel  PMA — v bestimmt  wird. 

Auflösung.  Es  sei  die  Länge  AM,  durch  welche  die  Lage 
des  Pols  M gegen  den  vorigen  Anfangspunkt  bestimmt  wird,  constant 

— a. 

Alsdann  erhalten  wir  sogleich  zwischen  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  §.  1.  und  den  jetzigen  Polarcoordinaten  die  zwei 
Gleichungen : 

1)  x—a — r cosr, 

2)  y=r  sine. 


Differentiiren  wir  diese  Gleichungen,  ohne  Annahme  einer  bestimm- 
ten Urvariabeln,  so  erhalten  wir: 


3)  iIxzxt  sin  v dv — coBVtlr, 

' 4)  dy  — r cos  p dv  + sin  v dr. 

Aus  3)  und  4)  ergiebt  sich  sogleich,  wie  bekannt: 
fix* + dy * = di*— r*  dv*  + dr3. 

Differentiiren  wir  ferner  3)  und  4)  noch  einmal,  so  folgt: 

5)  dtlx=r  cos  v dv*  + 2 sinrtfrrfp  + r sin vddv — cosp ddr, 

6)  ddy= — r sin  c dv*  + 2 cos  p dr  dv  -f  r cos  p ddv + sin  p ddr. 

Substituirt  man  die  so  erhaltenen  Werthe  von  dx , dy,  ddx  und 
ddy  in  1. , so  ergiebt  sich : 

(r®  dv^  dr2)* 

, VIII . y rz  dv3  -p  2 dr*  dv — rdv  ddr  A-rdrddv 

th ■» 

r®  </t>a + 2 dr*  dv — rdv  ddr  -\-rdr  ddv' 
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Hier  ist  keine  der  drei  veränderlichen  Grössen  s , r und  r als 
urvariabel  angenommen. 

Zusatz  1.  Nimmt  man  r als  urvariabel,  also 
ddv  — 0 

an,  so  erhält  man  aus  VIII.  unmittelbar : 

<ls3 

r~jrd*3+>dr*dv—rdvddT 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird  aber  aus  djp—r*  rfe2-}-  dr* : 
ds  dds  = rdr  dv*  f dr  ddr , 

und  wenn  mau  mittelst  der  letzten  Gleichung  ddr  aus  IX.  eliminirt, 
nach  einiger  Keduction : 

,,  d&dr 

^ 2 dtdrdv  — rddsdc 

Zusatz  2.  Nimmt  man  r als  urvariabel,  also 
ddr  — 0 

an,  so  erhält  man  aus  VIII.: 

f 1$ 3 

^ '1 dr*dv  \-rdr  ddv' 

Wir  erhalten  aber  bei  dieser  Annahme  aus  ds*  — r*do*  + rh*t 

ds  dds  — rdr  dr*  + r*dv  ddc , 

und  wenn  man  nun  ddv  aus  Xi.  eliminirt  und  reducirt : 

„..  rd$*dv 

y rds  dv'l-\- drdds' 

Zusatz  3.  Endlich  wollen  wir  * als  urvariabel  oder 
dds  = 0 

annehmen.  Alsdann  folgt  aus  rfs2=r2rfe2-f-dr2: 

0 —rdr  d v2 + r2  dp  ddv  -f-  dr  ddr. 

Eliminirt  man  mittels^  dieser  Gleichung  zuerst  ddr,  dann  ddv  aus 
VIII.,  so  erhält  man  nach  kurzer  Reduetion: 
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XIV. 


rds  dv 

V rdv2 — ddr' 


Anmerkung.  Hiermit  sind  alle  einzelnen  Fälle,  welche  bei 
rechtwinkligen  und  Polarcoordinaten  Vorkommen  können,  erschöpft; 
dagegen  lässt  sich  noch  ein  recht  einfacher  Ausdruck  für  den 
Krümmungshalbmesser  darstellen,  indem  man  das  vom  Pol  M aut 
die  Tangente  in  P gefällte  Perpendikel  MQ  als  veränderliche 
Grösse  einführt.  Setzen  wir  demnach  MQ=p,  den  Winkel  PTM, 
welchen  die  Tangente  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  =ä  und  den 
Winkel  QPM—c;  go  ist  bekanntlich 


. du  . ..  dii  , dx 

tang  o=  ^ , sin  o=z  und  coso=^. 


Ferner  haben  wir 


* = S -f  r, 

cos  vdy  -f-  sin  vdx 

' di  • 


Substituirt  man  hier  die  Werthe  von  dx  und  dy  aus  §.  2.  unter 
No.  3.  und  4. , so  wird : 


und 


. rdv 
sin 


. r2dv 
ein  ■ 


Nimmt  man  nun,  wie  in  §.  2.  Zusatz  1.,  v als  urvariabel,  also 


i ddv  = 0 


an,  so  erhält  man  dürch  Differentiation  der  letzten  Gleichung: 

, ' irdrdv  r2  dv  dd» 

dP=~d* asä~ 

2 rdrdv  r2dv  rdrdv2+drddr 

=—di W & — 

rdr{r2dv3 — rdv  ddr + 2rfr9  dv  | 

" ; «&*  . 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  IX.,  so  erhält  man  sogleich 

XV.  y=^.  1 ' l;1  ' 

' dp  ,,  r;  , MT,  n-,  . .111  ( 

Es  scheint  nicht  unangemessen , diese  seltener  vorkommende 
Formel  durch  einige  Beispiele  zu  erläutern.  ; 
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Beispiel  I.  Es  sei  ATMB  (Taf.  II.  Fig.5.)  eine  Ellipse,  deren 
halbe  grosse  Axe  = a nnd  halbe  kleine  Axe  = b ist.  Für  den 
Mittelpunkt  C als  Anfangspunkt  oder  Pol  und  die  grosse  Axe  als 
Abseissenaxe , sei  die  Abscisse  CQ  des  beliebigen  Punktes  M=zx, 
die  Ordinate  MQ—y,  der  Radius  Vector  CM—r,  TMR  die  in 
M gezogene  Tangente  und  CT —p  das  auf  sie  gefällte  Perpen- 
dikel. Aus  der  Gleichung 


l)  y*  = £(«aTT*!> 


folgt  sogleich 
Ferner 

d.  h.  weil  siu  « : 


•2)  tang 


tly  b 1 x 

« = — 


di v 


u y 


•ly 


VdOp  + üy* 


ist : 


3)  p 


_ xdy  — yilx 

~ VTbd  + djf'’ 


oder,  indem  man  dx  elirainirt: 


2 Id 


Aus 


erhält  man  aber 


4)  p 


, r_ 

aa  + 6a~ 


(jl+S)- 

V a4y*  + 6*x2 


1 und  a^  + ^rsr1 


ai  (r2  — fr2)  , , b2(a2-r2) 

**  = und  y*=  a*~b* 

* ’ 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  4)  substituirt: 

, . - af> 

P VoH/^-r1' 

% 

Hieraus  erhält  man  durch  Differentiation: 


dp  _ 
dr 


abr 


(a*  + 6*— r8)* 

and  so  nach  XV«  <r.il  i 

(na  + 6*— r»)* 

V ab 


Theil  IX. 


5 
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Beispiel  2.  Es  bleibe  alles  wie  im  vorigen  Beispiele,  jedoch 
liege  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  oder  der  Pol  in  dem  einen 
Brennpunkte  F.  Es  sei  der  Radius  Vector  FMz=r'  ond  das  aus 
F auf  die  Tangente  gefeilte  Perpendikel  FT,=zp'.  Alsdann  ist, 
weil  der  Abstand  FC=zae  ist,  wo 

V q*— 6* 
a 

* die  Eicentricität  bezeichnet, 


oder 


p'  = p f ue  sin  « 
ab  -f-  bex 


1)  p'  = 


Ist  nun  F'  der  zweite  Brennpunkt,  so  wird  im  Dreiecke  FMF', 
dessen  Seite  FF'  in  C halbirt  ist,  nach  einem  bekannten  Satze 
der  Elementargeometrie : 

r'*  + (2a— r')*  = 2r*  + 2a*e*  = 2r*  + 2a*-  26* 


und  so  : 

2)  a*  + 6*  — r2  = 2ar'  — r'*. 

Ferner  aus  r'*  — y*  + («c  + ®)*s 

3)  ex=rll  — a. 

Substituirt  man  nun  die  Werthe  von  2)  und  3)  in  I);  so  erhält  man 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation : 

5)  d-P'—  ubr‘  ‘ 

.1*' 


dr'  (2  ar'-r'*)1’ 

und  nun  nach  XV.  < 


Y = 


(2  ar'  — r'*)a 
ab 


Dieser  Ausdruck  würde  sich  auch  unmittelbar  ergeben  haben,  wenn 
man  den  Werth  von  a*  + 6* — r*  aus  2)  in  die  Gleichung  für  y des 
vorigen  Beispiels  substituirt  hätte. 

, Beispiel  3.  Es  sei  AMB  (Taf.  II.  Fig.  6.)  eine  hyperbolische 
Spirallinie,  also  wenn  Z HCM  — v und  der  Radius  Veetec  CMxs  r 
gesetzt  wird,  ihre  Gleichung 

I).rc  =s  a. 
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ivo  n constant  ist.  Die  gerade  Linie  TMR  sei  eine  Tangente  an 
der  Curve,  dieselbe  bilde  verlängert  mit  der  Axe  ACR  einen  Win- 
kel = <5.  Ferner  sei  CT=p  das  von  C auf  die  Tangente  gefällte 
Perpendikel,  endlich  CG=x  und  MG=y  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  des  Punktes  M in  Hezug  auf  C als  Anfangspunkt  und  CR 
als  Abscissenaxe.  Da  nun 

2)  x — — r cos  v , 

3)  y —r  sin  v ; 

so  ergiebt  sich  durch  Differentiation  der  Gleichungen  1),  2)  und  3) 
und  Verbindung  derselben : 


4)  dx=raiovdv  + 

5)  dy  — rcobtdc  — 


r cos  v dp 


r sin  vdc 


Hieraus  folgt: 


Ferner 


_ * dy  sin  o — t cos  v 

0)  tang  0 = , = : ; , 

' ° dx  cos»  + »sin» 

_ . . sin  v — v cos  » 

7)  sin  o = - — . 

VT+®* 


os  . cosr  + esln» 

8)  fiG=subtang  =r«n  — • 


9)  CRxxx  + suhtang  -r- — — 

endlich , weil  CT-=.  CR  sin  8 : 


Ans  10)  folgt: 


im  re ar 

} P ~ VT+^*~ 


dp a3 


und  so  nach  XV. 


(a*+r*)* 


__r(l  +ra)s 


Substituirt  man  statt  r seinen  Werth  durch  v nach  1),  so  erhält 
man  auch  : 

..«(!  + «*)* 

7—  „3 
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VI. 


1|-J. 


Bemerkungen  über  die  Kurve  der 
Krümmungsmittelpunkte. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt,  . , ,...  , : 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


Dass  der  geometrische  Ort  der  Kriimmungsmittelpunkte  für 
die  Punkte  einer  Kurve  von  doppelter  Krümmung  keine  Evolute 
der  letztem  ist,  hat  unter  Andern  Lacroix  im  Traitd  du  cal- 
cul  diff.  etc.  Tom.  1.  p.  625.  Paris.  1810.  synthetisch  und 
p.  630  — 31  auch  analytisch  erwiesen  *).  Die  Krümmungsradien 
tangiren  weder  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte,  noch  ist  das 
Differential  des  Bogens  der  letztem  dein  Differential  des  Krüm- 
mungsradius gleich.  Ich  habe  die  Relation  zwischen  den  beiden 
Differentialien , sowie  die  relative  Lage  der.  Tangente  und  des 
Krümmungsradius  aufgesucht,  was  meines  Wissens  noch  nicht  ge- 
schehen ist,  und  deshalb  hier  mitgetheilt  w ird,  weil  es  bei  manchen 
Untersuchungen  von  Nutzen  sein  kann. 

t * - , 

Bezeichnet  x,  y,  z einen  beliebigen  Punkt  einer  Kurve  im 
Raume,  a,  ß,  y den  ihm  zugehörenden  Krümmungsmittelpunkt,  g 
den  Krümmungshalbmesser, 

1.  A(x— a)  + B(y—ß)  + C(z  — y)  =0  < ,, . j.. 

die  Osculationsebene  im  Punkte-  x,  y,  z,  deren  Durchschnitt  mit 
der  Kugel  — ~ v 

2.  (*-«)■  + (y-ß)1  + (;— y)2=  e2 

. v-i.i  '>  l!r:o h ..ji..,-.  •,  • !..:••!  ;imiiJ>.dn.- 

den  Osculationskreis  giebt,  so  gehiiren  dem  letztem,  weil  er  durch, 
drei  unendlich  einander  benachbarte  Punkte  der  Kurve  geht,  bekannt- 
lich noch  folgende  Gleichungen  an,  die  durch  zweimalige  Differen- 
tiation der  beiden  vorhergehenden  nach  x,  y,  z entstehen  : 


*)  Man  vergl.  auch  Littrow  auulyt.  Geometrie.  p.  294.  Wien.  1823 
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3.  Adx  -f-  Bdy  -f-  Cdz  = 0 , 

4.  (x—  d)8x  + (i/  — 0) 9y  + (z  — y)8z  = 0, 

6.  A3*x  + B8*y  + €8*3=0, 

6.  ( x — üt)0*j:+(^  — 0)9*1/ -f-(  i — y)o*3+  9*®=:0; 

wo  9**  = 8x2  + cy1  + 3i®  ist.  Man  findet  hier  die  Coefiicienten 
der  üsculationsebene : 


( A—8y82z — 8zo*y, 

7.  | B—8z8tx — 8x8*z, 

' C — 8xo2y — 8y82 x ; 

und  für  die  Coordinaten  des  Krümmungsraittelpunktes  die  Glei- 
chungen 

8.  ß*(x— o)  = P9J*,  D2(y-p)  = Q8t2  >D2(z-y)  = Rdi2-, 


wenn  wir  zur  Abkürzung 


9. 


C8y—B8z=P, 

AS:  — C8x=  Q , 

B8x  — ASy  = R, 

{ A2+  B*+C*=D* 

setzen.  Eliminirt  man  aus  den  drei  Gleichungen  8.  x (also  auch 
y,  z als  bekanute  Funktionen  von  x),  so  bekommt  man  zwei  Glei- 
chungen in  a,  ß,  y,  welche  die  Kurve  der  Krümmungsmittelpunkte 
ausdrücken. 

Es  sei  nun  0 der  Winkel , welchen  die  Tangente  an  die  Kurve 
der  Krümmungsmittelpunkte  in  einem  bestimmten  Punkte,  derselben 
a,  ß,  y mit  dem  entsprechenden  Krümmungsradius  bildet;  da  die 

Gleichungen  der  Tangente  sind  X — a-^(Z-y),  F—  0=g^(Z— y); 

' m (( 

die  Gleichungen  des  Krümmungsradius  A — x — (Z — 3), 
Y-~y=x^~@(Z—  2);  so  ist 

10.  cos  S=±  ± (*~y)3y 

oöa 

. ' .1  ;>»  ■ * ' ! 

wo  da  — V ca2  -f-  dß2  +9y*  das  Differential  des  Bogens  der  Kurve 
der  Krümmungsmittelpunkte  ist.  Die  Differentiation  der  Glei- 
chung 2.  mit  .Rücksicht  auf  4.  gieht  aber 

11.  (x  — a)8a  + (y  — 0)90  -f  (s—  y)8y=  — p3p, 
folglich  nach  10.  und  11. 

12.  9p  = + cos  03«. 
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Es  kommt  jetzt  darauf  an , den  Winkel  0 zu  bestimmen.  Zu  dem 
Ende  muss  man  eine  andere  Relation  zwischen  den  Differentialen 
dg,  da  suchen.  _ _ 

Differenziren  wir  die  Gleichungen  1.  und  4.,  indem  Alles  ver- 
änderlich gedacht  wird , und  berücksichtigen  dabei  3.  und  6. , so 
kommt 

— /13a — Bdß  — Cdy  + (x — «)  3.4  + {y — ß)8B  -f-  (z — yjSC^O, 

8 xda  -f-  cydß  3z0y =0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  der  Reihe  nach  Sy, 
8ß,  da  und  setzt  zur  Abkürzung 

13.  (x—a)8 A + (y—ß)dß  + ( z—y)8C=Ada  + B0/J  + C8y=T, 

so  erhält  man 

C Qda  — Pdß  = T8z, 

14.  ^ Rdß  — Qdy  — T8.r, 

£ Pcy  — Rda  = Tay. 

Nun  betrachte  man  die  Gleichung  11.,  multiplicire  sie  der  Reihe 
nach  mit  P,  Q,  R und  setze  im  ersten  Falle  für  Pdß,  PSy,  im 
zweiten  für  Qda , Qdy , im  dritten  für  Rda , Rdß  ihre  sich  aus  14. 
ergebenden  Werthe,  so  kommt  für  P(x—a)  + Q(y—ß)  + R(z— y)  = V : 

I U8a  — Tdz(y—~ ß)  — J T8y  (z — y)  — Pgdg , 

15.  < Vdß  — Tdx  (z — y)  — Tdi  (x — a)  — Qgdg, 

£ Udy=:1rdy(x — a)  — Tdx(y — ß)  — Rgdg. 

Jetzt  quadrire  man  diese  Gleichungen,  addire  die  Quadrate  und 
ziehe  die  Wurzel  aus,  so  erhält  man 

16.  (7ö<?=  V\(Tdi(y — ß) — Tdy  (z  — y) — Pgdg)* 

-f  ( Tdx  (z  — y)—  Tdi  (,t — a)  — Qgdg)2 
+ ( Tdy  (x—a)  — Tdx  (y—ß)  — Rgdg)2  ]. 

Setzt  man  aber  für  x — a,  y — ß,  z — y ihre  Werthe  aus  8.,  so 

D2  _i  fJ/2  _l_  P2 

wird  U= jji Sr2;  bekanntlich  ist  aber  In  + Q2  f /P 

= ZPSs2 , also 

' 17.  V = 8s*. 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  16.  giebt  die  Entwickelung 

I Tdi (y Tdy (at  — ■ y) + ( 5T9x(a—  y)~-’  tor)l* 

+ ! Tdy  (x  — a)  — Tdx  (y  — ß)  !2  = T*g*ds 

ferner,  mit  Berücksichtigung  von  8.: 

P\dz(y  — ß)  — dy(z—y)\  + Q[0.r(z— y) — dz(x—  a)‘, 

+ Ä !S^(a! dx(y—  0)t  = 0, 
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und  somit  verwandelt  eich  die  Gleichung  10.  in 


18.  dt3da  = e* 


Weil  endlich  der  Krümmungsradius  so  hat  man  statt  18. 

die  Gleichung 


19.  3 <r=y  (J)’+  V 

T T 

Aus  dieser  Relation  folgt  leicht  -jj  = sin  06a  oder  sin  0 — 

_ Ada  -|  Beiß  -f  Cdy  jjarauf)  s|eht  man,  dass  0 zugleich  der 

Winkel  ist,  welchen  die  Tangente  mit  der  Osculationsebene  bil- 
det, dass  folglich  die  Projectlon  der  Tangente  auf  die 
Osculationsebene  der  Krümmungsradius  ist. 

Für  di«  ÖlÄSse  T Ist  jetzt  ein  Ausdruck  zu  suchen,  in  wel- 
chem blos  die  Elemente  der  gegebenen  Kurv«  Vorkommen.  Ein 
solcher  ergiebt  sich  "leicht  aus 

T=(x — a)dA  -f  (y—ß)dß+(z — y)3C. 

Denn  man  hat 


dA  — dyd’z  — 8zo3y , 
dß—dz83x — dxoh, 

, t,  3C=(kr6^y — Byd3x%  v 

folglich,  wenn  man  (fiese  Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung 
einführt  und  für  x — a,y — ß,  z — y ihre  Werthe  aus  8.  nimmt: 

j - . . ’■ 

•20.  TzJ^iAfrx  + BS3y  + CGh) 

~ p [ dx  (ß*y  d3i  — (ftzcßy)  -f  8y  (cßzB3x  — S*ar3sr) 

-f-  dz  (föx&y — <Pycl3x)  ]. 

Bezeichnet  t den  Flexionswinket,  so  Ist  hekanntermassen 
21.  T=zds3, 


und  die  Grösse  t,  also  auch  T verschwindet,  oder  es  wird  Sp  = ±3®, 
0 = 0,  wenn  die  gegebene  Külve  von  einfacher  Krümmung  ist.  Nur 
in  diesem  Falle  ist  folglich  die  Kurve  der  Krümmungsmittelpunkte 
eine  Evolute  der  gegebenen. 

A 13  C 

Für  die  Verhältnisse  [)  > ’J)  > /)  endlich  kann  man  die  Cosi- 
nusse der  Neigungswinkel  der  Osculationsebene  gegen  die  Ebenen 
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der  yz , xz , ,-ry  einführen;  heissen  diese  resp.  v,  fi,  X,  so  ist 
nach'  20. : 

St* 

22.  T — jj  (cos  v83x  -f-  cos  nS3y  + cos  iah) 

= qSs  (cobv83x  -f  cos  (t 83y  + cos  Xd3z). 


t;  . • !> 


VII. 


Beweis  eines  Theorems  von  den 
' Kegelschnitten. 

Von  dem  t ^ 

Herrn  Doctor  P.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


Durch  vier  Punkte  in  einer  Ebene  sei  ein  beliebiger  Kegelschnitt 

gelegt;  es  wird  die  Richtung  der  beiden  Axen  (der  einen  Axe 
er  Parabel)  gesucht. 

Nimmt  man  zwei  Gegenseiten  des  durch  die  vier  Punkte  bestimm- 
ten Vierecks  als  Coordinatenaxen  an,  welche  den  Winkel  u ein- 
schliessen,  und  bezeichnet  die  Coordinaten  der  beiden  auf  der 
Axe  der  x liegenden  Punkte  durch  a,  0;  0;  die  Coordinaten 

der  beiden  andern  auf  der  Axe  der  y liegenden  Punkte  durch  0 , ß ; 
0,  ß';  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  der  um  das  Viereck  be- 
schrieben worden,  durch 

Ay2  -\-2Bxy  + Cx2 -\-2Dy  -{■ 

so  hat  man  folgende  Relationen: 

1.  C«2  + 2Ea  + F=0,  , 

2,  Ca'2  + 2Eat  + F=i  0, 

3.  Aß2  + 2Dß  + F = 0, 
i.  Aß'2  + 2Dß' + F=0. 

Eliminirt  man  E aus  den  beiden  ersten  Gleichungen,  I)  aus  den 
beiden  andern,  so  kommt 
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5.  Cz= — A = -ös,. 

ua  pp 

Ist  nun  | der  Winkel,  welchen  die  Axen  des  Kegelschnitts  mit 
der  Axe  der  x bilden,  so  hat  man  bekanntcnnassen 

C sin  2a — 2/?sina 
ng  2{  £ — 2ficosa  + G’cos2u’ 

folglich,  wenn  man  die  Werthe  voj)  A und  C aus  5.  in  6.  einführt: 

Fßß1  sin  2u — 2 B aa'  ßß'  sin  u 
t®ng  -S  p (ca'  ßß'  cos  2«)  — iß  aa'  ßß'  cos  u 

' B 

Damit  ist  die  Richtung  der  Axen  nur  von  dem  Verhältnis  ^ ab- 
hängig und  somit  noch  unbestimmt,  wie  es  auch  sein  muss,  in 
dem  (furch  vier  Punkte  unendlich  viele  Linien  zweiten  Grades  gelegt 
werden  können.  ' 

i'  i . B 

Indessen  giebt  es  einen  Fall,  in  welchem  tang  2ij  von  -p  un- 
abhängig ist,  und  um  diesen  aufzufinden,  setze  man  tang2£=y , indem 
y eine  constante  Grösse  bezeichnen  soll.  Bringt  man  die  Gleichung 

Fßß'  sio2a — 2 Bau'  ßß'  ui«  v 
F(aa'  -f-  ßß'  cos  2»)  — 2 B aa'  ßß'  cos  u ^ 

auf  Null,  so  erhält  man 

Fl  ßß'  sin  2«  — y (ao'-f  ßß'  cos  2a)  | — 2 Baa'  ßß'  (sin  u—y  cos  a)  =0, 
und  da  diese  Gleichung  für  jedes  B gelten  soll , einzeln  : 

8.  ßß'  sin  2«  — y (aa1  -f-  ßß'  cos 2«) = 0 , 

.i'1 ; 

•i  9.  sina — ycosa=0. 

v ■ 

Eliminirt  man  y aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  entsteht 
(ßß' — aa')  sinu=0,  also,  da  sina  nicht  verschwindet, 

' .,!  - , 

10.  ßß'  — aa'. 

Man  erhält  ferner  aus  9.  tang«=y,  also 

i f _ ^ . > 't  -'llh 

11.  tang  2|  = tang  a. 

Man  übersieht  leicht , dass  der  Gleichung  10.  der  Fall  entspricht, 
in  welchem  die  vier  Punkte  in  einer  Kreislinie  liegen,  und  da 
nach  11. 

1=1«  und  |=90°  + Ja, 

so  haben  wir  folgendes  Theorem,  welches  mir  vor  längerer  Zeit 
als  ein  von  Clausen  gefundenes  von  dem  Herrn  Herausgeber 
gelegentlich  zum  Beweise  vorgelegt  wurde : 
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„Beschreibt  man  durch  vier  Ln  einer  Kreislinie 
liegendePunkteunendlichvieleLiniendesz  wei- 
ten Grades,  so  sind  deren  Axen  einer  und  der- 
selben Richtung  parallel,,  derjenige«  nämlich, 
welche  die  von  den  Gegenseiten  des  Vierecks 
gebildeten  Winkel  halhirt.“ 


. , v.  -t  . 

* • « V - 1 * • 

. ...  1 
......  ■ • • • . f .! 

VIII.  - 

Elementare  Darstellung  einer  höchst 
einfachen  Berechnung  des  Kreisver- 
hältnisses. 

Von 

Herrn  Doctor  Wilh.  Matzka, 

Profeauor  der  Mathematik  zu  Tamtw,  : *,  i| 


* ; ’ • *■' 

. • jp  ,*,.j  *. 1 4 

1.  J.  Schwab  (gestorben  1813  zu  Nancy)  hat  bekanntlich 
in  einem  kleinen  Werkchen  (Elemens  de  ge  o me  tri  e.  8.  Nancy. 
1813.  p.  104)  ein  äusserst  einfaches  Verfahren  gelehrt  *) , das 
Verhältnisse  der  Kreislinie  zum  Durchmesser  näherungs- 
weise zu  bestimmen,  welches  auch  bereits  einige  (freilich  nur 
wenige)  neuere  Lehrbücher  der  Geometrie  aufgenommen  haben ; 
z.  B.  Vincent  in  seinem  Cours  de  geometrie. 

Es  gründet  sich  dieses  Verfahren  auf  den  leicht  nachweis- 
baren Zusammenhang  umfangsgleicher  regelmässiger  Vielecke,  dass, 
wenn  R,  r bei  einem  regelmässigen  necke,  und  R' , r'  bei  einem 
regelmässigen  *2necke,  welche  gleiche  Umlätrge  haben,  die  Halb- 
messer der  um-  und  eingeschriebenen  Kreise  vorstellen, 

. ■ r»  VTf? 


*)  Terquem  weint  in  Liauville  „Journal  de  ninthem.“  t.  3. 
an.  1838.  p.  98.  nach,  daas  aehon  Descartea  („Oenvroa  de  Deicar- 
tea“  publ.  par  V.  Gouain.  L 11.  p.  442.)  diesen  Vorgang  gelehrt  und 
Euler  im  J.  1703  („Not!  comm.  Petrep.“  t.  8.  p.  IST)  darauf  auf- 
merkaain  gemacht  hat.  — So  tnuas  das  m den  Bibliotheken.  Vergraben« 
immer  wieder  neu  erfunden  werdenf 


l -nl. 
I ! '‘III 

:i 
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ist.  Verdoppelt  mau  nun  die  Seitenzahl  fortwährend  und  stellt  die 
Halbmesser  der  successiven  Vielecke  in  die  Reihe 


t , R\  r' , ti' ; r"  , R"  ; r"' , R'" ; 


so  ist  vom  dritten  Gliede  an  jedes  folgende  erst  das  arithmetische 
und  dann  das  geometrische  Mittel;  ja  sogar,  wenn  bei  weiterem 
Vorschreiten  die  Glieder  sich  hinreichend  einander  genähert  haben, 
auch  nur  das  arithmetische  Mittel  seiner  beiden  Vorgänger.  Und 
die  Grenze  der  Glieder  ist  der  Halbmesser  des  Kreises,  von  dem- 
selben Umfange,  wie  alle  diese  regelmässigen  Vielecke. 

Sind  dann  einmal  zwei  solche  Glieder  A und  fi  erreicht,  deren 
geometrisches  Mittel  mit  dem  arithmetischen  in  so  viel  Dezimal- 
ziffern als  man  für  die  Grenze  verlangt,  übereinstimmt,  so  findet 

man  sogleich  die  geforderte  Grenze:  =B- f - — j — — B g — . 


2.  Leider  lässt  diese  so  leicht  herzuleitende  und  höchst  ein- 
fache Rechnung,  weil  der  Zusammenhang  der  eigentlich  zu  suchen- 
den Zahl,  it,  mit  der  vorläufig  zu  berechnenden  Hilfsgrösse  — 
Halbmesser  des  Kreises  von  gegebenem  Umfange  — nicht  offen 
und  klar  vor  Augen  liegt,  nicht  überschauen,  wie  man  dem  vor- 
gesteckten Ziele,  d.  i.  dem  Verhältnisse  der  Kreislinie  zu  ihrem 
Durchmesser,  durch  allmälige  Feststellung  seiner  nach  einander 
folgenden  Dezimalziffern,  Scnritt  für  Schritt  näher  rückt,  was  man 
hei  einem  mündlichen  Vortrage  dieses  Verfahrens  ungern  vermisst. 
Das  bewog  mich,  eine  andere  Hilfsgrösse  ausfindig  zu  machen, 
»eiche  diesem  Mangel  abhilft.  Als  solche  fand  ich,  wie  die  nach- 
folgende Herleitung  ausweisen  soll , am  zusagendsten  das  umgekerte 

obige  Verhältniss , ~,  nemlich  jenes  des  Durchmessers  zur 

Kreislinie,  so  wie  zum  Umfange  des  ein-  oder  umge- 
schriebenen regelmässigen  Vieleckes;  da  man  hier  die- 
selbe bequeme  wiederholt  abwechselnde  Berechnung  des  arithme- 
tischen und  geometrischen  Mittels  benützen  darf. 


3.  Sei  (itf  Taf.  III.  Fig.  1.)  d der  Durchmesser  eines  Krei- 
ses; von  dem  ihm  eingeschriebenen  regelmässigen  necke  und  'ineeke 
eine  Seite  AB  und  Ä C,  der  Umfang  p und  p'  ; von  dem  umge- 
schriebenen regelmässigen  necke  und  'inecke  eine  halbe  Seite  CE 
und  GH,  der  Umfang  P und  P1  ; dass  man  hat: 

p = n'.  AB=h  .'1AD , 

■ vii  ich p,a:2it.AC=ün.2AF,  ' ■ w'  .hi  • 

P = n.2CE,  T 


also 


P’=2n.'2GB-, 


li- 


2„ \L El P EL 

in  _ AD  - %AF=  äC—  CE-2GH- 


•4.  Hiervon  benutzen  wir  vor  Allem  die  Proportion 
P:p  = 2GB  > DA, 


<•* 
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vtwISneern  CO  zum  Durchmesser  CJ  uod  führen  AJ , wodurch 
A JDA<?o  OGH  wird  *).  An«  diesem  folgt: 


GH:  DA  = OG:JD=~,.JD, 

:l  ill  * . I .■  t i 

daher  wird  P :p  = d:JD.  v *■  . ' 

Zur  Wegschaffung  der  JI)  betrachten  wir  das  Dreieck  OCE, 
in  welchem  DA\\  CEJL  OC;  daher  erhalten  wir 

OD  : DA  = OC:  CE, 

also  wegen  DA : p = CE:  P: 

•'.,»!  . . T 1 ‘U  I 

OD:p=~:P=OD  + ^:p  + P 


- . =zJD.p  + P, 

und  hieraus  , 

• d:JD=P:^t~. 

: * 

Mithin  geben  beide  Proportionen  vereint 


i ■•ii 


und  sofort,  wenn  p , P,  P1  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Längen- 
einheit .He  .Maasszahlen  oder  Zahiwerthe  der  betreffenden  Viel- 
ecks-Umfange vorstellen: 

- ■>  ■ (■]  TjPi'  

■ 

i 


„ n1>-VE_  pP 

r=pp: i~2—. =&+p)7V 


So  einfach  auch  diese  Gleichung  schon  ist,  so  wird  sie  doch  noch 
einfacher,  wenn  man  ihr  Umgekehrtes  nimmt  und  die  Thedung 
einzeln  vollbringt,  da  dann 

• i.  . 


wird.  Ihr  gemäss  ist  für  jede  Längeneinheit  der  umgekehrte  (re- 
ciproke)  Werth  des  Umfanges  P des  umgeschriebenen  2necks  das 
arithmetische  Mittel  der  umgekehrten  Werthe  der  Umfange  p und, 
P der  ein-  und  umgeschriebenen  necke  ; oder  der  Umfang  P des 


*)  Aehnliche  so  wie  auch  congrnente  Dreiecke  pflege  ich  jederzeit 
*0  zu  bezeichnen,  dass  gleichvielte  Bnchstaben  die  Spitzen  gleicher  Win- 
kel andenten  ; wonach  auch  jede  zwei  mit  glcichvielten  Buchstaben  be- 
zeichneteu  Setten  homolog  sind,  nnd  man  demgemäss  sehr  leicht  über- 
zieht, welche  Winkel  gleich  nnd  welche  Seiten  gtcichliegend  seien. 
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umgeschriebenen  2»pcks  ist'ylas  harmonische  Mittel  der  Umfange 
p und  P der  ein  - nid  ungeschriebenen  necke  *). 

5.  Die  bei  F und  D rechtwinkligen  Dreiecke  CDA  und  CFO 
haben  den  Winkel  an  C genteinschaftlicb ; also  sind  sie  ähnlich, 
uud  daher  ist  ' \ / 

CA : DA  = CQ:FO,  und  nach  dem  Obigen  in  3.; 

= p':p. 


i.-  .1, 


folglich 


p'  :p  . ~ { .FO, 


Ferner  ist  zur  Elimination  von  fVt  im  Dr' 
X OG,  mithin 


rViedke  OG 


OGII  die  FA  ||  GH 


nämlich 


GO:  FO  = GH:  FA, 


%’’FO  = P':p' ; 


ln.: 


> ,1t. 


i \ i \ 

also  giebt  die  Vereinigung  beiger  Proportionen  die  neue 
. . ,i  . i P1  :p'  sb  p'  tp,  i v.l>  . 


■i  l..,. 


und  hieraus , wenn  wieder  p,  p' , P‘  die  Zahlwerthe  der  betreffen- 
den Umfänge  vorstellen,  ist 


p'  = V)p.P. 


( 


Nimmt  man,  der  Gleichförmigkeit  wegen,  auch  hiervon  das  Um- 
gekehrte, so  wird 


1=\ITT 

p'—y » p 1 


p'  i p p1 

6.  Zwischen  den  Umfängen  p und  P der  beiden  regelmässi- 


“ ' ” ""ugen  p 

gen  necke  besteht  eines  Theils  die  Proportionalität  derselben  zu 
den  Halbmessern  OD  und  £ der  ihnen  eingeschriebenen  Kreise-, 
nemlich  (wie  auch  in  4.) : 


i,:l!l  i-. 


:lt  u:; 


p:P=OD:V 


und  andern  Tiieils  ist  im  rechtwinkligen  Dreiecke  OAD: 

j. i< 

: v»ui‘l  , ■ t*  . . : , 

*)  Die  letztere  Auslegung  obiger  Gleichung  fand  ich  blos  in  van 
S winden’»  „13 lern.  d.  fee o m. übersetzt  von  Jaeobi,  Jena  1834, 
angezeigt;  obwohl  sie  schon  b ainy(i'  1713)  und  Ilorrebow  (1737) 
kannten. 
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um=OA'-AW=( 0’-(£)*. 

thtfc<w 

p*:J»  = d*  — 

Diese  Proportion  wird  vereinfacht,  wenn  man  durch  p2  und  tP 
theilend  ihr  die  Form  an  weist: 


oder 


1 1 1 

i«—p*— (nrf)2 

Q)  ~d)  =W; 


so  dass  man  danach  aus  jedem  der  umgekehrten  Werthe  der  Um- 
fänge p und  P den  des  andern  leicht  berechnen  kann. 

7.  Die  letzte  Gleichung  macht  dadurch,  dass  sie  noch  mehr 
an  Einfachheit  gewinnt,  wenn  man  sie  mit  iP  multiplizirt,  d.  h. 
die  Umlänge  p und  P zu  dem  Durchmesser  il  ins  Verhältnis» 
nimmt,  folglich  in  • » 

<>•>  (!)-©’ '-i 


übergeht,  darauf  aufmerksam,  dass  dieses  Verfahren  füglich  auch 
auf  die  früheren  zwei  Gleichungen  anzuwenden  sei.  Geschieht 
dies,  indem  man  selbe  mit  d multiplizirt,  so  erhalten  sie  folgende 
Gestalt: 


«J  £=(!  + !):2, 

« 5 -VT 


P>- 


8. 


Kennt  man  demnach  eines  der  beiden  Verhältnisse  -p  und 


— , so  suchf  man  das  andere  mittelst  der  Gleichung  (1.),  dann  zu 
ihnen  gemäss  der  Gleichung  (2.)  das  arithmetisch«  Mittel  pj,  und 
zu  diesem  und  zum  nächst  vorhergehenden  Verhältnisse  ~ gemäss 
der  Gleichung  (3.)  das  geometrische  Mittel 

Auf  diese  Weise  liegt  jedes  nachfolgende  Verhältnis»  zwischen 
den  zwei  unmittelbar  vorhergehenden  und  diese  Verhältnisse  nähern 
sich , bei  unendlichem  Wachsen  der  Seitenzahl  n , einer  Grenze, 
welche,  weil  für  lim  r»=®,  wenn  man  die  Kreislinie  e nennt, 

de'  1 

sowohl  lim  p — c als  auch  Ihn  P=c  ist,  — =l:-r  = l:»=s—  sein 

c U n 
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7ii  uw!.  Da  nun  auch  diese  Grenze  zwischen  jeden  zwei  nach  ein- 
ander berechneten  Verhältnissen  liegt,  so  müssen  diejenigen  und 
so  viele  Anfangsziffern  derselben  richtig  bestimmt  sein,  als  welche 
und  wie  viele  in  beiden  Verhältnissen  die  rieiidichen  sind. 

9.  Legt  man  z.  ß.  das  eingeschriebene  regelmässige  Sechs- 
eck, n = 6,  zu  Grunde,  so  ist  seine  Seite  gleich  dem  Halbmesser 

-jj-;  daher  sein  Umfang  1 


/j=ö4j=3<£  und  sonach  — =-j-- 


Daraus  findet  man 


d ttnri _ i Ar—i  i ■ 1 ;; . : 

,!  P — \ 6V3’  ; 

■:  . : ■ i ‘ ’ ■ - : 

JUedient  man  sich  bei  der  weitern  Rechnung  der  7steiligeu  Loga- 
rithmen , so  findet  man  allmälig  folgende  zusammengehörigen  Ver- 
hältnisse : 


1 


* 

d.P 

d:p 

6 

0*288675 

0*333333 

12 

0*311004 

0*3*21275 

24 

0*316489 

0*319220 

48 

0317854 

0*318536. 

i*.  .)*> 


Von  0*319220  und  0*317854  ist  das  arithmetische  Mittel  =0*318537 
hinreichend  nahe  gleich  dem  geometrischen  0*3185364.  Nimmt  man 
nun  die  beiden  letzten  Zahlen  0'317854 

und  0*318536  ■ ■ • • *»» 

so  ist  ihr  Unterschied  . . 082 

sein  Dritte!  ...........  227 


II 


also  die  Grenze  — = 0*318309. 

7Z 


• (ril 


Es  ist  demnach  in  6 Anfangsziffern  nahe  richtig  — = rf:c=0*318309; 

daher  findet  man  das  eigentlich  verlangte  Kreisverhältniss  n ~e:d 
=3*14160.  Der  richtige  Werth  ist  »=3*14159265,  daher  der  ge- 
fundene erst  in  der  6ten  Ziffer  um.l  zu  gross. 


Nachtrag. 

10.  Eben  als  ich  das  Manuscript  zur  Absendung  bereit  lege, 
lallt  mir  noch  der  Gedanke  bei , dass  sich  selbst  der  Methode 
Schwab ’s  der  Vortheil  verschaffen  lässt,  nicht  erst  die  entfern- 
tere Hilfsgrilsse,  den  Halbmesser  des  Kreises,  von  voraus  festge- 
setztem Umfange,  sondern  die  dem  gesuchten  n nächste  Hilfs- 
grösse, — , sogleich  zu  berechnen,  indem  man  gleich  im  Anfang 
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der  Rechnung  von  den  Halbmessern  der  regelmässigen  Vielecke 
auf  die  Verhältnisse  ihrer  Durchmesser  zu  ihrem  sich  gleich  blei- 
benden Umfange  übergeht 

11.  Hiebei  nehme  ich  zugleich  Gelegenheit,  obige  Beziehungs- 
gleichungen  zwischen  den  Vieleckshalbmessern  nach  einem  Verfah- 
ren abzuieiten , das  noch  einfacher  und  überschaulicher  als  das  von 
Schwab  a.  a.  O.  gewiesene  ist,  und  welches,  wie  mir  mein  ver- 
ehrter Freund,  Herr  Professor  und  Regierungsrath  von  Ettings- 
hausen, im  Juli  1838  erzählte,  sein  damaliger  Adjunct,  nunmeh- 
riger Professor  der  Physik  zu  Innsbruck,  Herr  Baumgarten,  in 
einem  alten  Buche  gefunden  habe. 

12.  Sei  (in  Taf.  111.  Fig.  2.)  AB  die  Seite  eines  regelmässi- 
gen , einem  Kreise  eingeschriebenen  Vielecks.  Führt  man  auf  sie 
senkrecht  den  Halbmesser  OC,  so  balbirt  dieser  den  Winkel 
AOB,  und  die  Sehnen  CA,  CB  werden  einander  gleich.  Verbin- 
det man  die  Mitten  A'  und  B'  derselben  durch  die  Gerade  A'B 
so  ist  sie  die  Seite , OB1  der  kleinere  und  OA1  der  grössere  Halb- 
messer eines  regelmässigen  Vieleckes,  welches  doppelt  so  viel 
Seiten,  aber  doch  denselben  Umfang  wie  das  gegebene  hat. 

Denn  so  wie  OC  den  Winkel  AOB  halbirt,  eben  so  halbiren 
die  zu  den  Mitten  A'  und  B'  der  gleichen  Sehnen  CA  und  CB 
gehenden  Radienvectoren  OA'  und  OB'  wieder  seine  Hälften  COA 
und  COB ; folglich  ist 

COA'=A'OA  — COB'—B'OB  = \AOB 

und 

i A'OB'=:COA,-iCOB,  — lAOB. 

. I ' ' .!  ! . ! i.  ..  ..I  ! 1 

Ferner  liegen  die  gleichen  Sehnen  CA,  CB,  also  auch  ihre  Mit- 
ten A',  B',  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  ab,  nemlich  es  ist  OA' 
= Oß' , daher  das  Dreieck  A‘  OB1  gleichschenklig,  und  des  Win- 
kels A!  OB'  Halbirungslinie  OD'  i_  A'B' ; folglich  ist  A! OB'  der 
Winkel  am  Mittelpunkte,  A'B'  die  Seite,  OA'  der  grössere  und 
OJy  der  kleinere  Halbmesser  eines  regelmässigen  Vielecks  von 
doppelt  so  viel  Seiten,  als  ihrer  das  gegebene  besitzt. 

Weil  endlich  im  Dreieck  ABC  die  A'B'  ||  AB,  als  zugleich 
senkrecht  auf  der  OCV  ist,  dabei  CA'  und  CB1  die  Hälften  der 
Seiten  CA  und  CB,  also  zu  diesen  proportional  sind:  muss  A'B! 
gleichfalls  die  Hälfte  derselben  AB  sein.  Das  entstehende  regel- 
mässige Vieleck  hat  daher  doppelt  so  viel , aber  halb : so  kleine 
Seiten  als  das  ursprüngliche,  mithin  einen  eben  so  grossen  Um- 
fang wie  dieses. 

13.  Sei  nun  OA—  OB=  OC^R  der  grössere,  OD—r  der 
kleinere  Halbmesser  im  ursprünglichen  regelmässigen  Vieleck;  da- 
her im  doppelt-  so  viel-seitigen  der  grössere  Halbmesser  OA' 
= OB  = K' t und  der  kleinere  OI)'=zr'. 

So  wie  CA'—AA'  muss  wegen  A'B'  ||  Ali  auch  CD'=DD', 
also  D'  die  Mitte  von  CD  sein;  dann  ist  OD'  das  arithmetische 
Mittel  ,yoo\  OC  und  OD,  nemlich 

•.••••:!  '/.  i.  : ■<:■  qjj OC-j-OD  : 

2 
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oder  \ 

r 2 

Die  OA'  ist,  »veil  auf  ihr  die  AC  senkrecht  steht,  eine  Projec- 
tion  der  OC;  und  OIP , weil  auf  ihr  die  A'B'  senkrecht  steht, 
ihre  Rückprojection ; oder  in  dem  hei  A'  rechtwinkligen  Dreiecke 
OA'C  Ut  A'  />'  -L  OC:  daher  ist  OA'  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  OC  und  Ol)f  ; nemlich 


oder 


Mitbin  ist 


OC-.OA'  = OA-.Oiy, 
R:R'  = li’-.r'. 

R'  = V R7'  *). 


14.  Bezeichnen  wir  jetzt  hei  diesen  zwei  regelmässigen  Viel- 
ecken ihre  kleineren  Durchmesser  mit  d,  d'  und  ihre  grösseren 
mit  D,  ly , so  dass  diese  Durchmesser  die  Doppelten  der  gleich- 
namigen Halbmesser r,  r',  R,  R'  vorstellen;  so  bestehen  zwischen 
den  Durchmessern  ähnliche  Gleichungen  wie  zwischen  den  gleich- 
namigen Halbmessern , nemlich ; 


d' 


D + d 

2 ’ 


D'  = \TjDd'. 


Stellen  wir  endlich  noch  durch  p den  in  beiden  Vielecken  gleichen 
Umfang  vor,  so  gelten  offenbar  auch  noch  ähnliche  Gleichungen 
für  die  Verhältnisse  der  vier  verbundenen  Durchmesser  zu  diesem 
sich  gleich  bleibenden  Umfange,  nämlich 


d'_(d,D\  W lTITS 
ü p \p  ^ p)  ’2’  V V p ‘ p‘ 

Folglich  ist 

erstlich  — das  arithmetische  Mittel  von  — und  — , 

p pp’ 

dann  — das  geometrische  Mittel  von — und  — ■ 

P PP 

15.  Geht  man  nun  auch  hier  vom  regelmässigen  Sechsecke 
aus,  so  ist  seine  Seite  AB—R,  daher  sein  Umfang  p—GR,  und 
B 2 R 1 r R 

das  Verhältniss  — Zugleich  macht  die  halbe  Seite  -5- 

p OK  o L 

mit  den  beiden  Halbmessern  r und  R ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Hypotenuse  R ist;  folglich  hat  man 


*)  Zur  Ableitung  dieser  Sätze  in  12.  und  13.  würde  auch  schon  die 
auf  einer  Seite  der  OC  liegende  Halbscheid  der  Figur  ausreichen. 

Theil  IX.  6 


Digitized  by  Google 


82 


r*-f  =®*  Dn^  daraus  r=ijyV3. 


Mithin  ist  das  Verhältniss 

d 2 r 


ÄV3  1 


p fi/Z  6/Z  6 


va 


Man  läuft  daher  von  denselben  zwei  Zahlen  g-i'3: 


= — ans  und  rechnet  io  gleicher  Weise ; folglich  erhält  man  auch 

n 

dieselbe  Zahlenreihe  wie  in  obigem  Täfelchen  in  Art.  9. , nur  wird 
das  Verhältniss  -p  durch  — ersetzt  Demnach  findet  man  auch  wie- 
der als  Grenzverhältniss  =-• 
c * 

15.  Schlussbemcrkung.  Diese  letztere  Rechuungsweise 
des  Kreisverhältnisses  lässt  sich  also  nicht  blos  am  einfachsten 
durchführen,  sondern  auch  am  leichtesten  rein  geometrisch  ablei- 
ten und  sohin  dürfte  sie  wohl  die  vorzüglichste  sein. 

• ■ tri I 

>tvf; 


: — und  i 
P •* 


- . - ■ r . i. 

IX. 

Heber  den  Satz  von  dem  Inhalte  der 
Obelisken. 

Von  ' i 

dem  Herausgeber. 


I. 

Herr  Oberlehrer  K.  Koppe  an  dem  Gymnasium  zu  Soest 
hat  sich  bekanntlich  durch  die  sehr  zweckmässige  Einführung  einer 
neuen  Art  von  Körpern  unter  dem  Namen  Obelisken  in  die  Ele- 
mente der  Stereometrie  verdient  gemacht,  und  deren  Inhaltsbe- 
stimmung auf  einen  bemerkenswerthen  Satz  znrfickgefiibrt.  Für 
diesen  Satz  hat  Herr  Koppe  selbst  in  einem  besondern , unter 
dem  Titel:  Ein  neuer  Lehrsatz  der  Stereometrie.  Von 
Karl  Koppe.  Essen.  1843.  erschienenen  Sehriftcheo  und  in 
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seinen  Anfangsgri'inden  der  reinen  Mathematik.  Zwei- 
ter Theil.  Zweite  Auflage.  Essen.  184(5,  ferner  Herr  Pro- 
fessor Steiner  in  Crelle’s  Journal.  Band  23.  Heft  3.,  und 
Herr  Professor  Brctschneider  in  seinem  Lehrgebäude  der 
niedere  Geometrie.  Jena.  1844.  elementare  Beweise  gegeben. 
Ich  glaube  aber,  dass  diese  Beweise,  wenn  auch  nicht  in  ihrem 
Wesen,  doch  in  der  Form  noch  einer  Vereinfachung  fähig  sind, 
da  der  Satz  wirklich  an  sich  so  einfach  ist,  dass  er  sich  eigent- 
lich, bei  nur  einiger  aufmerksamen  Betrachtung,  auf  der  Stelle 
ganz  von  selbst  darbietet,  und  will  daher  in  diesem  Aufsätze  die 
Art  und  Weise,  wie  ich  den  Beweis  darstellen  würde,  in  der 
Kürze  mittheilen. 


*•*>"»  l • ••  : 

ii. 

Ein  Obelisk  ist  ein  Körper,  welcher  von  zwei  parallelen 
Vielecken  von  gleich  vielen  Seiten  als  Grundflächen  und  eben  so 
vielen  Trapezen,  als  die  Grundflächen  Seiten  haben,  als  Seiten- 
flächen eingeschlossen  wird. 

Die  Anzahl  der  Seiten  der  beiden  Grundflächen  bestimmt  zu- 
gleich auch  die  Anzahl  der  Seiten  des  Obelisken. 

Die  Entfernung  der  beiden  parallelen  Grundflächen  von  einan- 
der wird  die  Höhe  des  Obelisken  genanut. 

Die  Figur,  welche  entsteht,  wenn  ein  Obelisk  von  einer  sei- 
nen Grundflächen  parallelen  Ebene  In  gleichen  Abständen  von  den 
beiden  Grundflächen  geschnitten  wird,  heisst  seine  mittlere 
D u r ch  s ch  n i 1 1 s f i g u r. 

. ..‘-i  ' . 

Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  der 

einen  der  beiden  Grundflächen  Parallelen  zu  den  Seitenkanten  eines 
Obelisken  zieht,  so  heisst  das  Vieleck,  dessen  Ecken  die  Durch- 
sebnittspunkte  dieser  Parallelen  mit  der  mittlern  Durchschnittsfigur 
sind,  die  Ergänzungsfigur  des  Obelisken  *). 

Sehr  leicht  lässt  sich  beweisen  und  bedarf  daher  hier  keiner 
besomlern  Erläuterung,  dass  die  beiden  Grundflächen  eines  Obe- 
lisken und  dessen  mittlere  Durchschnittsfigur  jederzeit  gleiche 
Winkel  haben  und  dass  jeder  dreiseitige  Obelisk  eine  abgekürzte 
dreiseitige  Pyramide  ist,  d.  Ii.  dass  die  Seitenkanten  eines  drei- 
seitigen Obelisken,  gehörig  verlängert,  jederzeit  in  einem  lind  dem- 
selben Punkte  zusammenstossen.  Eben  so  leicht  erhellet,  dass 
die  mittlere  Durchschnittsfigur  und  die  Ergänzungsfigiir  immer 
gleiche  Winkel  haben.  Endlich  fällt  auch  auf  der  Stelle  in  die 
Augen , dass  die  Seiten  der  mittleren  Durchschnittsfigur  die  hal- 
ben Summen,  die  Seiten  der  Ergänzungsflgur  die  halben  Differen- 
zen der  ihnen  parallelen  Seiten  der  Grundflächen  des  Obelis- 
ken sind. 


*)  Dies  weieht  von  Her  Koppe’ sehen  Erklärung  Her  Ergänzungs- 
figur , nach  welcher  man  die  Parallelen  mit  den  Seitenkante«  durch  einen 
beliebigen  Pankt  in  der  Ebene  der  mittlern  Durchschnittsfigur  ziehen 
sott , ab , kommt  aber  offenbar  im  Wesentlichen  auf  dasselbe  hinaus  and 
erleichtert,  wie  es  mir  scheint,  die  Darstellung  des  Beweises. 

6* 
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III. 

Wenn  man  in  Taf.  111.  Fi".  3.  durch  eine  Ecke  A eines  drei- 
seitigen Obelisken  ABCA'B'O  eine  der  dieser  Ecke  gegenüber- 
stehenden  Seitenfläche  BCB' C parallele  Ebene  AD' E'  legt,  so 
entsteht  ein  Körper  ABCBD'E'C,  welcher  von  dem  Dreieck 
ABC  und  Viereck  B'D' E'C  als  parallelen  Grundflächen,  und  dem 
Trapez  BCB C ',  den  beiden  Parallelogrammen  ABB'D1  und  ACCE' 
und  dem  Dreieck  XAD'E'  als  Seitenflächen  eingeschlossen  wird. 

Jeder  Körper  ABCDEFG  (Taf.  III.  Fig.  4.)  dieser  Art 
ist  einem  Prisma  gleich,  welches  die  mittlere  Durch- 
schnittsfigur D'E'F'G'  des  Körpers  zur  Grundfläche 
und  die  Entfernung  seiner  parallelen  Grundflächen 
von  einander,  d.  h.  seine  Höhe,  zur  Höhe  hat. 

Die  Richtigkeit  hiervon  erhellet  auf  der  Stelle,  wenn  man 
durch  die  Linie  BE'  eine  den  parallelen  Linien  AF,  CG  parallele 
Ebene  legt,  welche  die  nüthigenfalls  gehörig  erweiterten  Grund- 
flächen ABC  und  DEFG  in  den  Linien  HJ  und  KL , die  eben- 
falls, wenn  es  nöthig  ist,  gehörig  erweiterten  parallelen  Seiten- 
flächen BCDG  und  AEF  in  den  Linien  HK  und  JL  schneidet. 
Dadurch  erhält  man  die  beiden  dreiseitigen  Prismen  ABHJD'E' 
und  DEKLD'E' , von  denen  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  sie  zur 
Deckung  gebracht  werden  können,  wobei  man  sich  am  besten 
etwa  das  obere  Prisma  um  die  Linie  D'E'  gedreht  und  in  das 
untere  Prisma  gelegt  denkt.  Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf 
der  Stelle  durch  die  einfachsten  Schlüsse  die  zu  beweisende  Gleich- 
heit des  Körpers  ABCDEFG  und  des  Prisma  ACHJFGKL,  was 
hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 


IV. 

Wenn  nun  ABCDEA' B C D'E'  (Taf.  III.  Fig.  5.)  ein  Obelisk 
von  beliebiger  Seitenzahl  ist,  so  lege  man  durch  eine  beliebige 
Ecke  A die  den  Seitenkanten  BB , CO , DD' , EE'  parallelen 
Linien  AB",  AC , AD",  AE",  und  ziehe  die  Linien  B"C',  C'D", 
Df  E" , wodurch  man  die  Pyramide  AA'B"CD"E"  erhält.  Zieht 
man  nun  noch  die  Linien  AC,  AD  und  CC" , Df  Df , so  sind 
ABCB'C B"C , ACDC'Df  CD" , ADELE E' Df  E"  offenbar  Kör- 
per von  der  Beschaffenheit  der  in  III.  betrachteten  Körper.  (Jeber- 
fegt  man  daher  jetzt  nur,  dass  der  Obelisk,  dessen  mittlere  Durch- 
schnittsfigur, Ergänzungsfi"ur , Höhe  und  Inhalt  wir  respective 
durch  M,  E,  H,  O bezeichnen  wollen,  die  Summe  der  Pyramide 
AA' B'C" V" F"  und  der  drei  vorher  genannten  Körper,  so  wie  fer- 
ner, dass  nach  einem  allgemein  bekannten  stereometrischen  Satze 
der  Inhalt  der  Grundfläche  der  Pyramide  offenbar  iE,  dass  end- 
lich die  Summe  der  mittlern  Durchschnittsfiguren  der  drei  die 
Pyramide  zum  Obelisken  ergänzenden  Körper  augenscheinlich 
M — E ist ; so  erhellet  nach  dem  bekannten  Satze  von  dem  In- 
halte der  Pyramide  und  aus  III.  auf  der  Ställe  die  Richtigkeit  der 
Gleichung 
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O = 5 . 4 E.H  + ( M — £)// , 


folglich 


Ü = {M  +*E)H, 

3( 

woraus  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz  ergiebt : 


Jeder  Obelisk  ist  der  Summe  eines  Prisma  und 
einer  Pyramide  gleich,  welche  respective  die  mittlere 
Durchscn nitts figu r und  die  Ergänzungsfigur  des  Obe- 
lisken zu  Grundflächen  und  d i c Hü n e des  O be I i sken 
zur  gemeinschaftlichen  Hübe  haben. 


Stellt  man  den  Beweis  dieses  von  Koppe  gefundenen  Satzes 
auf  die  obige  Weise  dar , so  bedarf  man  des  sogenannten  Schlus- 
ses von  11  auf  n -f  1 gar  nicht,  der  Beweis  gewinnt,  wie  es  mir 
scheint,  überhaupt  in  mehrfacher  Beziehung  an  Einfachheit,  und 
legt  auch  die  grosse  Einfachheit  des  Satzes  an  sich  deutlich  vor 
Augen.  Was  bei  der  obigen  Darstellung  der  Kürze  we»en  etwa 
noch  uneriirtert  geblieben  ist,  wird  Jeder  leicht  selbst  hinzufügen 
können.  Ueber  die  Anwendung  des  Satzes  zur  Berechnung  ver- 
schiedener Arten  von  Körpern  findet  man  vielfache  Belehrung  in 
dem  oben  angeführten  besondern  Schriftcheu  von  Koppe,  auf 
welches  daher  zu  verweisen  für  deutsche  Leser  völlig  genügt. 
Weil  jedoch  das  Archiv  sich  auch  einer  grossen  Anzahl  von  Lesern 
ausserhalb  Deutschlands,  ich  darf  wohl  sagen  fast  in  ganz  Europa, 
selbst  auch  jenseits  des  Oceans,  in  Amerika,  erfreuet,  so  mag, 
um  den  Satz,  wie  er  ungeachtet  seiner  grossen  Einfachheit  aller- 
dings verdient,  in  einem  möglichst  grossen  Kreise  bekannt  zu 
machen,  hier  in  der  Kürze  noch  Folgendes  dem  Obigen  hinzuge- 
fügt  werden. 


V. 

Eine  abgekürzte  Pyramide  ist  offenbar  ein  Obelisk  mit  einan- 
der ähnlichen  Grundflächen.  Bezeichnen  wir  daher  die  eine  Grund- 
fläche einer  abgekürzten  Pyramide  durch  F und  das  Verhältnis« 
einer  beliebigen  Seite  derselben  zu  der  glcichliegenden  Seite  der 

andern  Grundfläche  durch  m:n,  so, ist  nach  II.  m : ,y  ( m -f  v)  das 

Verhältnis  der  gleichliegcnden  Seiten  der  Grundfläche  F und  der 

mittlem  Durchschnittsfigur  M , und  in : L .j  (nt — n)  das  Verhältnis« 

der  gleichiiegenden  Seiten  der  Grundfläche  F und  der  Ergänzungs- 
figur E.  Daher  ist  nach  einem  bekaunten  Satze  aus  der  Lehre 
v#n  der  Aehnlichkeit 

F:M==  n)2. 
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folglich 


also  nach  IV. 


oder 


F:E  = m2:  j(m— n)2; 


-“CfiO*'-  ■*£*?)* 


Entwickelt  man  die  Quadrate,  so  ergicbt  sich 

Oä1Yi  + ” + "*)»F. 

3 \ Tm  m*/  , i 

Bezeichnet  man  aber  den  Inhalt  der  andern  Grundfläche  der  abge- 
kürzten Pyramide  durch  F , so  ist 

F.F  — m2:n2. 


also 

n 4 / F'  h2  F 
m~  » F ’ m2  F ; 

folglich 

o-4(t+Vf+r)"  ' 

oder 

■ ■ , ■ 

O = j //(F+  V~FF  + F'), 


welches  die  aus  den  Elementen  der  Stereometrie  bekannte  Formel 
zur  Bereehnnng  des  Inhalts  der  abgekürzten  Pyramide  ist. 

Ein  Ponton  ist  ein  Obelisk,  dessen  beide  Grundflächen  Recht- 
ecke sind.  Bezeichnen  wir  nun  die  parallelen  Seiten  dieser  Recht- 
ecke durch  a,  a'  und  b,  b' ; so  ist  nach  II.  offenbar 

-W= (o  + e') . 1 (b  + b')  = -j  (a+ a')(b  + b') , 

E = \{a-ar').\{b-b')=\(a-a')(b-b')i 
folglich,  wenn  h die  Höhe  des  Pontons  ist: 

O=jA|(a+a0(6  + F)+^(«-a')(6-6')l» 
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oder,  wie  hieraus  durch  leichte  Rechnung  folgt: 

O = | AI  «(26 +6') + «'(6 + 26')  I. 

oder  auch 

0= A 1 6(2a  + a')  + 6'  (o  + 2o')  | ; 

welches  die  gewöhnlichen  Formeln  zur  Berechnung  der  Pontons  sind. 

Auch  aus  diesen  wenigen  Beispielen  sieht  man  schon,  dass 
Herrn  Koppe’s  Satz  zu  vielen  bemerkenswerthen  Resultaten  auf 
sehr  einfache  Weise  führt,  und  jedenfalls  sehr  verdient,  in  den 
stereometrisehen  Elementarunterricht  immer  allgemeiner  aufgenom- 
men  zu  werden. 


X. 

lieber  die  Entstehung  der  Obelisken 
und  eine  geometrische  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  euclidischen  Geometrie  hat  es  von  jeher  als  Regel 
einer  guteu  Methode  gegolten,  und  wird  auch  immer  dafür  gelteu 
müssen,  dass  jederzeit  erst  die  Realität  eines  geometrischen  Ob- 
jects nachgewiesen  werden  müsse,  bevor  man  es  überhaupt  unter- 
nehmen dürfe,  Weitere  Untersuchungen  über  dasselbe  anzustellen, 
woraus  sich  auch  überall  die  öfters  scheinbar  willkührliche  An- 
einanderreihung der  geometrischen  Sätze  in  dem  euclidischen 
Systeme  auf  das  Genügendste  erklären  lässt,  so  dass  sich,  wenn 
man  nur  diesen  Gesichtspunkt  stets  festhält,  dieses  System,  was 
man  auch  in  neuerer  Zeit  hin  und  wieder  dagegen  gesagt,  und  ivenn 
man  auch  öftersmit  einer  gewissen  Geringschätzung  von  einer  Veral- 
tuug  desselben  gesprochen  haben  mag,  in  allen  seinen  Theilen 
auf  das  Vollkommenste  und  Schönste  abrundet.  Auch  wüsste  ich, 
selbst  auf  die  Gefahr  hin,  mit  einer  gewissen  Hartnäckigkeit  am 
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Althergebrachten  festzuhalten  beschuldigt  zu  werden,  in  der  That 
kein  neueres  System,  welches  sich  in  Bezug  auf  wahre  geometri- 
sche Strenge  und  Evidenz  der  Darstellung  der  eigentlichen  geome- 
trischen Grundelemente  — denn  nur  von  diesen , keineswegs  von 
den  grossen  und  schönen  Erweiterungen,  mit  denen  in  neuester 
Zeit  die  Geometrie  durch  Auflassung  allgemeinerer  Gesichtspunkte 
so  sehr  bereichert  worden  ist,  deren  hohe  Wichtigkeit  Niemand 
mehr  als  ich  anzuerkennen  bereit  sein  kann,  ist  und  kann  hier  die 
Rede  sein  — dem  euciidischen  Systeme  au  die  Seite  stellen  Hesse, 
weshalb  ich  denn  auch  dieses  System  namentlich  für  den  strengen 
geometrischen  Schulunterricht  — ohne  daneben  auf  die  Einführung 
neuerer  Entdeckungen  in  denselben  zu  verzichten  — durchaus  für 
das  geeignetste  halte , und  es  fortwährend  als  erste  und  eigentliche 
Grundlage  jedes  strengeren  mathematischen  Studiums  betrachte, 
wobei  ich  auch  nicht  umhin  kann,  zu  bemerken,  dass  sich  nach 
meiner  Ansicht  die  Art  und  Weise,  auf  welche  manche  neuere 
Bearbeiter  der  Elemente  gewisse  bekannte  Knoten,  deren  Lösung 
Euclides  uns  hinterlasseu  hat,  etwas  cavalierement  zu  durchhauen 
suchen,  keinesweges  billigen  lässt,  wie  auch  in  dieser  Zeitschrift 
schon  hin  und  wieder  hervorgehoben  worden  ist. 

Die  Einführung  der  besonderen  Art  von  Körpern,  welche  man 
Obelisken  genannt  hat,  in  die  Elemente  der  Stereometrie,  ist  jeden- 
falls sehr  verdienstlich  und  verdient  alle  Anerkennung.  Man  hat 
die  Inhaltsbestimmung  dieser  Körper  auf  einen  sehr  einfachen 
Satz  zurückgeführt,  welcher  eine  Quelle  vieler  anderen  Inhalts- 
bestimmungen geometrischer  Körper  ist,  und  ich  selbst  habe  in 
dem  vorhergehenden,  absichtlich  von  dem  vorliegenden  getrennten 
Aufsatze  eine  für  den  Elementarunterricht  so  wünschenswerte, 
möglichst  einfache  Begründung  dieses  Satzes  zu  geben  versucht. 
Aber  noch  Niemand  hat,  so  viel  mir  bekannt  geworden  ist,  den 
strengen  Nachweis  der  Möglichkeit  oder  Realität  der  Obelisken 
zu  führen  gesucht,  was  sich  nach  meinen  oben  dargelegten  An- 
sichten über  die  geometrische  Methode  nicht  rechtfertigen  lässt. 
Nach  der  Erklärung  der  Obelisken  hat  man , ohne  um  deren  Reali- 
tät sich  weiter  zu  bekümmern , sogleich  einige  Eigenschaften  der- 
selben bewiesen,  und  hat  dann,  wahrscheinlich  um  recht  bald 
etwas  in  der  Praxis  Anwendbares  zu  gewinnen , mit  einer  gewis- 
sen Eile  den  körperlichen  Inhalt  dieser  besonderen  Art  von  Kör- 
pern zu  bestimmen  gesucht.  Die  Nachweisung  der  Realität  der 
Obelisken  dürfte  aber  um  so  nöthiger  sein  und  ein  besonderes 
Interesse  gewähren,  weil  man,  wie  sich  nachher  zeigen  wird, 
wenn  man  dieselbe  zu  geben  versucht , zuletzt  auf  ganz  natürlichem  ■' 
Wege  zu  einem  Probleme  geführt  wird,  welches  sich,  so  viel  ich 
weiss,  bis  jetzt  in  den  stereometrischen  Elementen  noch  nicht 
findet,  und  nach  meiner  Ansicht  durchaus  aufgelöst  werden  muss, 
bevor  man  überhaupt  zur  weiteren  Betrachtung  der  Obelisken  über- 
gehen <Uuf.  Es  ist  hier  eine  Lücke  im  geometrischen  Systeme 
vorhanden , welche  man  sich  hätte  auszulullen  bemühen  sollen 
Wir  werden  bald  sehen , welches  dieses  Problem  ist  Eine  Auf- 
lösung bloss  mit  Hülfe  der  synthetischen  Geometrie , welche  aller- 
dings, um  jene  Lücke  genügend  auszufütlen,  erforderlich  sein 
würde  und  vielleicht  ziemlich  einfach  sein  kann,  zu  geben,  ist  in 
• diesem  Aufsatze  nicht  meine  Absicht.  Es  genügt  mir  vielmehr 
für  jetzt,  auf  das  Problem  aufmerksam  zu  machen  und  die  syn- 
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thetische  Auflösung  den  Lesern  zu  überlassen ; dagegen  werde 
ich  aber,  um  eine  genauere  Einsicht  in  die  Natur  desselben  zu 
vermitteln,  im  Folgenden  eine  analytische  Auflösung  geben,  welche 
mir,  sowie  die  Aufgabe  selbst,  nicht  ganz  uninteressant  zu  sein 
scheint 

Wir  wollen  uns  also  jetzt  zuerst  mit  der  Entstehung  der  Obe- 
lisken , deren  Erklärung  wir  als  bekannt  voraussetzen , beschäftigen, 
indem  wir  vorläufig  nur  bemerken,  dass  man  im  Folgenden  stets 
festzuhalten  hat,  dass  in  Folge  der  Definition  alle  einen  Obelisken 
begränzende  Flächen  ohne  Ausnahme  Ebenen  sein  sollen.  Hier- 
nach kann  man  sich  aber  die  Entstehung  eines  Obelisken  auf  fol- 
gende Art  denken,  wobei  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen, 
nenn  das  Schneiden  zweier  geraden  Linien  gefordert  wird,  deren 
Parallellismus  dabei  nie  ausschliessen  werden. 

Es  sei  eine  beliebige  ebene  geradlinige  Figur  A1A2A3Ai...An, 
welche  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  durch  F bezeichnen 
wollen,  gegeben.  Durch  den  Punkt  At  lege  man  eine  beliebige, 
nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F fallende  gerade  Linie.  Hierauf 
lege  man  durch  den  Punkt  A2  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur 
F fallende  gerade  Linie,  welche  die  vorhergehende  durch  den 
Punkt  At  gelegte  gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schnei- 
det, was  offenbar  jederzeit  möglich  ist.  Ferner  lege  man  durch 
den  Punkt  A3  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F fallende  gerade 
Linie,  welche  die  vorhergehende,  durch  den  Punkt  A$  gelegte 
gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schneidet,  was  wieder 
offenbar  jederzeit  möglich  ist.  Auf  diese  Art  weiter  gehend  wird 
man  endlich  zu  dem  Punkte  A„  gelangen.  Durch  diesen  Punkt 
werden  wir  wieder  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F fallende 
gerade  Linie  legen,  welche  die  vorhergehende,  durch  den  Punkt 
dn— j gelegte  gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schneidet, 
zu  legen  haben,  was  offenbar  jederzeit  möglich  sein  würde.  Soll 
liun  aber,  wie  es  nach  der  Definition  des  Obelisken  erforderlich 
ist,  auch  die  letzte  durch  die  Kante  A„ At  gehende  Seitenfläche 
desselben  eine  Ebene  sein,  so  ist  es  augenscheinlich  nöthig,  dass 
die  letzte  durch  den  Punkt  A„  gelegte , nicht  in  die  Ebene  der 
Figur  F fallende  gerade  Linie  nicht  bloss  die  vorletzte,  durch  den 
Punkt  An— ] gelegte,  sondern  zugleich  auch  die  erste,  durch  den 
Punkt  At  gelegte  gerade  Linie  schneidet,  und  wir  werden  also, 
indem  wir  den  Nachweis  der  Realität  der  Obelisken  zu  führen 
suchen,  offenbar  zuletzt  zu  der  Aufgabe:  — wenn  zwei  gerade 
Linien  im  Raume  und  ein  in  keiner  derselben  liegender  Punkt  ge- 

Seben  sind,  durch  diesen  Punkt  eine  die  beiden  gegebenen  gera- 
en  Linien  schneidende  gerade  Linie  zu  legen  — geführt.  Die 
Auflösung  dieser  Aufgabe  muss  also  im  geometrischen  Systeme 
nothwendig  der  Theorie  der  Obelisken  vorangehen.  Ist  aber  die 
Möglichkeit  derselben  nachgewiesen , so  wird  man  ohne  Weiteres 
mittelst  einer  der  Figur  F parallelen  Ebene  einen  nach  allen  Sei- 
ten hin  von  Ebenen  'begränzten  Körper  von  der  Natur  der  Obelis- 
ken hersteilen  können,  und  also  die.  Realität  der  letzteren,  wie  es 
die  geometrische  Strenge  fordert,  bewiesen  haben. 

Alles  kommt  also , wie  man  hieraus  sieht , auf  die  Auflösung 
der  oben  namhaft  gemachten  Aufgabe  an,  welche  wir  nun,  die 
Aufsuchung  einer  synthetischen  Auflösung  für  jetzt  den  Lesern 
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überlassend,  analytisch  auflöscn  wollen,  um  eine  etwas  genauere 
Einsicht  in  ihre  Natur  zu  vermitteln. 

Aufgabe. 

Es  seien  zwei  gerade  Linien  im  Raume  und  ein  in 
keiner  derselben  liegender  Punkt  gegeben;  man  soll 
durch  diesen  Punkt  eine  die  beiden  gegebenen  geraden 
Linien  schneidende  gerade  Linie  legen. 

Auflösung. 

Die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  seien 

!x — a, y — b, z — c, 

cos «!  cos  ß,  cos  Yi  ’ 
x — y — 6g  _z— Cj 
■ cos  oj  cos  ß.j,  cos  yi  ’ 

und  a3,  63,  c3  seien  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes.  Da 
die  gesuchte  gerade  Liuie  durch  den  Punkt  (0363C3)  gehen  soll,  so 
sind  ihre  Gleichungen  von  der  Form : 

2)  x~a3  _ !f— *— "fr  _ 

' COS  ff  COS  1 p COS  Y.  " 

Weil  nun  diese  gerade  Linie  sowohl  die  erste,  als  auch  die  zweite 
der  beiden  geraden  Linien  1)  schneiden  soll;  so  haben  wir,  wenn 
die  Coordinaten  der  respectiven  Durchschnittspunkte  durch  x, , yu 
und  x2,  y2,  bezeichnet  werden,  die  folgenden  Gleichungen: 

Xi—  Qi  _ Vz  — bi  _ h ~ ci 
cos  a,  cos  ßi  cos  Yi  ’ 

Xi—  a3  _ yi~b3  _ z,  — c3 
cos  tp  cos  ip  cos  3; 

und  \ 

Xj  — _ y% — _ *2 — C2 

cos  aj  cos  ß2  cosya  ’ 

Xj  03  ya  ^3 *2 — c3 

Cosqp  cosip  cos  % 

Nimmt  man  zu  diesen  acht  Gleichungen  endlich  noch  die  be- 
kannte Gleichung 


5)  cosqp2  -f  cos  1p2  -f-  cos%2  = 1, 

so  hat  man  neun  Gleichungen,  mittelst  welcher  die  neun  unbekann- 
ten Grössen  xlt  y3,  ; xit  y%,  z.2;  rp,  ip,  % bestimmt  werden 

müssen. 

Eüminirt  man  ans  den  vier  Gleichungen  3)  die  drei  Grössen 
*1  > yi  > *i » 80  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung : 
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6)  I (*i — *3)  cos  ft  — (c,  — Cj)  cos  ßi  l cos'tp  \ 

+ |(c,  — c3)co8  0f,  — (at — a3 ) cosy,  j cos ty  j =0; 

+ l(®i — /Z3) cos ßt — (A, — A3)cos«,  ] cos y 

und  auf  ganz  ähnliche  Art  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  Xj, 
yt,  aus  den  vier  Gleichungen  4)  die  Gleichung: 


7)  U*2_ *3)  cos/a  — fe— c3)  cosjSj}  cosqp 
+ 1 (ca — c3)  cos  o2  — (%  — a3)  cos ya  | cos 
-f  { («a  t—  a3)  cos  ß2  — (A2 — A,)  cos  0^  j cos  % 

Diese  beiden  Gleichungen  liefern  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung 5)  die  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten  Grössen  <p,  i/j, 
X erforderliche  Anzahl  von  Gleichungen. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 


Ai  = (a 1—03)  cos  ßi  — — 63)  cos  o1 , 

A2={a2— aa)coaß%  — {b2— Ä3)  cosoj; 
Bi  ~ {bi  — A3)  cos  Yi  — («i  — c3)  cos  ft , 
B-i  = (Aa  — b3)  cos  ya  — (ca  — c3)  cos  ß2 ; 
Ci—{Ci—c3)cosai  — {ai~-a3)  cos y, , 
(4=(cj5— c3)  cosaj — (03  — etj)  cosya; 

so  werden  die  beiden  Gleichungen  6)  und  7): 


8) 


9) 


Zfjcosgj-f-  Cjcosig  + yfj  cosy=0, 
ÄjCOS9J  + Qcosig-E/42cosy=:0;  ! 


woraus  sich 


10) 


Ai  B%  — Bi  d3 

cos  lg  = ,,, rr  cos  <p, 

'-'l  /*2  -flj 

BjC^-CiBi 

COS  % — ^ ^ ^ C08  Cp 

ergiebt.  Also  ist  nach  5): 

I ('l  d‘2  — ^ i 

cos  <P-+  y (AiBi_BiA^2  + (ßlQ_CiB.^+{CiJ.i-AiCI)*  ’ 

woraus  sich,  in  Verbindung  mit  10),  die  folgenden  Formeln  zur 
Bestimmung  von  tp,  ty,  y ergeben,  in  denen  die  obern  und  untern 
Zeichen  auf  einander  zu  beziehen  sind: 

rt  , f 1 -I2 ' Ai  

C0S  V~-  V (AiBt-BiA&J {BC(\-Ci  B.3)H(Ci  Aa-At  C,)*' 

/!(  ti’L ByA-i 


H)  < 


cosig=4 

C08X=  + 


V {AiBr-BiA3)H{Bi  q8-q,2fi)H(C142-41Cy*’ 

Bj  (\ — B.j . 

W{AiB1-Bi  A3f + {Bl  Cr-Ci  ß*)*+Ci  A2-At  Cy2' 
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Hat  mau  aber  die  Winkel  <p.  ip,  % mittelst  dieser  Formeln  ge- 
funden, etn  erhält  man  die  Coordinaten  xt,  ylt  j(  und  xr,  y2 , r2 
leicht  mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4),  was  wir  hier  nicht  wei- 
ter entwickeln  wollen. 

Die  Gleichungen  der  gesuchten  durch  den  Punkt  («36303)  ge- 
henden und  die  beiden  gegebenen , durch  die  Gleichungen  1)  cna- 
rakterisirten  Linien  schneidenden  geraden  Linien  sind  nach  2)  und  11): 

-r— g3  _ y— 63  _l  *— ct  * 

J (\A^-Ay(\  - AtBt-ßtAt  - /i,  G, — CiBz' 

Zu  einer  andern  Auflösung  gelangt  man  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  seien 

[ x = oji  + 6t>  y=atz  + ßt; 

| x = a2i  + 6*.  y=«**  + ß»i 

und  f,  g.  h seien  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes.  Also 
sind  die  Gleichungen  der  gesuchten  geraden  Linie  von  der  Form 

14)  x—f=A(z—A),  y — 9=21(1— 6). 

Sind  nun  xt , y 1 , z,  und  xit  y»,  :2  die  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte dieser  Linie  mit  den  beiden  gegebenen  geraden 
Linien,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  acht  unbekannten  Grös- 
sen x, , yi , Zi ; x% , y2 , r2 ; A , 21  die  folgenden  acht  Gleichungen : 

•ri=,,izi<  + 6i , yi=«ih+ft; 

15)  a;*==0iIz  + 62,  ya— “21*  + A»; 

xt—f=A(zl—h),  yi  — i/=2t(:1 — A), 
xi — f—  A {h — h) , yi — g =21  (i2  — h). 

Aus  den  vier  letzten  Gleichungen  erhält  inan  durch  Elimination 
von  A und  21: 

t (*I—  *)— (a'2—  f)(h—  A)=0, 

0 ( (?A -a) — </) (n - A)=0; 

also  vermöge  der  vier  ersten  Gleichungen: 

1 («in  +61 — /)(** — 6)  — (»2rz+62 — /)  (-1 — A)—0, 

° \ (“iJi+ft—  g)(^— *)  — (“a^  + Ai—  y)(zi-6)=0; 

oder 

i \ I («i  — (’t)  zi  + («* 6 I — /')  I 

\ — (61  — 62)  h -f  («i  6 4 62  — f)  , 
l(«l—  «*)*,  + («2Ä-f  ßl  — flr))!* 

( ~Hßi — ßz) 6 + («1 6 -f  ßi 
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folglich 

19)  I fl,A  + *i -/■+  (0,-0*) z,  || (ft - ft) h + (axh  + ft -y)  z,  I 
= ! o,A  | ft  — .'/  f («!—»!);,  1 |(A,  — A2)  A f (o,A  h 6*— f)zt  |, 
also,  wie  man  nach  leichter  Entwickelung  findet: 

20)  0 = | (At  — bt)  (oji  + ft  — {])  — (ft  — ft)  (%A  + b , —f)  | h 

l (°i — ai) (bi — /)  W+ft-ff)  ) 

+ | ~(ui—<‘-i)  \ 4, |- ft— </)  | z* 

+ I («i— oj  (oi*  + ft  — /)— («i  — <!*)(«,  A + ft— tf)  |ii® 

Für  ti  — h wird,  wie  inan  leicht  findet,  die  Gleichung  19),  folg- 
lich auch  die  Gleichung  20),  erfüllt,  so  dass  also 

o = I (bl  — b^ia^k  + ft  — <7)  — (ßi  — ß2)(n2h  + A,  — f) ) A 

[ («i— oj  (&!— A2) A +(ci  A + b2—f)  (o*  A + ft  —g)  | 

) — (aj  — a2(ß i — ß2)h — — /)  («i  A+/?.2 — -ijr)  j 

+ | K — o^^A  + Aa— /•)—(«,— «(^(«iAd  /fg-^IA3 

ist.  Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  20),  so 
erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

i M=  («i  — <*2)(ft  — Aa)A  + (a1Ä  + Aa— fifah  + fo—  g) 

21)  | — («j  — o*)  (ft  — ft)  A — (o.2A  f A,  — /■)  («i  A+/?s— g) , 

' iV  = (ot  — «2)  (n,  A | A2  («!  — 0j)  («, A + ft — </) 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

22)  (zj  — A)  i .1#  + (V  (zj  -f  A)  | * 0 , 
so  dass  also  entweder 


oder 


d.  h.  entweder 


oder 


z,  — A = 0 
M+  AT(zl-fA)  = 0, 
23)  z,  = A 


24)  Zi+A — 2y,  z,= — h— 

ist. 

Wollten  wir  aber  zj=A  setzen,  so  würde  aus  der  fünften  und 
sechsten  der  Gleichungen  15)  .r,  =f,  yi  —tj  folgen,  und  wegen  der 
ersten  und  zweiten  dieser  Gleicnungen  müsste  also 


f—  OjA  + Aj , g^uih  + ßi 
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sein,  d.  h der  gegebene  Punkt  (fgh)  würde  in  der  ersten  der  bei- 
den gegebenen  Linien  liegen,  was  gegen  die  Voraussetzung  strei- 
tet, da  wir  angenommen  haben,  dass  der  gegebene  Punkt  in  kei- 
ner der  beiden  gegebenen  Linien  liegen  soll. 

Hiernach  können  wir  also  bloss 

25)  z,=-h-~ 

setzen. 

Bis  hierher  haben  wir  die  Rechnung  absichtlich  ganz  allge- 
mein geführt.  Um  uns  jedoch  die  fernere  Rechnung  zu  erleichtern, 
wollen  wir,  was  oflenhar  verstattet  ist,  jetzt  den  gegebenen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen,  d.  h.  wir  wollen  im  Vorher- 
gehenden fz=.g-=.h— 0 setzen. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  im  Vorhergehenden 

( M—  bjßy — btß2 , 

| N—  M°i  - “2)  — M°i  ~ <«z); 

folglich  nach  25): 

27)  . bißr—btfii 

~ 1 (at  — Oi)  ßi  — K — «*)6* 

Nach  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  18)  ist 
. ^8zl J 

also,  wenn  man  den  vorhergehenden  Werth  von  z,  einfuhrt: 


28) 


b\ß%  b.1ßl 

(«,  — -(«i—%)  V 


Führt  man  nun  ferner  die  gefundenen  Ausdrücke  von  und  ^ 
in  die  aus  15)  bekannten  Gleichungen 

xi  — aizi  +b, , y1=a1z1  + ft  ; 

*1  *- 1 > 

-r2 = + "t  i y-i  ~ + ßi 

ein , so  erhalt  man  für  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der 
gesuchten  Linie  mit  den  beiden  gegebenen  Linien  überhaupt  die 
folgenden  Ausdrücke: 

IV.  » 

/ b\  0*2^2  alß’l)  b2 (K1  &1  — °lßl) 

l 1 ’ 

n„,  ] ß\  (c2^2  ~ a*ßz)' — ßli.a\b\  —<hßl) 

I,  < , . ’ jJl~  «.  b„i 

VI  I . . — b2ßl 
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I ~ ai?t)  ~ (ni  ~ ni  ßi ) 

8 _ («i  ~ «2)^1  ~ (“1  - “2>&1 

(?1  («A-nA)  --  /?„(<»! 6|  — Mi) 

^ («l  — «2)^1  — («1  - «2>*1 

^1^2  — ^8^1 

11  _ («1  ~ «*)  ft  ~ (“l  ~ “2>ft ' 


Die  Gleichungen  der  gesuchten  Linie  sind 


bx  (ajij  *-  M2)  — b.z  (Ki  ft  — «1  (?, ) 

ftft  - Ml 

ft (g2^2 — w2ft) — fe(**l^l  T~alft) 

biPix*-  Mi 


oder 


X 

ft  («2^2  — “2.^2)  — ^2  (al®l  °lft ) 

?/ 

«*»  (°2^2  — "2^2)  — /®2  (“l  ft  — °1  ft  ) 

Z 

ftft  — ftft 

Ist  der  gegebene  Punkt  nicht  der  Anfang  der  Coordinaten,  son- 
dern überhaupt  durch  die  Coordinaten  f,  g,  h bestimmt,  sjo  braucht 
man  sich  durch  denselben  bloss  ein  dem  primitiven  Coordinaten- 
systerue  paralleles  Coordinatensystem  gelegt  zu  denken,  und  wird 
dann  leicht  linden,  dass  man,  um  die  nüthigen  Ausdrücke  zur  Be- 
stimmung der  Lage  der  gesuchten  Linie  zu  erhalten , in  den  vor- 
hergehenden Formeln  bloss  für 

x,  y , z 

respcctive 

x—f,  y— y»  * — A; 

und  für 

b\ , ßi ; b%,  ß 2 

rcspective  . ; 

ayh  + by-f,  csyh  + ßy—g;  a^h  + b^  — f,  a2h  f fa  - g 

setzen,  alles  Ucbrige  aber  ungeändert  lassen  muss,  was  wir  wei- 
ter auszuführen  dem  Leser  überlassen. 

Schliesslich  wiederholen  wir , dass  wir  eine  Auflösung  der  vor- 
hergehenden Aufgabe  bloss  durch  Construction , so  dass  dieselbe 
Platz  in  den  Elementen  der  Stereometrie  finden  kann,  für  ivün- 
«chenswexth  halten. 


1 
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XI. 

Sur  leg  deriveeg  d une  fonction  de 
fonction. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 


Divers  procedes  ont  etd  proposds  pour  determiner,  en  forme 
finie,  les  derivees  d’une  fonction  qui  depeiul  d’une  autre  fonction. 
Ce  probl^me,  loin  d’etre  generalement  resolu,  n’est  aborde  que 
ponr  des  cas  tres  speciaux.  Convaincn  de  I’imperfection  de  ia 
theorie  des  derivees,  M.  Oscar  Schl  Omi  Ich  (Archiv.  T.  VII. 
p.  204.)  a tente  de  determiner  les  derivees  des  fonctions  fA-  et  /i*. 
II  a trouve 

dlfsl=Jn  Ml  XXfxX  + A2  Xzlf'xX  + ....  + 4^/;)  $ , 

dans  laquelle 

n X 2 ..  71  

Ar  — ^'^  UpX)n  — {p  — U)npi  + (p  -’2Vnpt-....±lnpp-l  |; 
et 

= Ax  e*ff  + ia  e^/V  + ....  + Xe**  /*? , . 

n ■ \ ; j 

le  eoeflicient  Ar  etant  donne  dans  cette  formule  par  l’equation 

; / \ = i l p\Vn~<.P-  l)nPi  -f  -±lnPr-i  I, 

•tJ  *:  *)i  ■ j,,  . : • 

Cb  observaht  que  dans  les  deux  formales  p, , pt designent  les 

coeflicients  binominaux  de  l’exposant  p.  L’autcur  a demontrd  ees 
formules  par  induction,  en  indiquant  qu’elles  seront  vdrifides  pour 
les  derivees  de  l’ordre  n + 1,  lorsqu’on  les  suppose  exactes  pour 
l'ordre  7i.  II  a ajoute  etrc  parvenu  ä la  ddtermination  des  coeflicients 
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r “”e  m®thode.  I"!  Iui  C8t  propre ; et  il  est  ä regretter  quil  ne 

JLSJV con,™un,Sue1e>1PV,8q,'.e  la  methode  est  solvent  Xs  in 
structive  <jue  le  resultat  11  (?st  interessant. 

üepuis  longtemps  i'avais  trouve  les  niemes  formnies  mal« 
occupe  par  d untres  rec&erches,  je  ne  les  avais  pas  re.li^es  En 
lisant  recemment  l’art.cle  eite  de  M.  Schl  «milch,  jafflxd  de 
nouveau  1 attention  sur  ce  su,et,  et,  en  attendant  que  i’auteur  faisse 
connaitre  ja  uietbode  par  laquelle  il  est  parvenu  a ses  förmuTe. 
j exposerai  le  nrocede  qu.  in'a  conduit  ä une  formule  eeneraTe  «ui 
einbrasse  les  formules  eitees  comme  cas  partieuliers.  ” ' 


Puisqu’on  a generalemcnt 


>t  faut  que  soit 


3"<Px=9" 


lorsque  * designe  une  variable  qui  sevanouit  apres  les  diffdrentia- 
tions.  Si  donc  y represente  une  fonction  de  x,  et  quon  pose 


on  aura  de  mente 


y = y*. 


(1)  0"/i=0X+„ 

et  lorsqu’on  fait 

(2)  Jt*+*  =y  + 
il  s'ensuit 

Ajr-l-t  — 

ce  qui  change  l'equation  (1)  en 


® Kfy=^fy+Bi. 

De  plus,  ön  tire  de  l'equation  (2) 

(4)  Q,  = yxi.,~~yt 

ce  qui  montre,  non  seulement  que  ©f  depend  de  x et  f,  mais  en- 
core  que  s evanouira  avec  c,  du  moins  si  Ton  excepte  les  va- 
eurs  particuheres  de  x pour  lesquelles  ilya  solution  de  continuite 
On  aura  par  suite 

/s+®,=/j  + f'ySt  + ~/"y  0,*+  i +-■■• 

et,  en  vertu  de  l’dquation  (3),  - . 

Tlieil  IX.  , 
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0 :/»= «C  tA, +M  + ©<9 + rjiA^  + i- 

ou,  puisque  y est  independant  de  r, 

(5)  sify-fyd1}  e.  + rl2/v:  »4* + ror»a;  ©*> + .... 

On  s’assurcra  nisement  que  la  Serie  dans  le  secoud  membre  de 
cette  formule  sarretera  au  terme 


M an  an 

172.3:...»'®  ^ 


parceque,  selon  l’equation  (4),  le  premier  terme  du  developpement 
ne  &r  suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  £ etant  pro- 
portioncl  ä f,  le  premier  terme  du  developpement  de  0™serapro- 
portionel  ä em,  et  qu’un  terme  de  la  forme  c™em<p,  s’dvanonira  avec 
£,  lorsque  m est  plus  grand  que  n,  et  que  <p,  reste  fonction  conti- 
nue  pour  £=0.  La  formule  (5)  peut  donc  etre  mise  sous  la  forme 


dans  laquelle  on  a pose,  pour  abreger, 

(6)  k!  — 1.2.3  ...A; 

et,  si  l’on  substitue  ä @t  sa  valeur  tiree  de  lequation  (4),  il  viendra 

fc — n-l-  j 1 

(7)  Kfs~  *£,  ^»"ijfx+r-yl*. 


Posons  encore,  pour  abreger, 

A Ä(A-l)(A-2)....(A-m+l). 

(8)  • (*)—  1.2“  3 . . m r» 


on  aura,  en  developpant  le  binome  (yxi-t — ■yx)i, 


„ *=af  i 

Kfy=  3 

zU  *=  i 


1 »=*+ 1 m „ , 1 


et,  si  l’on  a egard  ä l’eqnation  (1),  et  qu’on  observe  que  0"  y" 
= 3“  1=0,  il  resultera  enfin 

- fu  ui.  <i;  , 


Voici  la  formule  generale  annoneee  oui  subsistera  pour  toute 
fonction  fy  de  y et  pour  toute  fonction  y de  x,  en  exceptant  tou- 
jours  les  cas  partifculiers  oü  l’on  attribue  a x uuc  valeur  teile  que 
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la  continuite  sera  interrompue.  En  prenant  successivement  y—x*- 
et  y=ez,  eile  foumira  les  formales  de  M.  Schlömilch  rapportees 
au  commencement  de  cet  article.  II  laut'  observer  toutefois  que, 
quoique  la  fonnule  (9)  soit  plus  developpee  que  la  formule  (7), 
celle-ci  l’emporte  par  sa  simplleite:  c’est  pour  quoi  nous  allons 
nnus  en  occuper  encore  un  instant. 

Faisons 


on  aura 
d'nü 


y = yx  = e*, 
yx\,  = e1!  ’ = e*e‘ , 


yx^t~y  — ex(ef—\). 


et  la  formule  (7)  donnera 

k ~ Ti  -fl- 1 | 

(10)  • 3”/>  = t£i  1)*. 

Or,  t etant  egal  a zero, 

^v-d* 


sera  le  coefiicient  de  un  dans  le  developpement  de 

(eu  — 1)* 

suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  «.  Donc,  si  l’on 
designe  ce  coeificient  par  Hv,  n,  on  aura 

di)  Kf'*=^'£B*’”ekxf$' 

Lorsqu’on  voudra  appliquer  la  formale  (7)  ä la  determination  de 
la  derivee  c”/Gj , il  sera  plus  commode  de  substituer  d'abord  xc  a 

£ et  par  suite  ^3»  ä 3f,  cc  qui  la  changera  en 

'12)  Kfy  1 llC8” 

Uaintenant  si  Ton  fait 

y = y*  = x>*, 

«n  aura 

yx(,+f)  = a^(l  + *>“, 

d’oü 

y*(  l+o  — y = x*  t (1  + *)“  — ■ 1 }> 
et  Ion  trouvera,  ä l’aide  de  la  formule  (12), 

7* 
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(13)  8?  t (1  + 0“  — 1 1* ; 


donc.  si  Ton  pose 

_ 1 *=»+ 1 71 ! 

(14)  £/>=-  Jt  -ßAk.na&fJ1, 

il  suivra  que  Ak,n  sera  le  coeflicient  de  «"  dans  le  developpement  de 
((1  F«)M_li* 

suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  u.  Soit  encore 
y=zyxz=lx. 


on  aura 
d'on 


yx(  i+i)  = Ix  (1  + 1)  = Ix  + /(!  + *)> 


y*ti+*)~  y = /(l  + t). 

Cette  valeur  de  y substituee  dans  la  formule  (12),  il  viendra 

Kfi* =T*'7i!  /s* 5"  i 1 «i + *)  ■ i*. 

et,  si  l’on  pose 


on  sera  assure  que  Ci,»  represente  le  coeflicient  de  a™  dans  le 
developpement  de  > 

|/(l  + «)l* 

suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  a.  On  voit,  par  ce 
qui  precede , en  quoi  consiste  l’avantaee  que  fournit  la  formule  (7), 
puisqu’elle  montre  l’origine  des  coeflicients  B,  C,  de  mantere 
uu'ori  pourra  maintenant  etudier  ces  coeflicients  inddpcndamment 
des  formules  dans  lesquelles  ils  se  sont  presentes. 

Nous  examinerons  donc  ces  coeflicients  dans  un  article  special. 


Anmerkung  de«  Herausgebers.  Ju  Thcit  VIII.  Nr.  XXXIII.  uud 
Nr.  XU.  befinden  sich  noch  zwei  Abhandlungen  des  Herrn  Professor  Dr. 
Schlömilch  über  höhere  HiSerenzialquotienlcn. 
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XII. 

Sur  le  developpement  de  la  fonction 

|(l  + uY—  1)  * 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningoe. 


Les  applications  dn  No,  precedcnt  nous  ont  conduit  aus  coef- 
ficients des  puissances  de  u dans  le  developpement  des  fonctions 

{(l  + w)/*—  1)*,  (e“— 1)*  et  |/(l  + u))*. 

La  determination  de  ces  coefficients  offre  beaucoup  de  difficultes, 
et  jusqu’ici  on  n’a  pas  trouve  d’expressions  dont  la  simplicite  soit 
eomparable  ä celle  des  coefficients  hinomiaux.  Afin  de  contri- 
buer  ä la  connaissance  de  ces  coefficients,  je  rais  en  signaler 
quelques  relations. 


Le  developpement  de  la  fonction 
(1  + «)-« — 1 

en  serie  suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  u commence 
par  ft u,  donc  le  developpement  de 

(1  -f-  Tt)^' — 1 
J IU 

commencera  par  l’unite.  Au  lieu  de  la  fonction 
|(1  +«y— II* 
nous  considerous  donc  plutot  la  fonction 

- I ft  U ) ’ 
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dont  le  developpement  aura  l'unite  pour  premier  terme.  De  meine 
nous  nous  occuperons  des  fonctions 


£L-=if  et 
f u u 5 

au  lieu  des  fonctions 

)e“ — •lix  et  {/(l  +«))*; 

et  nous  posons 

(t) 

(2) 

i e“ — 1>*  . 

= * »*.»«■. 
u fl  SSO  - 

(3) 

ji«+.)j*=-y  ^ 

11  n=o 

n etant  un  nombre  entier  et  positif,  tandisque  x et  p designent 
des  nombres  quelconques.  Ii  suit  de  lä  qu  entre  les  coefficients 
A,  ß,  C de  l'article  prdcedent  et  entre  les  coeflicients  2t,  2b,  <L 
il  y a les  relations 


(4)  Ak,ii*^  ^2lk,n — k,/i  Bk,n  - — 23r,  TI — k \ tl,ti — fc ! 


k etant  un  nombre  entier  et  positif,  On  s'assurera  de  plus,  par 
le  theoreme  de  Canchy,  que  les  dquatiotts  (1)  et  (3)  ne  subsistent 
que  jtour  un  module  de  u inferieur  ä 1,  et  que  l’equation  ('2)  ne 
Subsiste  que  pour  un  module  de  u inferieur  a 2k. 

Designons  maintenant  par  t une  variable  qui  s’evauntilt  apres 
les  differcntiations , on  aura.  par  le  thdoröme  de  illaclaurin r 


(») 

^ l „„  S(1  + £)M  — 1, 

2lx,„,„  — n;0f  * ^ 

(6) 

(7) 

i 


equations  qui  suflisent  pour  determinor  2t,  23,  <£  pour  tout  nombre 
entier  et  positif  n,  et  auxquelles  on  pourra  joindre 


(8) 


2tx,n,,u  — 1 , 23»,  o — 1 > (Ex,  o — 4 ; 
2tx,—  n,|U  = 0,  2b x,  — ti  — — 0 , (E*,— «=0. 


En  rempla?ant  « par  — et  par  suite  B,  par  fiot,  on  tire  de  l'equa- 
tion  (5) 
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0r,  lorsfju'on  fait  ft=oo,  ou  — =0,  la  valeur  de  (t  + — )**  se  chan- 
eera  en  e‘.  Donc  si  la  valeur  de  i est  egale  ä zero,  on  aura 
1 e'—l  )* 

n!3‘i-r<  =i"2(*, »,i ; 

uu,  en  vertu  de  l’equation  (0), 

(9)  £>*,„=  PH*,,,!-. 

Si,  au  contraire,  on  pose  ft=i=0,  il  suit  de  l’equation  (5) 

1 5n  J(1  + 0)* 


äs  V 


= 21x,n, « t 


ou,  suivant  l’equation  (7), 

(10)  Cx,r  — 2lx,  n,  t- 

On  voit  donc  qu’il  suffit  de  determiner  d’une  maniere  generale  le 
coeflicient  2( , puisque  les  equations  (9)  et  (10)  fournUsent  le  moyen 
de  ddduire  & et  <£  de  21. 


Posons,,pour  abreger, 


(11) 

on  aura 


S<l±|l=in 
< . _ (n-«y*~i  « 

öfv,_  +e)jU_l  t, 

£(1  + t)  dt  fl  £=  xpe  ^ ft—: * (t  + £)/«, 


(12) 


d'oii 


et  puisque 


(1+0» 


(1  + t)f— 1 “ (1  + e)'1  — 1 
on  tire  de  la  prdeedente: 


+ 1. 


(13)  £ (i  + £)  dl  ft=x  ft  + * (ft — 1 *—!)/)> 

ou,  suivant  l’equation  (ll), 

£ (1  -f  s)dt  ft,  x — xfe,  x-i  + x (p.— 1 s—  1)  ft,  x , 

puis  'v':  ' ' ' 

(14)  8Jt.(l  + »)a«/r,»l  = *8;/r,,»-1  +X0^1(P:l£-l)/’f,xl. 

Pour  developper  les  derivees  de  cette  equation,  on  peut  se  servir 
de  la  formule  de  Leibnitz 
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n et  »i  etnnt  des  nombres  entiers  et  positifs , et  (n)  doime  par 
l’equation 


(16) 


n(n  — l)(n~  2) ....(»— -m+  1) 
W~1  .2.3  ....  m 


En  effet,  si  Ton  suppose  que  <p*  reste  fonction  eontinue  pour  ar=0, 
et  qu  on  fasse  if>x=xP,  p etant  un  nombre  entier  et  positif,  la  for- 
mule  (15)  se  reduira  ä 


(17) 


tT  9>*  = (»)  P-  CP  ß"  P 9>' 


En  appliqnant  cette  formule  ä l’equation  (14),  on  obtiendra 

/*»*  + n («— 1)2"_1  ft,x  = »ßj/f.x-i  + xfft— 1)  ndt~'  fe,x-xd"fi,  x, 

d oü  Ion  deduit,  en  ayant  egard  aus  equations  (5)  et  (11), 

».  - i»  / 

(18)  (x-f-n)  2(x,n=  *21x—  1,B  + ((»• — 1 * — 'W+ljax.n— 1- 

On  pourra  partir  de  cette  equation  aux  diflerehces  partielles  pour 
determiner  21x,n,  en  y joijgnant  les  equations  (8)  et  la  condition 
que  21x,n  ne  contienne  point  de  fermes  periodiques  par  rapport  ä x. 
Posons  pour  cela 

(19)  3x,"=V 

(*  + !)(*  + 2)....(x+n) 

substituons  cette  valeur  de  21  dans  l’equation  (18),  et  faisons  dis- 
paraitre  le  facteur  commun  aux  deux  membres.  On  trouvera 


d'oü 


Px,n  — Px—  i,n  + (ft— 71* — M -f-  l)Px,n— i , 


4xPx-un=(fl—  1*  — H+i)Px,n-i  i 

et  puisque  2Io>n=0,  si  n n’est  pas  egal  äzero,  on  aura  de  meine 
P ;>, n = 0 sous  la  mime  condition.  Si  donc  kl  reprisente  une  vari- 
able dont  l’accroissement  est  egal  ä l’unite,  on  diduit  de  la  pre- 
cedeute 

ic  — X 

Px- 1,«  = ^ (ft—  1 /-J  — n + 1)  Pt,  ,n-l 


(20) 


t — x-f- 1 


Px,n—  2 (ft — \kx — <n  +1)P*,,»—  1, 
*1 — 1 


ayantsoin  de  reduire  ä zero  la  fonction  periodique  par  rapport  ä x 
que  l’integration  finie  introduit,  si  * n'est  pas  un  nombre  entier  et 
positif. 

En  changeant  kt  en  /;2,  x en  L\ , et  n en  n — 1,  l’equation  (20) 
se  reduit  ä 

_ *,=*i+ 1 

P*,,n-i=  2 (ft  — l A-#— « + 2)  ft, , i 

*1 l * 
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et  substituant  cette  valeur  de  dans  lequation  (20),  on  ob- 

tienura  ' 


*i=*+i  fcz=*.+i  

Pxn=  k%x  0‘-l*i-»  + l)(f*-l^-»+2)P*s,^_a. 

En  continuant  ainsi,  et  observant  que 

Px,0~  2tx,  0 = 1 > 

Px,n~ 


il  vieDdra 


*,=*+ 1 1 kn-kn-i  + 1 

t t (p — lA't— «+t)(fi — 1/'2— n-f2) ...(fl — 1 kn). 


et,  en  vertu  de  l’equatiou  (19),  on  aura  enfin 

(21)  2tx,n  = 


*i— *+i  *i— 71  i^  1 ft  — 1 /'~j  — n 1 fi — 1 /'-2 — ß,- — \kn 
*1=1  i.=  t *n=l  Jt-f«  X-J-Jl  — 1 X -f- 1 ’ 

A, , A's , /•„  designant  des  variables  dont  l’accroissement  est  1,  et 

les  integrales  etant  prises  de  maniere  que  les  fonctions  periodiques 
par  ranport  ä x s’evanouissent.  Cette  equation  est  peu  comniode 
pour  levaluation  du  coeflicient  2t,  toutefois  eile  seniblc  meriter 
qnelque  attention,  parcequ’il  n’est  pas  impossible  de  reduire  l’inte- 
gration  multiple  ä une  Integration  simple.  Ajoutons  que  les  equa- 
tions  (9)  et  (10)  fburnissent  le  moyen  d’obtenir  immediatcmeut  des 
relations  analogues  pour  les  coefficients  2b  et<£.  L’equation  (18)  donnera 

(22)  (x  -f-  n }2b  /. . n = x2bx — j , n t x2bx,n — i , 

(23)  (*  + li)  <Tx,  n — X<Zx— i , n (x  1- «• — -1)  (Ex,  n— i ; 
et  l’equation  (21)  se  reduira  ä 


(21) 


»x,n  = 


*i=xq- 1 ka=*,-f-l 
2 2 
*i=i  *,=i 


*n~ *n— 1+*  /.  /.  ' /. 

J * "1  htt "» 

*n= l x + n’x-f  n—  1 "‘x-fl’ 


(25)  <Ex,it  = 


1 *>=V 1 kn~l’"Jl ' j'.Ai+n-l  Aa-fn-2  A„ 
*,=i  *a=i  ""  tn=  i ' x + n x -f  w— 1 ""  x + 1 


Lequation  (13)  conduit  encore  h d autres  relations.  On  en 
tire  d’abord 

xa=(1  +t)£  ~ 1 uq+»)a,/;-«(S^l«—i)/a, 

puis 

+{)ßfA_x(— l£  _ 
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En  y appliquant  la  fonnute  de  Leibnitz  (15),  qu’on  peut  mettre  aussi 
sous  Ui  forme 

s"<pxx\>i m=n|  i 

n!  m~  n («—  m)/’  m! 

on  trouvera 

af  "o +w~e=h-w.  i. 


n=0  (ll  — tu)! 
Or,  on  a 


m: 


n — m-f  I n — m 

l g—  (i  + «)»~i  _ 00  _ 0*-l) 
(»• — ?«)/  f fit  p « — m + 1' 

' et , eu  egard  ä la  formule  (17)  , 

1 


-,07|£(l  + £)3t/)-*(p-lr-l)(f| 

m 51»,  , 111  1 — 1 f xfi' — ■ 1 O»*— 1 r . x Q1"  r 

^S'/;  + Ö^TrA  - (m=I/6'  /l  + m!d>l’ 


*+)# 


(m- 

p — 1 »-m  + l,i«-i 

1 


m.'  '*'*  (»n  — 1)/ 

done  lequation  prdcddente  se  changera  en 

n — m 

-,8 *ft: 

n!  (/  m— o n — m 

ou,  en  vertu  des  equations  (5)  et  (11), 


*+l  (M- — 1)  sx+wt-m-  — 1*  — »»-Ha"*-!/-  i 

+it-^Td‘ff (m  — 1)/  d' 


m=n-\- 1 (r,  \ 

(2fi)  x2t*,„r=  2 !(x-pm)2tx,n.-(jx—lx—m+l)21»,m-li- 

m=0  ~ 7ß  -f-  J 

Le  second  membre  deviendra  plus  simple,  si  l’on  observe  qu’en 
general  on  a 


m=n+ 1 

2 ! q>m  + tyrn— 1 ) = 9>ü  + lf>— 1 + 2 ( <pm  -f  if;m  ) , 
m=±  o ■ - m=o 

et  que  par  suite  lequation  (26)  peut  etre  changee  en 


x2Jx,n=  (x+»)2L,n ^y(fi—  lx+  l)  21«,  _t 


Mais,  suivant  l’equation  (8),  on  a 

2L,-!  = 0, 
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et  de  l’equation  (16)  on  deduit 

n—m  ii 

(p— 1)=~ 

donc,  apres  quelques  reductions,  l’equation  precedente  deviendra 


/tyr,  (n  - m x - m)  p - (x  + m)  ”-"Tr  > 

(27)  »21,,«-^  (m — m) (n-~m  + 1)  ^ 1)2,x’”" 

Remarquons  encore  qu’ä  l’a'ule  de  la  relation  (18)  ou  deduit  de 
lequation  (26) 


(28) 


n«n+l  (#t_l)  ^ 

aÄ-—  mio 


On  parvient  ä une  relation  semblable  ä l’equation  (27),  en  ope- 
rant  sur  l’equation  (12)  presentee  sous  la  forme 


d'oii  Ton  tire 


a / e * I * i 

~ 1 + £_(1  + e)i-M  e ’ 

xp/)  = (1-  + li  tiefe  + *ft  I- 


, {,,,.  ’ ^ 

En  preuant  la  derivee  de  l’ordre  n par  rapport  ä £ des  deux  mein- 
hres  de  eette  equation,  et  se  servant  des  formulcs  (15)  et  (17).  on 
obtiendra  apres  quelques  reductions 


n— m+  l 
m=n  -fl  — ttl  v 

llUx,  n—  — (x  -p  m)  - 2tx,m, 
m=o  (* 


(29) 

on,  ce  qui  revient  au  meine, 

m=n  , (#  + »*)  (1  — t1) 

(30)  ri3ix,n—  J (-  iüa. 


(7.1, (^1)^,  , 

(71— m)  («“»»  + l)r  ' 

Ajoutons  encore  que  l'on  trouvera  des  relations  analogues  pour  les 
coefticients  E>  et  <£  a l’aide  des  equations  (9)  et  (10).  L’equation 

(27)  conduira  ä 

,,  m J ri  — lHK—ni^ 

1l7b/,n — ■*  7 ~ i.  i'Si  ' 


(31) 

(32) 

L equation  (*2S)  donnera 


=o(«~  w + 1)!" 

m=n  x -4 -lil 

n<L,  n—  2 (— l)"-m7 W 

’ m=ov  ' (n  — m)  (n  — m + 1) 


»=«+ i 1 _ 

(33)  »*,„=  m£o  (n_TO+i)! 


(34) 


( ])n— m 


**  T _ ",  T vix — 1 , m • 
m=0  n—  7»+l 

1 

Enfin  l’equation  (29)  ou  (30)  fournira  sfiulement 
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(35)  »£*,„=  2 ( — ])**— «H-i 


x-f-m 

(«  — m-J-1)!' 


rar  pour  p--ü  eile  coincidera  avec  l’equation  (27)  et  se  reduira 
donc  ä Ja  relation  (32). 

A ces  relations  pcuvcnt  se  joindre  celles  qu’on  obtient,  en 
appliquant  la  formule  de  Leibnitz  au  secoud  membre  de  l'equation 

flS'  * > ’ 

ön  arrivera  a 

(36)  2(x,  n = 2fa,  m 2lx— X,  n—m , 

m=0 

puis , au  moyeri  des  equations  (9)  et  (10) , 

(37)  »*,  n — ^.,m<5x4,n-ni, 

m=0 

1 % 

(38)  Cx,n  = ^ (Ea,toCCx— Ä,n— «*• 

m=o 


J7I  [(1  + 0^  ~ — l?x 

pE 


p£ 


Dans  toutes  les  formules  rapportees  ci-dessus  la  valeur  de 
p reste  invariable ; c’est  pour  quoi  nous  avons  ecrit  partout  simple- 
ment  2t*,n  au  lieu  de  2tz,n>/u.  Cherchons  ä prdsent  des  relations 
dans  lesquelles  il  entre  ä-Ia-fois  diverses  valeurs  de  p. 

Soit  y une  fonction  de  x determinee  par  l’equation 


(39)  y=yx=(l  + x)l*  — ]; 

ii  s’en  suit 

y _(i+*y  — t 
fix  fix 

De  plus  on  tire  de  l'equation  (39) 


d’oii 


donc  on  aura 


a:=('i+y)^  — 1» 

fix  (1-t-yy*— 1 

y 1 


\y 


(40) 


y _(t  -f -r)^  — I _ 
flX  fix 


(1+yr-t) 

— J — 

p 


puis 


p 


(ü 


Digitized  by  Google 


109 


Happeions,  noos  maintenant  la  forroule  (!)  du  No.  precedent 

<«>  ^="2 

et  appliquons  cctte  formule  au  second  menibre  de  l’equation  pre- 
cedente;  nous  obtiendrons,  en  egard  ä l’equation  (39), 

Vr,'dv  S “ I I (1  +*  + *)"-  (1  + lm • 

( j 

En  faisant  .t=0.  ct  observant  que  y s’evanouit  avec  x , on  deduit 
de  la  precedente  jointe  ä,  l’cquation  (5) : 

2 a_*,ra,r  ö«  ((i  +£>'*— itm. 

“=0  i“  „J 

Mais , ä l aide  des  equations  (5)  et  (17),  on  trouvcra 

^"i(i+^-i!m=ffc^  i— g~T 


((l-ff).“  — 1)  »_ 


' (n — m )!  * / ftt 


— 21m,  n — m,ß  j 


donc  on  aura 


m=n-f- 1 

Üx,UyH—  ^ (ln2l— x,m,  u 2l/n,  n— m,p , 

m=0  ^ 

ou , en  ecrivant  — x au  lieu  de  x, 

(42)  21 — x,n ,fxz=  (in  2tx,m*  2(m,n— m,/u. 


De  plus  on  en  tire,  en  vertu  des  equations  (9)  ct  (10), 

m=n4- 1 

(43)  23— x,  n — €x,mÄra,n-m> 

m=0 

m=nf-l 

(44)  C—  x,n  = Äx,m€ra,n- m» 

m=  o 

Le  theordme  de  Burmann  conduit  encore  ä une  relation  plus 
simple.  En  effet,  en  vertu  de  ce  thdoreme,  on  a 


Sx<P9—dä  j J dy  Vy\  • 

en  faisant  x=Q  apres  les  differentiations,  et  supposant  que  y 
s’evanouit  avec  x,  tandisque  la  rapport  — reste  fini.  11  s’en  suit 
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et 


, <ä)'=^s(£T. 

Si  dowc  y depend  de  x par  l’equation  (39),  d’oü  Ton  a deduit 


»i  dowc  y depend  de  x 
lequation  (40),  on  obtiendra 


— X-f« 


. » s-  WMj£=J  , 

1 r yx  5 r *-fn  S ) ■.  1 / 


et  puisque  les  valeurs  de  x et  y sont  nulles  apres  les  di  deren tia- 
tions,  on  aura,  suivant  lequation  (5), 


(45)  ^ 2(— x-|-n,«,  ^ 5 

d’oü  encore , en  ayant  egard  aus  equations  (9)  et  (10) , 

(46)  8x,n  = C-x+n, * > 

(47)  <Lx,n  = K_y_n  ®—  x’-fn,  n- 


Avant  de  terminer  cet  article,  nous  ferons  connaitre  les  for- 
mules  par  lesquelles  les  coeflicients  2t,  2b,  <E  sont  exprimes  d’une 
maniere  independante. 

Considerons  d’abord  le  cas  ou  Jt  ‘ scra  un  nombre  entier  et  po- 
sitif,  que  nous  designerons  par  p.  On  aura 

1 „„((1  + ^-1 
*>’*  = n!8'  j ^ 

d’oü,  suivant  la  formule  (17), 


puis 


(-l)P9=|Hfl 


• . . i i.  *>  . i . • *’  i 'ji(!  i.  * 

( — l)PJ=f+l  , 9 1>+* 

2tp>„=— - -2  (—l)?(p)(r/ft). 

i rr  y=a 


(48) 


Soit  ensuite  u une  fonction  de  x determinee  par  l'equation 
(49) 


d’oü 


(l  + ar>*— 1 * 

U = Ux  = 1. 

HX 
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?:  j(1+*r  *1 

Appliquons  i’equation  (41)  au  eecond  membre,  et  observons  que 

— / s:a+«)^w(i + «)*-", 

il  viendra 

„ I /I  »V*  — 1 \ * m=n  fl  m 

0„  _ 2 (jt)(1  + „)x-ma^(Mjt+,_f<)m. 

i | m=o 

et,  puisque  «=0,  lorsque  x — 0,  on  trouvera,  en  prenant  x~0 
et  recourant  ä I’equation  (5),  n , 

aF=n-fi  m 

(50)  2 (x,n—  Cfm,n(x), 


dans  laquelle  on  a fait,  pour  abreger, 

1 rjn  m 

“»>* — —,Ot  M,  , „ 

ou,  suivant  I’equation  (49), 

(— 1)»*»^  (1+«)M— I)« 

“”>>»=  ■ -f-O,  1- 


- p£ 


de  plus,  m etant  un  nombre  entier  et  p<isitil',  on  tire  de  la  prece- 
dente  jointe  ä I’equation  (5), 

p=m+i  p 

(51)  tt/n,n=(—  l)m  2 (-l)p(m)2p,„. 

Donc,  lorsqu’on  aura  trouve  la  valeur  de  2t;l,„  par  I’equation  (48), 
on  Ivaluera  am,n  par  I’equation  (51),  et  I’equation  (50)  donnera 
enfin  la  valeur  de  2lx,n,  quel  que  soit  x. 

On  trouvera  pareillement,  pour  l’evaluation  de  23, 

•da)  ••  IlO.'  1 m=» fl  m 

(52)  23x,  n—  2 ßm,n(x)t  , 

< m=o 

(53)  ßm, n = (-  l)mr  2 1 (-  l)r  (m)  2bp.n, 

p=0 

( — l)p  »=t+i  i 

Quant  au  coefficient  <E,  on  aura  encor© 


m=n-f  1 m 
(Ex,  n — ym,  n (*)  > 

ro  = 0 

p-mfl  p 

ym,n=(—  l)m  (— l)P(m)€p,n; 


(55) 

(56) 

mais,  lorsqu’on  voudra  deduire  la  valeur  de  <Lp,n  de  I’equation  (48), 
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en  y faisant  n = 0,  on  sera  condait  ä la  forme  Pour  dviter  cet 
ioconvenient,  on  differentie  p foix  par  rapport  k t I’equation 

9=|»4- 1 ? p-f-« 

er  21p,  »,,  = (—  1)p  <2  ( — 1)^  (//)  (srO* 

f=o 

et  l’on  trouvera,  en  ayaut  egard  aux  equations  (10)  et  (17), 


f=H"i  i . r+» 

p/Cp,.  = (-!)»  3 (-1  )'(P)%(9‘). 


ou , 6i  l’on  substitue  (äs r/  et  par  suite  qdt  ä dt , 


p-fn  ff=J»4*l  f 

p/€p,n=Sj(f)  (— l)i>  ^ (—  l)*(p)9'. 


Or,  comme  on  a 


Äp,  o — 1 , 


on  deduit  de  I’equation  (34) 

1 = ^ 

P- 

eo  qni  change  i'equation  precedente  en 


. (—  1)j>v=j>+i  . i 

1 = ~pT  4»  (-,),(p)9p. 


(37) 


n 

®p.«=3?  (*) ; 


d’oü  l’on  voit  que 
loppement  de 


sera  le  coefßcient  de  xV  dans  le  deve- 


ptf  x(x—  l)(x — 2)....(x — p — M+l) 

{X)~  1 . ‘2  . TT77.  Tp  + n) 


suivant  les  puissanees  entieres  et  positives  de  x.  Avant  bvalnd 
ce  coeflicient,  soit  par  le  theoreme  de  Girard,  soit  par  d’autres 
moyens,  on  caleulera  y,„,  „par  I'equation  (50),  et  I’equation  (55)  four- 
nira  ensuite  la  valeur  de  <Zx,n  pour  tout  x.  II  faut  remarquer  tou- 
tefois  qu’il  sera  plus  simple  de  deduire  la  valeur  de  <£  des  equa- 
tions  (47)  et  (52),  ce  qui  donnera  immediatement 


X tn~nf- 1 nt 

<£*.«  = rr.  ~ ßm> n ( — * — «)» 

X 7 1 m=o 

ou,  ce  qui  revieDt  au  mäme, 

(58)  «*, » = —rz  m=^'  (—  l)m  /?»,»(*  + « + w - 1). 

Ä T 74  m=Q 
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XIII. 

ITel>ung§aiifgat>en  für  Schüler. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Di  enger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Phjsik  an  der  höheren  Bürgertehule  za 
Sinsheim  bei  Heidelberg. 


1.1.1  . 1 , ...  * 

2*^1 +6»— 1 + 10*— 1+  14®  — 1 + ■",n  ■ 8‘ 

_i  , _J_._J_._J_.  . f _i 

2®-l+4®  — l+6»-l  + 8®-l  ~T 

1 , 1 , 1 , . . r _1  * 
42-1  + 8«— 1 + 12®— 1 + '"  ,n  ,nl-  — 2 8' 

1.  n ' 1 Jt  1 * . ■ ■ r 2 

2 22  + §2  to,'S  23  + 2* tang  2*  + -• ,n  lnf' = « 

1 . * . 1 . * . 1 , n , • ■ r ^ 1 

. 2 tang  gi  + 9®  taug  p + 2® tang  p + -t-  “ L 


Zwischen  den  Schenkeln  AB  und  AC  des  Winkels  BAC  soll 
die  Linie  DK  so  gezogen  werden,  dass  der  innerhalb  des  Win- 
kels BAC  gegebene  Punkt  F der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
ADE  werde. 

(Die  Figur  zn  dieser  und  der  folgenden  Aufgabe  wird  (ich  ein  Jeder 
leicht  (elhst  entwerfen  können.) 

. ' : u.  ■ i . 

Ausserhalb  der  Schenkel  AB,  AC  des  Winkels  BA  C ist  cinPunkt 
E und  innerhalb  dieser  Schenkel  eine  durch  die  Spitze  A des  Winkels 
gehende  Linie  AD  gegeben;  man  soll  die,  die  Schenkel  AB  und 
AC  in  M und  N schneidende  Gerade  MN  dergestalt  ziehen,  dass 
sie  verlängert  durch  E gehe  und,  wenn  O den  Durchschnlltspunkt 
dieser  Linie  mit  AD  bezeichnet,  zugleich  MO=ON  sei. 


Theil  IX. 


8 
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Auf  einer  Geraden  OP  rollt  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  R 
ist,  mit  einer  Geschwindigkeit  V.  Auf  dem  Umfange  dieses  Krei- 
ses rollt  ein  zweiter  Kreis,  welcher  den  ersten  im  Anfänge  der 
Bewegung  in  einem  bestimmten  Punkte  G berührt,  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit v.  Ist  nun  r der  Halbmesser  dieses  Kreises,  so 
verlangt  man  den  Ort  eines  bestimmten  Punktes  M des  Umfangs 
des  letztem  Kreises  am  Ende  der  Zeit  t,  so  wie  die  Kurve, 
welche  dieser  Punkt  beschrieben  hat. 


Es  ist 

ab  + (a+d)be  + (a+2d)6e*  + (a+3rf)6e*  + ....  -f  (a+(n— l)rf)6e"— 1 
(e  — 1)  (a  + (n  — 1)  d)  bcn  — (en  — 1)  bd  — (o  — d)  b (e — 1) 

- («— •!)*  • 

So  findet  man  für  <i=l,  e=6,  d—  I : 

— (ii  4- 1)  -4-  fß 

b +26*+ 363  + 464  + ....  + nbu  = . —■ 


Es  ist 


r(r-l)(r~2)....l  + (r  + l)r(r— 1)  ...2. *+fr+2)(r+l)...3. *»+.... 

....  + (r  + m)  (r  + m — 1) ....  (m  + 1)  xm 

xm+r+i — x m + r + 1 xm+T — 1 
l)r+*  + T (x—  l)r  ' 

_ (m+r+l)(nt+r)(m+r— 1)  xm+r— a 


[xm+ri 
±"^T 

(m+r+l)(m+r)  xm  t r_  1 


1.2 


’ (x — l)r_ 1 


1.2.3 


(ar-l)r-* 


(m-fr-f l)(m  + r)....(m  + 2)  .rm  t 1 


TT2.3....r 


xmx  1_1 

x — 1_|* 


wobei  das  obere  Zeichen  für  ein  gerades,  das  untere  für  ein  un- 
gerades r gilt. 

So  findet  sich  z.  ß.  für  r = 3: 

3.2.1  + 4.3.2.a:  + 5.4.3.a:a  + ....+(m  + 3)(m+2)(nl+l)x,,, 
p a:m+4 — x . xm+ 3 — 1 (m+4)(m  + 3)  *"+* 

=6  L-  l^lF  + (m  + 4)  • O ■&=& 

. (m  + 4)(m+3)(m  + 2)  a-m+1-| 

+ Ol ^=ij 

Für  a:=l  bietet  sich  die  Summeunterder  Form  j-dar,  deren  wah- 
rer Werth  jedoch  alsdann  leicht  zu  ermitteln  ist. 
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bx- f abx2  -f-  (a  -f  1)  6.r 3 -f-  (a  p 2)  bx*  1 ....  -f  (o  -f  n — 2 )bxn 

,xn+1 — x1  , , (n  — 2)xn+2 — (m  — 1) int  ’ p-2(a;3  — x2)  p x 

ab , o y .n; — — — • 

x — 1 (rr  — l)2 


XJLV. 

in  i 8 c e 1 1 e n. 


Die  durch  gros.se  Gelehrsamkeit,  namentlich  auch  in  philolo- 

fischen  Dingen,  ausgezeichnete  Schrift:  Denkschrift  zur  Säcu- 
arfeier  der  Universität  Erlangen  am  23  — 25.  Aug.  1343 
im  Namen  der  vereinigten  Universität  Halle  und  Wit- 
tenberg dargebracht  von  Dr.  J.  S.  C.  Schweigger,  Pro- 
fessor der  Natur  wisse  ns  chaft  in  Halle.  (Ueber  natur- 
wissenschaftliche Mysterien  in  ihrem  Verhältniss  zur 
Litteratur  des  A 1 terthums.)  Halle.  4.  enthält  auch  manche  fiir 
die  Geschichte  der  Mathematik  interessante  Bemerkungen,  und  ver- 
dient daher  in  dieser  Beziehung  um  so  mehr  hier  empfohlen  und 
in  Erinnerung  gebracht  zu  werden,  weil  solche  Gelegenheitschrif- 
ten oft  weniger  Beachtung  finden,  als  sie  verdienen.  Ich  werde 
daher  hier  und  gelegentlich  wieder  in  den  folgenden  Heften  des 
Archivs  Einiges  aus  derselben  ausheben,  wünsche  aber,  dass  da- 
durch Niemand  abgehalten  werden  möge,  sich  mit  dem  ganzen  In- 
halte dieser  gewiss  recht  sehr  Beachtung  verdienenden  Schrift  des 
würdigen  Herrn  Verfassers  und  anderer,  eine  ähnliche  Tendenz 
habender  .Schriften  desselben  näher  bekannt  zu  machen,  was  ins- 
besondere auch  den  Herren  Philologen  anzurathen  sein  möchte. 

Ich  hebe  für  diesmal  die  folgende,  das  berühmte  Problem  von 
der  Verdoppelung  des  Würfels  betreffende  Stelle  mit  einer  aus- 
führlichen Note  zu  derselben  heraus,  die  sich  S.  12  und  13  und 
S.  44  und  45  finden,  und  hoffe,  dass  beides  für  sich  verständlich 
sein  wird,  indem  ich  nur  noch  bemerke,  dass  die  Note  sich  haupt- 
sächlich auf  die  iin  Texte  mit  Cursivschrift  gedruckten  Worte 
bezieht.  (; 

„■Wenn  Aristoteles,  da  wo  er  in  seiner  Physik  vom  Raum 
redet,  die  ungeschriebenen  Lehrsätze  (ctypatpa  Soyfiara)  des  Plato 
erwähnt,  so  ist  es  klar,  dass  man  sich  dabei  nicht  ein  eigenes, 
dogmatisch  geordnetes  philosophisches  System  zu  denken  habe, 
wie  Tennemann  meint,  eben  so  wenig  aber,  wie  neuerdings  Her- 
mann annimmt,  „ eine  weitere  Entwickelung  der  Sokratischen  Keime 
unter  dem  Einfluss  anderer  Philosophien  oder  eigener  Erfahrun- 
gen“, was  auf  spätere,  von  der  schriftlichen  Mittheilung  verschie- 
dene Zusätze  hinauslaufen  würde,  von  denen  jedoch  schwer  zu 
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beweisen  wäre,  dass  sie  lediglich  eine  weitere  Entwickelung  So- 
kratiseher  Keime  waren,  also  der  Hauptsache  nach  auf  Moralphi- 
losophie sich  bezogen.  Eher  das  fiegentheil  lässt  sich  wahrschein- 
lich machen  mit  Beziehung  auf  eine  Andeutung  Cicero' s,  der  aus- 
drücklich hervorhebt,  dass  Plato  sich  von  ägyptischen  Priestern 
in  astronomischen  und  mathematischen  Dingen  habe  unterrichten 
lassen,  auch  die  Pythagoräer  aufgceucht,  um  sich  über  Dinge  zu 
belehren,  welche  Sokrates  verschmähte.  Und  man  darf  nur  einen 
Blick  werfen  auf  die  Geschichte  der  Mathematik,  um  sich  zu 
überzeugen,  dass  Plato  und  seine  Schule  auch  in  mathematischer 
Beziehung  einen  bedeutenden  Huf  habe.  Von  Aufgaben  ganz  an- 
derer Art  handelt  es  sich  hier,  als  diejenigen  sind,  worauf  wohl 
zuweilen  in  den  Platonischen  Schriften  angespielt  wird.  Im  mathe- 
matischen Fache  müssen  wir  also  ganz  entschieden  ungeschriebene 
Platonische  Lehrsätze  annehmen.  Selbst  mit  einem  Ausspruche 
des  Delphischen  Gottes  hängt  Platos  Ruf  als  Mathematiker  zu- 
sammen, indem  er  das  geometrische  Problem  gelöst  haben  soll, 
wovon  das  Delphische  Orakel  das  Aufhören  der  Pest  in  Atheu 
abhängig  machte.  Was  man  auch  halten  mag  von  dieser  Sage 
oder  Fabel : auf  alle  Fälle  ist  ihre  Entstehung  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung denkbar,  dass  nicht  bloss  im  Orient,  sondern  auch  in 
Griechenland,  und  namentlich  in  dem  durch  seine  Elcusinischen 
Mysterien  berühmten  Athen,  mathematische  und  religiöse  Bezie- 
hungen in  engerer  Verbindung  standen,  als  man  gewöhnlich  sich 
vorstellt.  Wie  aber,  aus  ganz  guten,  wissenschaftlichen  sowohl 
als  moralischen  Gründen,  wir  lieber  gar  keine  Mathematik  und 
Naturwissenschaft  werden  haben  wollen,  als  eine  solche  traditio- 
nelle, welche  noch  heut  zu  Tage  bei  den  Brahminen  in  Ostindien 
religiös  sich  geltend  macht:  so  konnte  dasselbe  auch  bei  So/cra- 
tes  der  Fall  sein,  welcher  eben  darum  bloss  auf  Moralphilosophie 
sich  einliess,  die  ihrer  Natur  nach  entgegengesetzt  ist  jedem  fal- 
schen Mysticismus." 

13.  „ Cicero  de  finibus  V.  29.  — Die  übrigen  hierher  gehörigen,  auf 
p/ato’s  mathematische  nur  mündlich , nicht  in  seinen  Schriften  vorgetra- 
gene  Lehrsätze  sich  beziehenden  Beweisstellen,  findet  man  gesammelt  in 
Montucla's  Geschichte  der  Mathemntik,  B.  I.  S.  t63 — 185,  wo  umständ- 
lich die  Rede  ist  von  den  bedeutenden  Verdiensten  Plato’s  nnd  der  Plato- 
nischen Schule  um  Mathematik.  — So  wie  aber  der  Ruhm  des  Sokrates 
mit  dem  Ausspruclie  des  Delphischen  Gottes , der  ihn  für  den  weisesten 
erklärte , zusamnienhängt : so  reiht  eine  Sage  den  Ruhm  Plato’s  als 
Mathematikers  an  den  Ausspruch  desselben  Gottes  an.  Um  sogleich  zn 
verstehn,  dass  von  dem  sogenannten  Delischen  Problem , die  Verdoppelung 
des  Cubus  betreffend,  die  Rede  sei,  lese  man  S.  13. Z. 12  ( — oben  Z.  18.  — G.) 
statt  ,,  das  Delphische  Orakel  “ vielmehr  „das  Delische  Orakel“,  obwohl  der 
Orakel  gebende  Gott  derselbe  ist,  nämlich  Apollo.  Apollo  soll  die  Ver- 
doppelung der  Masse  seines  cubischen  Altars , gemäss  den  von  Montucla 
angeführten  Zeugnissen , zur  Bedingung  des  Aufhörens  einer  Pest  in  At- 
tica  gemacht  haben.  Natürlich  darf  man  nicht  an  jene  berühmte  Pest 
denken,  welche  den  Pcrikles  hinwcgralftc , sondern  muss  eine  spätere 
Rückkehr  der  Seuche  annelimen  , sofern  nämlich  Plato  das  Problem  ge- 
löst haben  soll,  obwohl  Montucla  gezeigt  hat,  dass  es  schon  vor  ihm 
gelöst  war.  Ucbrigcns  giebt  es  noch  eine  ganz,  andere , hinsichtlich  auf 
Namen  und  Localität  verschiedene  Erzählungsart  der  Entstehung  dieses 
Problems.  Und  eben  darum , weil  von  einer  ganz  schwankenden  und 
ihrer  Natur  nach  nicht  an  eine  bestimmte  Localität  zu  bindenden  Fabel 
die  Rede  ist:  so  kann  man  (wie  Uutton  et  that  und  eben  so  auch  Bar- 
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/0tP,  jeder  in  seinem  mathematical  and  philosophical  dictionary,)  das 
Delische  Problem  bloss  als  Appollinisches  Problem  auffassen,  da  Apollo 
auch  Delius  heisst;  und  mag  dann,  wie  cs  gleichfalls  von  Hutton  und 
Barlow  geschah,  auch  Delphisches  Orakel  schreiben,  statt  Delisches 
Orakel.  Letzteres  aber  müsste  nach  der  /Yw/tfreA/schen  Erzählung  (de 
£enio  Sokratis  c.  7.)  genannt  werden,  obwohl  Plutarch  in  derselben 
Melle  uns  schon  auf  eine  viel  allgemeinere  Auffassung  der  Erzählung 
hinleitcte.  — Schon  erwähnt  nämlich  wurde,  wie  günstig  sich  das  Del- 
phische Orakel  über  Sokrates  nussprach , was  in  der  Platonischen  Apolo- 
gie als  ein  Aufruf  des  Gottes  dargcstellt  wird  zu  einer  den  Forscliungs- 

K'st  anregenden  Lehrweise.  Und  gerade  aus  demselben  Gesichtspunkte 
it  Plato  das  geometrische  Problem  desselben  Gottes  auf.  Es  erzählt 
nämlich  Plutarch , dass  Plato  , über  Losung  dieses  Problems  befragt, 
»ich  an  etwas  erinnert  habe,  was  bei  seinem  Aufenthalt  in  Aegypten 
•ich  ereignet  hatte.  Es  sei  nämlich  eine  Nachzeichnung  einer  ägypti- 
schen Aufschrift,  welche  in  einem  Grabmal  der  Alkmene , der  Mutter 
des  Herkules , auf  einer  Tafel  gefunden  wurde,  nach  Aegypten  gesandt 
und  diese  Aufschrift  von  Ctwnuphis , dem  Propheten  wie  er  genannt 
wird,  erklärt  worden  in  folgender  Weise:  die  Griechen  würden  zu  einem 
ruhigen  und  friedlichen  Leben  ermahnt,  sie  sollten  der  Philosophie  (d.  h. 
im  alten  Sinne  des  Wortes  Naturwissenschaft)  sich  befleissigcn  und  mit 
Gründen  statt  mit  Waffen  ihre  Streitigkeiten  entscheiden.  — In  diesem 
Sinne  nun  habe  Plato  geantwortet:  Apollo  wolle,  indem  er  ein  geome- 
trisches Problem  vorlege,  die  Griechen  wegen  ihrer  Unwissenheit  ver- 
höhnen und  sie  erinnern , dass  sie  fleissiger  Geometrie  treiben  möchten. 
Der  Gott  verlange  gar  nicht  die  Verdoppelung  der  Masse  seines  cubi- 
cchen  Altars,  sondern  befehle  den  Griechen  das  Unheil  des  Krieges  zu 
vermeiden,  sich  den  Musen  zu  widmen,  und  freundlich  mit  einander  zu 
verkehren,  nachdem  sie  durch  Wissenschaften  und  namentlich  Mathema- 
tik die  Leidenschaften  besänftiget  (Sui  Xoyotv  xal  Sia  pa&gputofv  t a nättrj 
tarairganrovrae).  — Vergleicht  inan  damit  eine  Steile  des  Plutarch  in 
dem  Leben  des  Nikias  c.  23. : so  wird  man  mit  Verwunderung  erfüllt, 

tu  sehen,  wie  viele  Mühe  cs  kostete  und  wie  künstliche  Umwege  man 
irählen  musste,  um  der  Mathematik  und  den  Naturwissenschaften  zu- 
nächst nur  Duldung  wenigstens  im  Leben  und  endlich  allgemeinere  Ver- 
breitung zu  verschaffen,  wobei  man  dann  getrost  der  still  wirkenden 
Kraft  der  Wahrheit  vertrauen  konnte.  Seihst  Orakelsprüche  mussten  in 
dieser  Beziehung  zur  Hülfe  genommen  werden.  Das  lange  Sprechen 
des  Sokrates  in  der  Platonischen  Apologie  über  den  ihn  betreffenden 
Anspruch  des  Delphischen  Orakels  erscheint  in  diesem  Zusammenhang 
in  einem  ganz  anderen  Lichte.  Zugleich  merkt  man,  dass  hei  den  Ora- 
keln des  Apollo  wohl  mehr  unterrichtete  Priester  in  Thätigkeit  mögen 
gewesen  sein , als  jene  erblichen  waren  in  den  Eleusinischen  Mysterien 
au«  der  Familie  der  Eumolpidcn.  — Ueberhaupt  hatten  die  Mysterien 
vorzugsweise  die  Traditionen  der  alten  Zelt,  die  Orakel  aber  die  Gegen- 
wart und  Zukunft  im  Auge ; tlicilweise  eben  darum  den  durch  die 
Mysterien  veranlassten  Hemmungen  entgegengesetzt.  Als  diese  ihren  Ein- 
fluss verloren  und  namentlich  die  mathematischen  Wissenschaften  Ge- 
meingut der  Menschheit  wurden,  schwiegen  bald  auch  die  Orakel  und 
mussten  schweigen.  “ 


Ueber  Dezimalbruche. 

Von  Herrn  Simon  Spitzer  zu  Wien. 

(Von  Herrn  Dircctor  v.  Littrow  dem  Herausgeber  zur  Aufnahme  in  das 
Archiv  gütigit  mitgctlicilt.) 

Bei  Abfassung  des  gegenwärtigen  Aufsatzes  war  es  nicht 
meine  Absicht,  die  Anzahl  der  bestellenden  liechnungs-  Vortbeile 
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um  'Einen  zu  vermehren , da  ich  weiss , dass  sie  selten  weiter  als 
in  der  engen  Sphäre  der  Schule  ihre  Anwendung  linden;  es  war 
bloss  meine  Absicht,  auf  die  zahlreichen  Gesetze  aufmerksam  zu 
machen,  die  in  den  Dezimalen  herrschen,  die  wie  aus  einer  un- 
ausschüpfbaren  Quelle  jedem  darüber  Denkenden  von  selbst  auf- 
fallen. 

Die  Verwandlung  mehrerer  gemeiner  Brüche  in  Dezimalen  ist 
das  erste,  was  ich  hier  betrachte.  Es  wird  gewiss  Jeden  über- 
raschen, wenn  ich  behaupte,  ja  selbst  durch  die  That  zeige,  dass 
ich  gemeine  Brüche,  deren  Nenner  19,  29  , 39  , 49,  u.  s.  w.  sind, 
so  schnell  in  Dezimalbrüche  verwandle,  dass  kaum  Jemand  das 
Resultat  so  schnell  abschreiben  könnte,  als  ich  es  ausrechne. 

Ich  will  zuerst  deu  eigentlichen  Rechnungsmechanismus  durch 
mehrere  Beispiele  erläutern  und  dann  die  Richtigkeit  des  Verfah- 
rens durch  einen  einfachen  Beweis  bestätigen.  Es  sei  jg  das  ge- 
wählte Beispiel,  so  sage  ich:  2 in  16  gebt  8mal  (der  Quotient 
wird  jedesmal  aufgeschrieben  und  als  neuer  Dividend  betrachtet), 
2 in  & geht  4mal , 2 in  4 geht  2mal , 2 in  2 geht  lmal,  2 in  1 geht 
Omal,  bleibt  1 (der  Rest  wird  immer  verzehnfacht),  2 in  10  geht 
5mal,  2 in  5 geht  2mal,  bleibt  1 (1  als  Rest  wird  verzehnfacht 
und  der  Quotient  2 dazu  addirt) , 2 in  12  geht  6mal , 2 in  6 geht 
3mal,  2 in  3 geht  lmal,  bleibt  1,  2 in  11  geht  5mal  u.  s.  f.,  so 

dass  man  hat  y|=0-84210526315.... 

9 

Zweites  Beispiel,  Hier  ist  der  beständige  Divisor  3;  also3 

in  9 geht  3mal , 3 in  3 geht  lmal , 3 in  1 geht  Omal,  3 in  10  geht 
3mal,  bleibt  1,  3 in  13  geht  4mal,  bleibt  1,  3 in  14  geht  4mal, 
bleibt  2,  3 in  24  geht  8mal,  3 in  8 geht  2mal,  bleibt  2,  3 in  22 
geht  7mal , bleibt  1,  3 in  17  geht  5mal,  bleibt  2,  3 in  25  geht 

Smal,  bleibt  1 u.  s.  w. ; daher  =0'31034482758.... 

Drittes  Beispiel.  Hier  sage  ich  5 in  1 geht  Omal,  5 in  10 

geht  2mal,  5 in  2 geht  Omal,  5 in  20  geht  4mal,  5 in  4 geht  Omal,  5 in  40 
geht  8mal,  5 in  8 geht  lmal,  bleibt  3,  5 in  31  geht  (»mal,  bleibt  1, 
5 in  16  geht  3mal,  bleibt  1,  5 in  13  geht  2mal,  bleibt  3,  5 in  32 

geht  6mal,  bleibt  2,  5 in  26  geht  Smal,  u.  s.  w. , so  dass  ^ 

=0  020408163265....  > 

Wer  sich  die  Mühe  nimmt,  diese  angeführten  Beispiele  auf- 
merksam durchzulesen,  sie  selbst  auf  dem  Papier  zu  arbeiten  und 
sich  durch  drei  bis  vier  Stunden  in  mehreren  ähnlichen  Beispielen  übt, 
wird  sich  gewiss  überzeugen,  dass  ich  vorher  nichts  Uebertriebenes 
behauptete. 

Jetzt  zum  Beweis.  Es  sei  Z.  der  Zähler  und  lOfV — 1 der 

Nenner,  so  heisst  der  Bruch  jg^y j.  und  wenn  man  den  Zähler 

durch  den  Nenner  dividirt,  findet  man: 
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__z z | z , z , z . 

ION— 1~  10:V+  10*jV*  f103iV3  + lü+iV«+  •’ 

d.  h.  es  entsteht  eine  unendliche  Reihe,  deren  lstes  Glied  10*el, 
deren  2tes  Glied  lOOn-i,  3te*  Glied  1000'd  u.  s.  w.  enthiilt.  Ferner 
sieht  man  aus  der  Reihe:  inan  findet  die  lste  Dezimalziffer,  wenn 
man  Z durch  N dividirt,  die  2te  Ziffer  erhalt  man  aus  der  ersten, 
wenn  man  diese  durch  N dividirt.  eben  so  erhält  man  die  die 
aus  der  '2ten,  wenn  man  diese  durch  N dividirt  u.  s.  f.  Dass 
man  den  jedesmaligen  Rest  verzehnfacht,  folgt  ebenfalls  aus  der 
Betrachtung  der  Reihe  oder  auch  unmittelbar  aus  dem  Geiste  des 
dekadischen  Zahlensystems. 

Fast  noch  einfacher  liisst  sich  der  Satz  beweisen  durch  An- 
wendung der  Fouri  ersehen  Divisions- Methode,  die  ich  hier  als 
bekannt  voraussetze.  Ich  bezeichne  der  Einfachheit  wegen  79  mit 
81,  29  mit  31,  so  dass  der  Punkt  über  dem  Einer  minus  bedeu- 
tet; es  ist  auf  diese  Art  z.  U. 


= 5 0 : 8i  = 006329113 

26 

23 

72 

9 

11 

31 


u.  s.  w. 


g|  = 8:fii  = 0 135593 

21 

33 

35 

55 

19 

13 

U.  8.  W. 


Dass  die  jedesmalige  Verbesserung  nicht  abgezogen,  sondern 
hinzuaddirt  wird,  folgt  daraus,  weildie  Einheit  im  Dividend  nicht 
positiv,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Fourier  sehen,  sondern  nega- 
tiv ist,  daher  sich  die  Subtraction  in  eine  Addition  verwandelt. 


Bei  der  Verwandlung  gemeiner  Brüche  in  Dezimalbrüche  stics- 
sen  mir  oft  solche  Perioden  auf,  deren  Gesetz  in  der  Zifferfolge 
ganz  jenem  der  arithmetischen  Reihen  glich,  z.  B. 

0-24  27  30  33  36  39  42  45  48  51...  oderO  105 110 115 120 125 130  135 140... 


Sie  nach  der  gewöhnlichen  Methode  in  gemeine  Brüche  zu 
verwandeln , ist  gewiss  unausführbar  und  ausserordentlich  zeitrau- 
bend. Ein  bedeutend  einfacherer  Weg  dürfte  der  folgende  sein: 

,i  , 5 = 0-24  27  30  33  36  39  42  45....; 

multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  100  und  zieht  man  die  Gege- 
bene von  der  so  erhaltenen  ab,  so  ist 


folglich 

oder 


100  5=24  • 27  30  33  36  39  42  45  48..,, 
99  S = 21  • 0303030303030303.... 
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995=24  + 


_3 2379 

99  99  ’ 


daher  S= 


2379 

99* 


_ 2379 
~ 9810’ 


Eben  so  erhält  man  aus 

5=  0- 103 110115  120 125.... 

10005=105- 110 1 15  ] 20 125  130^ 

999  5=  105  • 005  005  006  005  005....  = 105  + ^ 

daher 


104900  104900 

999*  “ 998001' 


Nachdem  ich  diese  Aufgabe  so  einfach  gelüst,  versuchte  ich  Pe 
rioden,  deren  Ziffern  in  arithmetischen  Reihen  höherer  Grade  fort- 
schritten,  in  gemeine  Brüche  zu  verwandeln,  welches  mir  auch 
eben  so  leicht  gelang.  Es  ist  z.  B. 

5=0010409 1025  36  49.... 

100  5=  1 -04  09 16  25  36  49  64. ... 

99  5= 1-0305  07  09 11 13 15.... 


Dadurch  reduzirt  sich  die  Aufgabe  auf  die  frühere,  weil  die  Ziffern 
nach  arithmetischen  Reihen  des  lsten  Grades  fortschreiten ; man  hat 
nämlich 


99005=103-05  07  09  11  13 15  17....; 


daher 


9900  S— 99  5 = 102 . 02  02  0202  02  02  02...  =?  102  + 


10100. 

99  ~ 99  ’ 


995(100-1)=—?, 


daher  5= 


10100  10100 

99*  970299* 


Es  sei 

5 = 0-001008027064125216.... 
1000  5=  1 -00802706412521 6343. ... 
999  5=  1 -00701903706109 11277777 


Die  Ziffern  dieser  Reihe  sind  nach  einer  arithmetischen  Reihe  des 
zweiten  Grades  gebildet;  daher  rcducirt  sich  diese  Auflösung  wieder 
auf  die  nächstvorhergehende.  Aus  den  wenigen  Beispielen  kann 
man  den  Schluss  ziehen:  Alle  gemeinen  Brüche,  deren  Nenner 
Potenzen  von  9 , 99  , 999  , 9999,  u.  s.  w.  sind,  geben,  in  Dezimal- 
brüche  verwandelt,  Perioden,  deren  Ziffern  nach  grithrnetischen 
Reihen  des  so  vielten  Grades  gebildet  sind,  als  der  um  I ver- 
grösserte  Exponent  anzeigt. 

Ich  ende  hier  mit  diesem  meinen  ersten  Aufsatze  mit  der  Hoff- 
nung, dass  er  den  geneigten  Leser  nicht  ganz  unbefriedigt  gelassen. 

iluiipioi 
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Heber  das  Klickt  ron  der  Alten  nnd  die 
praktische  Bedeutung'  alterthlimlicher 
ÜTaturwissenselialt,  namentlich  der 
symbolischen  Hieroglyphe,  für  die 
neuere  Zeit.  • 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  S.  C.  Schvveigger 

an  der  Universität  zu  Halle. 


Einleitung. 

Es  stiebt  dreierlei  Anwendungen  der  fortschreitenden  Natur- 
wissenschaft, unter  denen  die  älteste  die  auf  Medicin  ist.  Diese 
wurde  in  neuester  Zeit  dadurch  beschränkt,  dass  die  Medicin  sich 
abgetrennt  (auf  unsern  Universitäten  sogar  der  Facultät  nach)  von 
der  Pharmacie,  und  die  sich  geltend  machende  Homöopathie,  der 
alten  Pbarmacie  Hohn  sprechend,  mehr  einen  zeitgemässen  dun- 
keln mystischen , als  eineu  heitern  naturwissenschaftlichen  Cha- 
rakter angenommen  bat.  Erfreulicher  ist  es,  binzuhlicken  auf  die 
grossartigen  Fortschritte,  welche  die  Technik  dem  Einflüsse  fort- 
schreitender Naturwissenschaft  verdankt,  wozu  in  England  vorzugs- 
weise die  sogenannten  Institutious  beitragen,  jene  nachahmungs- 
werthen  praktisch  naturwissenschaftlichen  Bürgergesellschaften, 
welche  den  geistigen  Mittelpunkt  der  liewerbthätigkeit  Englands 
bilden.  Es  giebt  aber  noch  eine  dritte  Anwendung  der  fortschrei- 
tenden Naturwissenschaft,  nämlich  die  zur  Aufklärung  der  Dunkel- 
heit des  Alterthums,  welche  Dunkelheit  durch  Verbreitung  nächt- 
licher Schatten  von  jeher  nur  allzu  einllussreich  war  auf  die  neuere 
Zeit.  Das  vorliegende  Archiv  für  Mathematik  und  Physik,  auf 
allen  gelehrten  philologischen  Schulen  unsers  deutschen  Vaterlan- 
des verbreitet,  ist  gegenwärtig  die  einzige  Zeitschrift,  worin  es 
möglich , alterthümiiche  naturwissenschaftliche  Dinge  auf  eine 
gründliche  Weise  zur  Sprache  zu  bringen.  Denn  die  philologischen 

Theil  IX.  9 
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Journale  mögen  sich  nicht  auf  naturwissenschaftliche,  die  natur- 
wissenschaftlichen nicht  auf  philologische  Gegenstände  einlassen. 
So  gab  mir  allerdings  die  Histoire  de  la  Cniinie  d epuis  les 
temps  les  plus  recules  par  Dr.  Ferdin.  Höfer.  Paris. 
1842.,  wovon  in  einem  chemischen  Journal  zu  sprechen  wenigstens 
zulässig  scheinen  musste,  eine  wohlgegründete  Veranlassung  im 
Journal  für  praktische  Chemie.  B.  34.  S.  383.  ff.  vom 
Elektron  der  Alten  wenigstens  nebenbei  zu  sprechen  in  einer 
sich  dem  Hauptinhalte  nach  auf  experimentelle  naturwissenschaft- 
liche Gegenstände  beziehenden  Abhandlung.  Sehr  gern  würde  ich 
mich  mit  dieser  kurzen  (Vlittheilung  begnügt  haben,  wenn  nicht 
Missverständnisse  entstanden  wären,  deren  Aufklärung  im  Interesse 
der  Wissenschaft  mir  eine  Ehrensache  für  dieses  chemische  Jour- 
nal zu  sein  schien.  Da  aber  die  auf  Missverständnissen  beruhen- 
den Einwendungen  in  einer  von  demselben  Verleger  herausgege- 
benen Zeitschrift  (in  Poggendorff’s  Annalen  der  Physik. 
B.  06.  S.  02t — 037.)  mitgetbeilt  worden  waren , und  zwar  in  gros- 
ser Ausführlichkeit,  wodurch  es  nüthig  wurde , die  Sache  umständ- 
licher und  philologisch  strenger  zu  behandeln:  so  war  kein  Kaum 
mehr  cur  Fortsetzung  der  Abhandlung  in  derselben  Zeitschrift, 
woriii  sie  angefahgCn  war.'  Für  die  entstandene  unangenehme 
Verspätung  in  Puhlicafion  (Rr  folgenden  Mittheilungen  giebt  nun 
die  vorliegende  Zeitschrift  reichlichen  Ersatz.  Denn  es  ist  ein 
sehr  günstiger  Umstand,  dass  bei  dem  zunächst  unsere  höheren 
Lehranstalten  ins  Auge  fassenden  Archiv  für  Mathematik  und  Phy- 
sik zugleich  mathematisch  und  philologisch  gebildete  Leser  vor- 
ausgesetzt werden  können.  Gern  werden  dieselben  sich  die  um- 
ständlich darzulegenden  Einzelnheiten  gefallen  lassen;  aber  sie 
werden  nicht  dabei  stehen  zu  bleiben  verlangen , wozu  andere, 
sich  in  Einzelnheiten  verlierende  Disciplinen  oft  nur  allzusehr,  ja 
iu  dem  Grade  geneigt  machen,  dass  man,  um  mit  Göthe  zu 
reden,  „Unordnung  und  Whist  als  das  wahre  Element  ansieht,  in 
welchem  das  Wissen  einzig  gedeihen  könne.“  Dagegen  wird  durch 
"die  mathematische  Anschauung  der  rechte  Sinn  geweckt,  eine 
lange  Reibe  von  Gedanken  zu  verfolgen,  Ueberblicke  zu  gewinnen 
»nd  zerstreut  liegende  Bruchstücke  geistig  zu  einem  Ganzen  zu 
vereinen,  wodurch  scheinbar  Unbedeutendes  erst  Bedeutung  gew  innt. 
Da  aber  nicht  vorausgesetzt  werden  kann,  dass  die  Leser  dieses 
Archivs  mit  jener  frühem  in  einem  chemischen  Journal  mitgctheil- 
ten,  wie  gesagt,  nur  nebenbei  vom  Elektron  der  Alten  sprechen- 
den Abhandlung  bekannt  seien,  so  ist  daraus  einiges  hervorzuheben, 
wozu  wenige  Nummern  ausreichen  werden. 

1.  Möfer  sagt  in  der  oben  angeführten  Histoire  de  la 
Uhimie.  p.  133.’:  Quant  au  metal  que  l’on  rencontrait  dans.  lea 
mines  d’or  (elutia),  et  qui,  apres  Ic  lavage  du  ininerai,  se  pte- 
sentait  Sous  la  forme  de  ealeuis  uoirs,  varies  de  t ach  es 
Manches  ä peu  pres  du  meine  poids  que  l’or,  et  se  tron- 
vant  pele-raele  avec  leg  sables  auriferes  au  fond  des  corbeillets 
destinees  k recueillir  ee  metal,  ce  n’est  lä  certainement pas  l’etaiu. 
Quel  etait  alors  ce  metal  blänc,  et  aussi  pesant  que  J’or '{  — Ce 
metal  ne  pouvait  etre  que  ie  platiue.  D’ailleurs,  il  n’est  pas 
etomiant  que  les  anciens  aient  connu  le  platiae,  puisque  ce  metal 
se  rencontre  souvent  dans  les  mines  d’or,  et  qu’il  se  prdsente 
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a'msi  qne  I’or,  aroc  IWeot  qui  le  characterise.  In  der  Note  wird 
folgende  Stelle  des  Plinius  angeführt:  Inveniuntur  (eae  arenae)  et 
id  aurams  metalhs  quae  elutia  vocant,  aqua  iramissa  eluente  cal- 
ailos  nigros  paulum  cando  re  variatos,  quibus  eadeia  gravi- 
tas  quae  auro,  etideo  in  calathis,  in  qtiiltus  aiirum  celligitur,  rema- 
Dent  cum  eo.  (Hist.  nat.  XXXIV,  .16.)  — > Plinius  nennt  diese 
kurner  von  getrübtem  weisshcben  Schimmer  (da  niger  sehr  häufig 
Wo«  das  Dunkelfarbigere  bezeichnet),  eben  ihrer  Schwere  und  ihrer 
dem  Blei  näher  als  dem  Silber  stehenden  Farbe  wegen,  nlum- 
ba  mal  bum  oder  caodidum,  und  beginnt  den  Abschnitt,  web 
eher  die  verschiedenartigsten  Notizen  über  plumbum  album  und 
Digruiu  zusammenstellt,  sogleich  mit  Hindeutuug  auf  fabelhafte 
dieses  plumbum  album  betreffende  Angaben,  sowie  auf  das  hohe 
Altertbun»  desselben:  plumbi  duo  geuera,  nigrum  atque  candidum: 
orettos.ssimum  candidum,  a Graecis  nppellatum  cassiteron 
abuloseque  narratum  in  insulas  maris  atlantici  peti.  — Album 
haouit  auctoritatem  et  Iliacis  temporibus,  teste  Homero,  cassite- 
rooab  ipso  dictum.  Aus  dem  weissen  Blei,  sagt  er,  kann  man 
kern  Silber  ausschroelzen,  wohl  aber  aus  dem  schwarzen  (non  fit 
ö albo  pluinbo  argentum,  cum  fiat  ex  uigro).  Wenn  aber  dabei 
steht:  plumbum  nigrum  cum  argento  nascitur  mixtisque  veuis  con- 
flatur;  ejus  qui  primus  Hu it  in  foriiace  iiquor,  stannum  appella- 
tor,  qui  secundus,  argentum:  so  sieht  man  leicht,  dass  in  dieser 
Stelle  das  Wort  stannum  keineswegs  seine  gewöhnliche  Bedeu- 
tung habe,  oder,  den  Angaben  aller  unserer  Wörterbücher  gemäss, 
durch  Zinn  übersetzt  werden  könne,  sondern,  wie  schon  Beck- 
mann in  einer  gelehrten  Abhandlung  über  Zinn  (Beiträge  zur 
beschichte  der  Erfindungen.  B.  IV.  S.  321— m.) 'hervor- 
hebt,  Plinius  hier  silberhaltiges  Blei  mit  dem  Ausdrucke 
stannum  bezeichne.  Ebenso  wenig  kann  man  an  Zinn  denken 
wenn  es  von  dem  weissen  Blei  heisst:  „Silber  sei  schmolz? 
harer  als  dieses  weisse  Blei  und  lasse  sich  eben  deswegen  damit 
nicht  löthen;  überhaupt  sei  dieses  weisse  Blei  uuvermischt  mit 
awlerii  Metallen  zu  nichts  zu  brauchen“  (albi  plumbi  natura  plus 
ariih  habet,  coutraque  nigri  tota  bumida  est;  ideo  album  null! 
rei  sine  mixtum  utile  est;  neque  argentum  ex  eo  plumbatur 
qnoniam  prius  liquescit  argentum).  Dies«  heisst  doch 
»aenbar,  man  fand  grosse  Schw  ierigkeit  hei  der  Bearbeitung  die- 
ne» sogenannten  weissen  Bleies,  oder,  nach  Hü  fers  naturgemäs- 
s*r  Auflassungswei.se,  der  im  Ehisssnnde  neben  Gold  gefundenen 
natinkörner,  und  konnte  sie  blos  schmelzen  durch  Vermischung 
mit  andern  Metallen,  ln  der  That  ist  Platin,  gleich  reinem  Eisen 
wohl  schweisshar,  aber  nicht  schmelzbar  ia  unseren  Oefen 

2.  Man  siebt,  dass  in  den  angeführten  Stellen  des  Plinius 
(woher  er  sie  auch  nmg  entnommen  haben)  von  der  ältesten  Be- 
Wituug  des  Wortes  plumbum  album  oder  candidum  die  Rede  sei 
ta  wo  fabelhafte  trojanische  Zeit  werden  wir  zurückgefiihrt  und 
snf  den  gleichgeltenden  Homerischen  Ausdruck  JtKOOtrfpog  hinge- 
*,es*n.  Schneider,  der  einzige  Pbilolog  neuerer  Zeit,  der  sich 
ernstlich  mit  Naturwissenschaften  beschäftigte,  sagt,  um  Einwen- 
Wg  zu  machen  gegen  die  L'ebersetzuug  des  Homerischen  Kas- 
S'»»s  durch  Zinn,  in  seinem  bekannten  Sclmllexikon : „Aus  der 
angeführten  Stelle  erhellt,  dass  man  den  xaaaUtqos  im  Feuer  er- 
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weicht  mul  mit  dom  Hammer  zu  Platten  gearbeitet  verbrauchte. " 
Hephästos  ist  es,  welcher  zu  Schienen  für  Achill  den  xaealxe pos  ver 
arbeitet,  „der  schrecklich  schallte  vom  Speer  getroffen.“  Von 
einem  klingenden  Metall  also  ist  die  Hede.  UebTigens  führt  Homer 
sogar  in  eine  vortrojanische  Zeit  bei  seinem  Kassiteros  uns  zurück^ 
indem  der  Harnisch  des  Agamemnon,  worauf  Streifen  von  (»old  und 
Kassiteros  angebracht,  als  Gastgeschenk  dargestellt  wird,  das  ein 
Urenkel  Phaethon’s,  der  reiche  Herrscher  in  Kyprns,  gegeben, 
welcher  Paphos  erbaut,  wodurch  wir  in  den  berühmtesten  Mvtben- 
kreis  hineinkommen , dem  auch  Achill  und  Diomed  angeboren. 
Bei  diesen  drei  Königen  allein  ist  Kassiteros  als  .Schmuck  genannt 
und  schon  dadurch  als  grosse  Seltenheit  bezeichnet.  Wie  aber 
Kassiteros  bei  Homer  stets  neben  Gold  steht  t so  kommt  es  auch 
in  der  Natur  nach  Poseidonius  (dessen  Zengniss  Strabo  an- 
fi'ihrt)  neben  Gold  und  Silber  im  Flusssande  vor  und  wird  zugleich 
mit  diesen  edlen  Metallen  ausgewaschen.  Auch  bei  Stratio  ist 
also  dasselbe  natürliche  Vorkommen  neben  Gold  bezeichnet,  da» 
Plinius  hervorhebt.  Und  mit  Hecht  legt  Hiifer  eben  hierauf  da» 
Hauptgewicht,  wodurch  zugleich  der  Beisatz  enden:  gravitas  quae 
auro  bedeutend  wird.  In  dieser  letzten  Beziehung  führte  ich  noch 
an,  dass  Herodot  (I.  150.),  wo  er  von  den  Geschenken  des  Krö- 
sus für  den  Delphischen  Apollo  redet,  Platten  nennt  aus  gelbem 
im  Feuer  geläuterten  Golde  und  aus  weissem  Golde, 
welche,  ganz  gleich  an  Grösse,  dem  Gewichte  nach  sieh  verhielten 
wie  1,5:2— 3:4.  Und  da  gehämmertes  Platin  nach  Brisson 
ein  specifisehes  Gewicht  von  20,336,  gewalztes  sogar  von  22,060 
hat,  nach  Mohs  aber  das  natürlich  in  Geschieben  vorkommende 
Gobi  von  hochgelber  Farbe  ein  specifisehes  Gewicht  zeigt  von 
14,857:  so  kommen  wir  dadurch,  je  nachdem  wir  das  Gold  weni- 
ger oder  mehr  im  Feuer  geläutert  voraussetzen , ungefähr  uuf  die 
Zahlen  15:20  oder  16,5: 22— 3 : 4,  wie  das  Verhältnis»  gleicher 
Platten  gelben  und  weissen  Goldes  von  Herodot  bestimmt  ist. 
Und  wir  können  uns  die  Angabe  3:4  um  so  mehr  gefallen  lassen, 
da  man  sich  die  Goldplatten  gegossen  denken  kann , die  von  Pla- 
tin aber,  nach  der  von  Homer  bezeiclineten  Bearbeitung  des  Kas- 
siteros, in  heftigster  Glühhitze  mit  dem  Hammer  geschlagen  sein 
mussten.  Jedoch  diese  Stelle  llerodot’s  wurde  von  den  Philo- 
logen willkürlich  corrigirt  unter  der  Voraussetzung,  dass  bei  weis- 
sem Golde  man  nothwendig  an  eine  Mischung  aus  Gold  und 
Silber  denken  müsse.  Aber  da,  wo  Herodot  (lUf.  115.)  von  Elek- 
tron und  Kassiteros  redet,  welche  aus  ihm  ganz  unbekannten  west- 
lichen Gegenden,  aus  Inseln  kommen  (wohin  nach  Strabo  die 
Phönicier  ihre  Fahrt  sehr  geheim  hielten),  da  fügt  er  am  Schlüsse 
bei:  „Von  dem  äussersten  Ende  her  kommt  Kassiteros  und  Elek- 
tmn.  Auch  dass  im  Norden  Europas  überaus  viel  Gold 
sei,  ist  offenbare  Thatsache;  wie  es  aber  gewonnen  wird , darüber 
weiss  ich  nichts  zuverlässiges  zu  sagen.  “ Wenn  nun  das  Alter- 
thum  mit  dem  Gold  im  Norden  Europas  bekannt  war,  warum  sollte 
die  ebendaselbst  vorkommende  Platina  durchaus  unbekannt  geblie- 
ben sein?  Eben  in  Sibirien,  das  noch  jetzt  als  ein  heiliges  Land 
den  Indischen  Brahminen  gilt,  finden  wir  die  Ansicht  Werner’» 
bestätigt,  dass  vorzüglich  im  zerklüfteten  Erdreich,  wo  die  Natur 
im  Grossen  die  Auswaschung  vorgenommen,  edle  Metalle  reichlich 
zu  linden  sind,  folglich  in  geognostischer  Beziehung  allerdings  ein 
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goldenes  Zeitalter  anzunehmen  sei,  wo  edle  Metalle  in  reichem 
Masse  umherlageo  auf  der  Erde.  Eben  darum  schloss  ich  meine 
Abhandlung  über  Platina  (im  Journal  fiir  praktische  Chemie. 
R,  34.  S.  4111.)  mit  folgenden  Worten:  „wenn  wir  zugeben  müs- 
sen, dass  Platina  dem  höheren  Alterthume  bekannt  war,  so  ist 
kein  vernünftiger  Grund  mehr  vorhanden,  welcher  uns  hindern 
könnte,  in  dem  Zusammenhänge,  in  welchem  Homer  sein  K y a - 
nos  nennt,  an  das  in  der  Natur  gewöhnlich  vereint  mit  Platina 
Torkommende  Palladium  zu  denken.  Man  vergesse  nämlich  nicht, 
dass  reines  gediegenes  Palladium  in  Körnern  neben  den  Platinkör- 
nero natürlich  vorkommt.  Wo  1 las  ton  suchte  solche  Palladium- 
köroer ans  Brasilianischen  Platinkömern  aus,  indem  das  Ansehen 
der  erstem  wie  faserig  war  und  die  Fasern  von  dem  einen  Ende 
aus  zu  divergiren  schienen.  Ein  noch  einfacheres  Unterscheidungs- 
mittcl  möchte  die  Erhitzung  sein  nach  Brdant’s  Methode,  wopet 
die Paliadimnkömer  durch  aie  blaue  Farbe  sich  kenntlich  machen 
würden.  Und  diese  Unterscheidungsraethode  scheint  eben  durch 
den  alterthümlichen  Namen  Kvanos  angedeutet,  in  welcher  Bezie- 
hung also  selbst  aus  dem  alten  Homer,  dem  nächsten  Zweck 
einer  chemischen  Zeitschrift  gemäss,  noch  etwas  zu  lernen  für 
praktische  Chemie.“ 

Jetzt  ist  es  Zeit,  auf  das  in  der  oben  angeführten  Stelle  des 
Herodot  neben  kassiteros  genannte  Elektron  aberzugehen 
und  die  Hauptstellen  anzuführen  aus  dem  dritten  Abschnitt  jener 
Abhandlung  über  Platina,  welcher  iiberschriebeo : „Platina  unter 
dem  mystischen  Namen  Elektron  (nXiKtgov).“  Vorangestellt  ist 
folgende  Stelle  aus  Höfer’s  Geschichte  der  Chemie.  S.  109. 

3,  L’electrum  signifie  chez  les  ancicns  deux  choses  bien  diffe- 
rentes : d'abord  l'electrum  proprenient  dit,  c’est  ä dire  l’ambre 
jaune  ou  le  succin,  qui  est  une  substance  organique  (espece  de 
rösine  fossile) ; en  second  lieu , une  alliage  d'or  et  d’argent , comme 
uous  l'apprena  Pausanias : ailo  rjXexTgov  avafitfuyfiivog  iarlv  ctgyvgm 

CÖS,  „H  existe  un  autTe  eiectrum  qui  est  une  alliage  d’or  et 
jent.“  Comp.  Piin.  XXXIII.  4.:  „Tont  or  est  allie  d’argent; 
la  proportion  en  varie.  C’est  quelquefois  la  dixieme,  la  neuvieme, 
la  nuitienie  partie  du  poids.  Lorsque  la  proportion  do  l’argent  est 
(ftm  cinquieme,  l’or  perd  son  nom  et  nrend  le  noin  d' eiectrum.  Un 
auteur  Italien  Cortinovis  (opuscoli  scelti  sulle  scienze  etc. 
Milano.  17(50.  4°.)  chercba  ä prouver  dans  une  savante  disser- 
tation,  que  le  platine  etait  connue  des  anciens  sons  le  nom  d’elec- 
trum.  Les  raisons,  qu’il  en  donne,  ne  sont  pas  vaiables.“ 

• **!)•••  '•* 

Es  ist  meine  Absiebt,  mich  an  Cortinovis  anzuschliessen, 
dessen  Abhandlung  ich  übrigens  noch  nicht  zu  sehen  bekam.  Die 
gewö:  nüch  nur  mit  obigen  Worten  angeführte  Stelle  des  Pausa- 
Dias  (lib.  V.  cap.  12.  p.  400.  cd.  Casaub.)  lautet  nämlich  im  Zu- 
sammenhänge gelesen  nnch  wörtlich  treuer  Uebersctzung  also : 
„Dieses  Elektron,  woraus  die  Bildsäule  des  Augustus  gemacht 
und  welches  als  Naturprodukt  (avrdfiaTov)  sich  findet  im 
Sande  des  Eridanus,  ist  sehr  selten , und  steht  daher  in  hohem 
Werthc  hei  den  Menschen ; das  andere  Elektron  aber  ist  mit  Sil- 
ber gemischtes  Gold.“  Pausanias  setzt  offenbar  das  Naturpro- 
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dukt  drin  Kunstprodukt  entgegen.  Man  suchte  also  das  im  Sande 
des  Eridanus  (welch«'  Fluss,  nie  schon  Herodot  a.  a.  O.  an- 
deutet, dem  noch  unerforschten  „äussersten  Westen“  ange- 
hörte) vorkommende  Naturprodukt  ( was  unmöglich  Bernstein  seit) 
konnte,  % woraus  sich  auch  keine  Statue  machen  lässt)  durch 
Mischung  von  Gold  und  Silber  nachzuahmen.  Also  muss  jenes 
Naturprodukt  nothwendig  ein  edles  (wie  Pausanias  sagt,  „sehr  sel- 
tenes“) Metall  gewesen  sein,  das  auch  an  Werth  dem  Golde  ver- 
gleichbar, nur  von  hellerer  Farbe  War.  Dean  natürlichen  Vorkom- 
men gemäss  iin  Flusssande  werden  wir  also  nothwendig  an  Platin 
denken  müssen.  Ein  Zeitgenosse  des  Augustes  (von  dessen  Bild- 
säule aus  Elektron  in  obiger  .Stelle  des  Pausanias  die  Rede  ist), 
nämlich  Virgil  in  seiner  Aciieide  (VIII.  624.),  lässt  Beinschienen 
aus  Eiectrum  und  reinem  Gold  (ocreas  electro  auroqtie  recocto) 
vom  Vulcan  für  den  Aeneas  machen  in  offenbarer  Nachahmung 
Homer  s,  der  (II.  XVIII.  61  3,)n Schienen  für  Achill  vom  Hephä- 
stos  machen  lässt  aus  Kassiteros.  Virgil  übersetzte  also 
xua air e $ o $ durch  eiectrum. 

. r , ; • : i • . . . *d 

Nun  aher  wird  es  nüthig  sein , vorzugsweise  davon  zu  spreche», 
wie  das  Homerische  nach  Pliuius  dem  piumhum  albirm 
gleichbedeutende  xaaaixtQog  (d.  h.,  dem  Dargelegten  gemäss,  Pla- 
tina) zu  dem  Namen  eiectrum  (xjkexxQov)  kommen  konnte?  — 
Buttman  in  seiner  Abhandlung  über  Elektron  (im  Mytholo- 
gns.  iS.  337 — 363.)  spricht  als  Grammatiker  mit  etymologischer 
Gründlichkeit  von  diesem  Worte.  Er  rechtfertigt  die  Allleitung 
des  Namens  rjieKxgot  von  IXxeiv , ziehen,  nicht  bios  von  grantma- 
tischer  Seite  vollkommen,  sondern  auch  durch  analoge  Bezeich- 
nungen des  Bernsteins  in  andern  Sprachen.  In  diesem  auf  An- 
ziehungskraft sich  beziehenden  Sinne  konnte  die  natürlich  ver- 
kommende Platina  mit  gutem  Grund  Elektron  genannt  werden, 
weil  sie  wegen  ihres  Eisengehaltes  magnetisch  ist,  und  zwar  nicht 
blos  vom  Magnet  angezogen  wird,  sondern  selbst  in  grossem 
Stücken  geradezu  polarisch  vorkommt.  Da  also  die  natürlich  ver- 
kommende Platina  sich  dem  Magnet  anschloss . so  war  sie  schon 
dadurch  im  Alterthume  der  w issenschaftlichen  Naturforschung  ent- 
zogen und  gebürte  den  Mysterien  an,  worin  der  Magnetismus  eine 
so  grosse  Rolle  spielte.  Der  Name  Elektron  für  die  natürlich 
vorkommende  Platina  ist  also  ein  aus  den  Mysterien  stammender, 
und.  war  für  die  mit  magnetischer  Polarität  begabten  Platinastücke 
sehr  verständig  gewählt,  wurde  aber  dann  obwohl  unpassend  selbst 
übergetragen  auf  die  Eegirnng  aus  Gold  und  Silber,  womit  man 
das  Platin  nachzuabmeu  suchte.  Man  sieht  zugleich,  dass  der 
Ausdruck  Kassiteros  ein  genereller,  Elektron  ein  specieller, 
auf  eine  mysteriöse  Eigenschaft  hindeutender , also  vorzugsweise 
oder  wenigstens  zunächst  der  polarischen  Platina  angehöriger  ist. 
Wer  den  letzten,  auf  die  Homerische  Ilinde  sich  beziehenden 
Abschnitt  meines  Buches  über  die  s amo t h racischen  Myste- 
rien (welches  ich  unter  dem  Titel  einer  Einleitung  in  die 
Mythologie  auf  dem  Standpunkt  der  Naturwissenschaft 
herauspab)  gelesen  hat,  kann  nun  lereht  abnehmen,  warum  der 
(als  Elektron  potarisch  vorkommende  und  daher  den  Mysterien 
sich  anschliessende)  Kassiteros  in  der  iliade  allein  mit  den  dios- 
kurischen  Wesen’  Achi l.l  und  Di omed  in  Verbindung  gebracht 
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wird , und  selbst  der  von  Agamemnon  getragene  Kassiteros  dem 
verwandten  kyprischen  Mytnenkreis  angeschlossen  ist.  Da  aber 
in  der  Iliade  die  mysteriösen  Beziehungen  blos  den  dunkeln  Hin- 
tergrund bilden,  worauf  die  Bestatten  der  Helden  in  so  hellerem 
Glanze  hervortreten:  so  vermeidet  Homer  den  mysteriösen  Aus- 
druck Elektron  in  der  Iliade  gänzlich.  Aberinder  Odyssee, 
welche  die  magischen  Fabeln  der  Mysterien  gewissennassen  zur 
Schau  trägt,  kommt  umgekehrt  nie  der  Ausdruck  Kassiteros 
vor,  sondern  statt  des  Kassiteros  glänzt  hier  Elektron  neben 
Gold.  Was  ich  hier  änderte  mit  Ilinsicht  auf  den  Gebrauch  der 
Worte  Kassiteros  und  Elektron,  wo  der  eine  Ausdruck  der- 
selben Sache  ullein  der  Iliade,  der  andere  allein  der  Odyssee 
eigenthiiinlich  ist,  steht  nicht  so  isolirt,  als  man  vielleicht  glauben 
möchte.  Nur  haben  die  Philologen  den  Wink  unbeachtet  gelas- 
sen, den  ihnen  Plinius  gab,  indem  er  sagt  (Hist.  nat.  XXX. 
cap.  1.  sect.  ±):  „Es  ist  sehr  beachtungswerth,  dass  Homer 
bei  dem  trojanischen  Kriege  so  sehr  stillscbweigt  von  magischer 
Kunst,  so  sehr  aber  auf  sie  eingeht  in  den  Irrreisen  des  Ulysses, 
dass  fast  das  ganze  Werk  aus  nichts  anderem  besteht.“  Plinius 
unterscheidet  also  die  Ilias  und  die  Odyssee  durch  die  Art  ihres 
Verhältnisses  zu  den  Mysterien.  Aher  da  die  Philologen  nicht 
einmal  darauf  achteten,  wie  beschränkt  die  Schriftsprache  durch 
die  Mysterien  war  : so  gingen  solche  blos  flüchtig  hingeworfene 
Andeutungen,  wie  die  eben  angeführte  des  Plinius,  gänzlich  für 
sie  verloren. 


Aus  meiner  Abhandlung  im  Journal  für  praktische  Chemie 
(B.  34.  S.  385 — 420),  welche  überschrieben  „über  Platina,  Altes 
und  Neues“,  war  dieser  kurze  Auszug  hier  voranzustellen,  damit 
die  liir  dasselbe  Journal  ursprünglich  bestimmte  Fortsetzung  so 
viel  als  möglich  unverändert  uhgedruckt  werden  könne.  — In  der 
That  bezog  sich  jene  Abhandlung  ihrem  Hauptinhalte  nach  nicht 
auf  alterthtimliche,  sondern  auf  neue,  dem  Platin  sich  anreihende 
Mittheilungen.  Vorzugsweise  von  den  merkwürdigen  krampfhaften 
Zuckungen  der  Magnetnadel  handelte  es  sich , welche  entstehen, 
wenn  eine  Ladungskette,  namentlich  aus  Platin,  mit  der  zuerst  von 
Wach  im  Jahre  1829  (s.  Jahrb.  der  Chem.  u.  Phvs.  für  1830  oder 
d.  g.  R.  B.  58.  S.  40 — 65.)  construirten  ennstauten  galvanischen 
Kette  verbunden  wird.  So  schwach  diese  Kette  ist  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Gestalt  (da  es  zu  galvanonlastischeni  Zwecke,  oder 
wie  man  sich  damals  ausdrückte,  zur  Bildung  ligurirten  Cäroent- 
kupfers  und  anderer  zum  Theil  krystallinisch  auftretender  fester 
Metallvegetationen,  auf  Schwächung  des  constanten  elektrischen 
Stromes  ankam) : so  heftig  können  doch  hei  Einschiebung  einer 
Ladungskette  aus  Platin  jene  krampfhaften  Zuckungen  der  Mag- 
netnadel werden,  welche  mit  der  krystallinischcn  Bildung  des 
festen  ( amentkupfers  zusammenhängend  und  uns  an  die  hei  andern 
Krystallisationen  zuweilen  hervortretenden  blitzartigen  Lichterschei- 
nuugen  erinnern.  Von  solcheu  dem  Charakter  eines  chemischen 
Journals  gemäss  mitzutheilenden  neuen  Thatsachen  handelte  es 
sich  dort.  Nur  nebenbei  war  von  alterthümlichen  Dingen  die  Rede, 
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wie  gesagt,  zunächst  inder  Absicht,  um  auf  Hfl  fe  rf«  Geschichte 
der  Chemie  aufmerksam  zu  machen.  I in  entgegengesetzten  Sinn 
ist  die  Abhandlung  geschrieben  : Geher  die  vermeintliche 

Kenntnis«  der  Alten  vom  Platin,  von  E.  L.  Schubarth 
in  Poggendorff's  Annalen  der  Physik  (1843.  No.  8.  S.  621. 
— 037.).  Dieselbe  ist  dem  Geiste  nach  eine  philologische,  auf 
kritische  Emendationcn  sich  beziehende.  Jedoch  dieses  gramma- 
tisch kritische  Princip  reicht  nicht  aus  bei  allen  naturwissenschaft- 
lichen , mit  den  alteii  Mysterien  zusammenhängenden  Dingen.  Denn 
mit  liecht  macht  Hofer  in  seiner  Geschichte  der  Chemie,  wie 
ausdrücklich  von  mir  hervorgehoben  wurde,  aufmerksam  auf  den 
innigen  Zusammenhang  der  alten  Religionen  mit  Naturwissenschaft, 
wodurch  nothwendig  über  manche  naturwissenschaftliche  Dinge  ab- 
sichtlich ein  mysteriöses  Dunkel  ausgegossen  wurde,  Und  damit 
hing  zum  Theil  auch  die  Doppelsinnigkeit  hei  dem  Gebrauche 
mancher  Worte  zusammen.  Aber  Herr  Professor  «Schubarth 
lifsst  sich  gar  nicht  darauf  ein,  dass  dasselbe  Wort  verschiedene 
Bedeutung  hnhen  könne,  was  doch  selbst  hei  den  Worten  des  ge- 
meinen Lehens  so  häufig  der  Fall  ist.  Vielmehr  Irehauptet  er, 
Hofer  und  ich  hätten  abweichend  von  einer  „seit  Jahrhunderten  an- 
genommenen Meinung“,  dass  das  Plinianische  piumhum  can- 
didunt  unser  Zinn  andeute,  den  Satz  aufgestellt,  dass  darunter 
(w  ie  hei  einigen  verwandten  Ausdrücken)  „nichts  anderes  als  Pla- 
tin zu  verstehen  sei.“  Jedoch  sogleich  auf  der  zweiten  Seite 
meiner  Abhandlung  heisst  es  : „Bei  der  Chemie  der  Griechen  und 
Römer  beginnt  Höfer  den  Abschnitt  vom  Zinn  mit  den  Wor- 
ten, dass  eine  grosse  Dunkelheit  in  griechischen  und  römi- 
schen .Schriftstellern  herrsche  hinsichtlich  auf  den  Gebrauch  der 
Worte  stannum,  plumbum  album,  piumhum  argentarium, 
cassiteros,  obwohl  man  gewöhnlich  sich  begnüge.,  diese  Aus- 
drücke durch  Zinn  zu  übersetzen.  Nachdem  er  Stellen  angeführt, 
die  allerdings  auf  Zinn  passen,  sagt  er  Folgendes.“  Und 
nun  sind  die  .Stellen  angeführt,  welche  nicht  passen  auf  Zinn, 
wohl  aber  auf  Platin,  was  auch  Herr  Professor  Schubarth  unbe- 
dingt zugeben  muss.  Um  jedoch  die  Bedeutung  Zinn  festzuhal- 
tun,  nimmt  er  nicht  hlos  zu  willkürlichen  philologischen  Uoojectu- 
ren,  sondern  sogar  zu  der  naturwidrigen  Voraussetzung  seine  Zu- 
flucht, dass  im  Alterthume  Zinngraupen  neben  Gold  vor- 
gekommen  und  gemeinschaftlich  ausgewaschen  wurden  aus  dem 
Flusssande.  „Allerdings,“  sagt  er,  „ist  ein  Zusammenvorkommen 
von  Zinnerz  mit  Gold  ungewöhnlich  '),  doch  aber  nicht  un- 
möglich. “ 


1 ) Stau  „ungewöhnlich"  sollte  s'ohen  „ nn  or  li  ör  t."  Der  Ausdruck 
„ ii  ng  c \v  üh  u liclt  " alter  künute  gerc.  lilfertigt  scheinen  , weil  der  H.  Verf, 
hurr  zuvor  gesagt:  ,.  Agricoln  (de  rc  mclallica  ltasil.  1657.  p.  269.)  führt 

unter  den  verteil iedonen  Methoden  des  Waschen*  von  Gold  und  Zinnerz  eine 
in  Portugal  seiner  Zeit  gebräuchliche  an.*'  — Man  konnte  sonach  glauben, 
zu  Agricoln'*  Zeiten  seien  Gold  und  Zinnerz  zusammen  vorgekommen. 
Schlägt  man  aller  die  citirte  Stelle  nach,  so  heisst  sie  in  wörtlicher  Heber- 
Setzung:  „ich  sprach  bisher  von  den  verschiedenen  Arten  den  Goldsand  aus- 
zinvaschen;  nun  will  ich  von  der  Auswaschaugswcise  der  Materie  spreche», 
welche  bcigcmitcht  den  schwarzen  Steincbeu,  woraus  Zinn  bereitet  wird.“ 
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Diess  ist  es,  was  ich  nur  Rechtfertigung  Höfer’s  in  AttfTas- 
sang  der  Plinianiechen  Stelle,  bei  welcher  vorzugsweise  sein  Geg- 
ner verweilt,  zu  sagen  habe.  Denn  was  ich  zur  Bestätigung  der 
Ansicht  Höfer’s  über  das,  wie  Plinius  selbst  sagt,  dem  plumbum 
album  gleichbedeutende  Homerische  Kassiteros  sagte,  das  mit 
Gobi  coinbinirt  wird  und  nach  Poseidonius  gleichfalls  natürlich 
vorkommt  neben  Gold,  während  Virgil  dieses  Homerische 
Kassiteros  durch  Elektron  übersetzte,  'voraus  man  wieder 
sieht,  dass  von  einem  edlen  Metalle  die  Rede  sei;  diess,  sowie 
alles,  was  damit  zusammenhängt,  übergeht  unser  Gegner  mit  Still- 
schweigen. Unter  solchen  Umständen  bleibt  mir  nichts  übrig,  als 
diese  Veranlassung  iiu  allgemein  wissenschaftlichen  Interesse  zur 
Beseitigung  von  Missverständnissen  zu  benutzen. 

Zunächst  ist  über  das  naturwissenschaftliche  Werk  des  Pli- 
tiius  ein  Wort  zu  sprechen,  da  Herr  Professor  Schubarth  Gewicht 
legt  auf  den  Ausdruck  „Plinianisches  plumbum  candidum“, 
gleichsam  als  ob  in  der  Stelle,  von  welcher  er  eine  lange  Ueber- 
setzung  mittheiit,  Plinius  die  Absicht  habe,  seine  durch  Unter- 
suchung gewonnenen  Ansichten  hinsichtlich  auf  das  plumbum  can- 
didum mitzutheilen.  Demnach  scheint  sowohl  der  Herr  Verfasser 
als  die  Zeitschrift,  worin  jene  schon  von  Beckmann  als  höchst 
verworren  bezeichnete  Steile  des  Plinius  in  ganzer  Ausführlichkeit 
Platz  linden  konnte,  es  vergessen  zu  haben,  oder  wenigstens  un- 
beachtet zu  lassen  im  vorliegenden  Falle,  dass  die  sogenannte 
historia  natnralis  des  Plinius  eine  En cy kl opä die  sei,  wie 
Plinius  selbst  sie  nennt;  eine  Encyklopädie  aus  hundert  der  besten 
Schriftsteller  und  etwa  zwei  tausend,  wegen  des  dunklen  Inhalts 
(propter  secretum  materiae)  von  wenigen  gelesenen  Sohrift- 
rollen  zusammengetragen.  Unter  Solchen  Umständen  mag  es  daher 
ganz  angemessen  scheinen,  daran  zu  erinnern,  in  welchem  Sinne 
Böttiger  die  Naturforscher  bei  ihrer  Versammlung  in  Dresden 
zur  Bearbeitung  jener  alten  naturwissenschaftlichen  und  technischen 
Encyklopädie  des  Plinius  aufforderte.  Es  ist  also  zu  sprechen : 

I.  Ueher  die  dem  naturwissenschaftlichen 
Standpunkt  unserer  Zeit  angemessene  Benutzung  der 
Plinianischen  Uncyklopädie. 

Bei  dem  Charakter,  welchen  die  Versammlungen  deutscher 
Naturforscher  und  Aerzte  im  Gegensätze  zu  dem,  was  ursprüng- 
lich (bei  dem  Aufrufe  dazu  von  der  Academia  naturae  curiosoruro) 
beabsichtigt  war,  seit  einer  Reihe  von  Jahren  angenommen  haben 
und  welcher  darin  besteht,  dass  jede  Jahresversammlung  die  un- 
mittelbar vorhergehende  in  wissenschaftlicher  Beziehung  ignorirt a) ; 


Niehl  entfernt  also  iat  angedcutot,  dass  diese  sch  waren,  Sleiuchcn,  'voraus 
Zion  bereitet  wird,  zugleich  mit  Goid  irgendwo  Vorkommen. 

*)  Was  darüber  gesagt  S.  40.  meiner  Denkschrift  znr  Säcul  ar- 
teier der  Universität  Erlangen  im  Jahre  1H43,  wurde  gedrückt  un- 
mittelbar vor  der  Versammlung  in  Gratz,  wo  ein  erhaltener  Kenner  und 
Freund  der  Naturwissenschaft  mit  den  schönsten  und  kräftigsten  Worten 
einen  edleren,  dem  Geist  einer  freien  (an  keine  I.ocslitat  gebundenen)  Aka- 
demie entsprechenden  Sinn  bei  diesen,  mit  so  viel  Kostenaufwand  verbunde- 
nen Jahresversammlungen  der  Naturforscher  auzuregen  suchte.  Möchte  dieser 
Ceist  doch  endlich  siegen  über  die  Anhänglichkeit  am  Herkömmlichen. 
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bei  dieser  Laue  der  Verhältnisse  ist  es  natürlich  längst  in  Ver- 
gessenheit gekommen,  dass  einmal  von  einem  Unternehmen  die 
Rede  war,  welches  ein  Zusammenwirken  mehrerer  zugleich  anti- 
quarisch gebildeter  Männer  aus  allen  Theilen  der  Naturwissenschaft 
voraussetzt,  nämlich  von  einer  Sichtung  des  in  der  Plioianiscbeh 
Encyklopädie  verworren  zusainmengchäuhen  Materials.  Dazu  er- 
munterte der  verewigte  Böttiger  hei  der  Versammlung  der  Natur- 
forscher in  Dresden  im  Jahre  1826.  Sein  Aufruf  führte  wirklich 
einige  einleitende  Schritte  herbei,  obwohl  mehr  im  philologischen 
als  naturwissenschaftlichen  Sinne.  Doch  dieser  Aufang  war  zugleich 
das  Lude  der  bald  in  Vergessenheit  gekommenen  Sache.  Mit 
Recht  aber  sagte  Böttiger:  „man  hat  nicht  einmal  die  Vorrede 
zu  diesem,  enzyklopädische  Notizen  aus  zweitausend  Schriftrollen 
enthaltenden  Wunderscliatz,  die  Zueignung  an  Vespaslan,  ruhig 
gelesen.  Sonst  würde  man  wissen  was  man  fordern  könne  und 
solle.  Zeitgeiz,  sagt  man,  und  Excerptensucht  liessen  den  Com- 
pllator  bei  seinem  Dictiren  an  ein  Dutzend  Geschwindschreiber, 
die  ihn  umringten,  nie  zur  besonnenen  Prüfung  kommen. 
Daher  »trotzt  sein  Buch  von  missverstandenen  Stellen  *) 
anderer  Schriftsteller,  auch  konnte  er  vieles  gar  nicht  beurtheilen, 
er,  der  mit  Staatsgeschäften  stets  überladene.  Auf  die  meisten 
dieser  Vorwürfe  antwortet  das  von  ihm  mehrmals  wiederholte 
Wort:-  „ut  nihil,  quod  equidem  noverim,  praetermittam.“ 
Hierzu  kommt,  wie  er  seihst  an  Vespasian  schreibt,  dass  diese 
Auszüge  aus  hundert  Schriftstellern  in  abgerissenen  Stunden  zum 
Theile  bei  Nacht  gemacht  wurden.  Hätte  Plinius  nur  immer  die 
einzelnen  Schriftsteller  da  genannt,  wo  er  sie  auBschreibt.  Aber 
ihre  Namen  (wenigstens  die  der  berühmtesten)  sind  blos  angeführt 
hei  der  Inhnltsanzcige  der  einzelnen  Bücher,  welche  unmittelbar 
folgt  nach  der  in  Briefform  an  Vespasian  geschriebenen  Vorrede. 
Offenbar  war  also  bei  der  (wie  die  Uebersetzimg  Sch ub ar th ‘s 
am  besten  beweist)  so  höchst  verworrenen  Stelle  4)  des  Plinius 


*)  Meine  Abhandlung  „über  den  Einfluss  der  naturwissenschaft- 
lichen Mysterien  auf  die  Lilteratur  des  A 1 1 er  th  umg*t  führt 
jedoch  auf  neuo  Gesichtspunkte  in  Auffassung  verworrener  Stellen  des  Pli- 
nius. Wenn  selbst  ein  Historiker  wie  Hcrodot  absichtlich  (was  durch 
ein  unverkennbares  Beispiel  nachgewiesen  wurde)  Verkehrtheiten  schrieb, 
blos  um  räthselhafte  Andeutungen  den  Mysterienknndigen  über  Dinge  zu 
geben,  welche  der  Schriftsprache  unzugänglich  waren:  wie  vielmehr 
konnte  einem  naturwissenschaftlichen  Schriftsteller,  wie  Plinius  war,  ein 
solches  Verfahren  durch  die  akroama  tischen  (d.  h.  lediglich  zur  mündlichen 
Mlttheiluug  bestimmten)  Gegenstände  jener  naturwissenschaftlichen  Mysterien 
nothwendig  gemacht  werden,  propter  secretum  matcriae,  wie  er  in  vor- 
hin angeführter  Stelle  seiner ‘Vorrede  sich  ausdrnckt.  Es  wird  sich  nachher 
Gelegenheit  finden,  diesen  Gesichtspunkt  bei  Erklärung  des  Plinius  durch 
Beispiele  ru  erläutern. 

4)  Beckmann,  der  in  seiuen  Beiträgen  zur  Geschichte  der  Br* 
findu ngen.  B.  4.  S.  321 — 381  über  Zinu  und  Verzinnung  schrieb, 
sagt  S.  336.  vou  dieser  Plini anisclien  Stelle:  „man  muss  eingestehen, 

dass  sie  bei  keiner  Erklärung  ganz,  verständlich  wird,4'  und  entschuldigt 
8.  380.  sein  Bestreben,  einige  Widersprüche,  welche  darin  Vorkommen, 
ciuigermassen  wenigstens  zu  beseitigen,  mit  den  Worten:  „ich  bitte  um 

Vergebung,  dass  ich  midi  so  tief  in  die  Kritik  gewagt  habe.4*  Unbegrcif- 
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\om  pltimbum  album  das  Verfahren  HOfer ’s  gana  das  richtige, 
indem  er  von  der  Voraussetzung  ausging,  dass  die  verschiedenen 
von  Plinius  ausgezogenen  Schriftsteller  mit  demselben  Worte 
verschiedene  Bedeutung  verbanden.  Denn  will  man  der  lexikali- 
schen Einfachheit  Wegen,  damit  dasselbe  Wort  wenigstens  im 
Munde  des  Plinius  stets  dasselbe  bedeute,  die  verschiedenen 
von  ihm  ausgezogenen  Schriftsteller  in  Harmonie  bringen  und  in 
diesem  Sinne  conjecturiren  und  emendiren:  so  versündigt  man  sich 
nicht  blos  an  deu  einzelnen  in  der  Plininnischen  Encyklopädie  be- 
nutzten Schriftstellern  *),  sondern  am  Ende  selbst  an  der  Natur. 

' .* • ' * • ■».’■:  J-  -.1  :■ 

' ■ , 

lieh  aber  ist  cs,  wie  Herr  Professor  Schuharth  sagen  kann:  „Beck- 

mann habe  nachzuwcisdn  sich  bemüht,  dass  das  Plinianisclio  plumbum 
randidom  unser  Zinn  und  ttaaairifjot  höchst  wahrscheinlich  dasselbe  Metall 
andente,  und  diese  Meinung  sehr  glücklich  gerechtfertigt;*1  Beck« 
mann  sagt  vielmehr  5.  346  : „Nun  komme  ich  zur  Untersuchung  desjeni- 

gen Melalles,  welche»  die  Griechen  xaaoire poß , oder  wie  Plinius  sagt  cassi- 
teron,  und  wie  er  ausdrücklich  hinzusetzt,  die  Lateiner  plumbum  candidum, 
weis»  cs  Blei,  genannt  haben.  “ — „Dass  die  Alten  so  früh,  als  wir  hei 
ihnen  das  Wort  xaaairsQOS  linden,  schon  unser  Zinn  gekauut  Italien,  das 
kann  ich  mit  nichts  beweisen,  und  ich  zweifle,  dass  irgend  jemanden 
dieser  Beweis  möglich  sein  wird,  vielmehr  ist  mir  dasGegen- 
theil  wahrscheinlicher.“  Es  ist  ihm  nämlich  nach  S.  348.  wahrschein- 
lich, dass  die  Griechen  in  späterer  Zeit  „das  wahre  Zinn  nur  für  eine  Ab- 
art ihres  alten  Kassitcros  oder  des  Stannums  der  Römer  gehalten  haben, 
sowie  letztere  das  eine  wie  das  andere  für  eine  Abart  des  Bleies  erklär- 
ten.“ S.  351.  fügt  er  allerdings  bei:  „Es  könnte  doch  sein,  dass  die  Grie- 
chen sehr  früh  das  wahre  Zinn  durch  den  Handel  und  mit  ihm  zugleich  den 
ausländischen  Namen,  woraus  xäaoizeQos  geworden,  erhalten  haben/1  — „Uebcr 
die  Frage,  welche  Meinung  die  meiste  Wahrscheinlichkeit  habe,  will  ich 
nicht  streiten;  nur  dabei  bleibe  ich,  das«  für  Homere  und  Hero- 
dotsZeit  alter  keiue  gewiss  erwiesen  w erden  kann.“  Man  sieht, 
das»  Be  ck  ni  a u u geneigt  ist,  eine  ältere  uud  eine  neuere  Bedeutung  des 
Wortes  xaaoitb^oi  (und  also  auch  des  nach  Plinius  dem  Homerischen 
naaaite^oi  gl’gichhefle utendc u plnmhnm.  "album  pdqr  candidum)  aqzunchmen. 
Für  die  neuere  Ztht  ‘passt ' unstreitig  die  UfehertCtzung'  durch  Zi^ii,  woran 
niemand  noch  gezweifelt  hat.  Aber  als  die  frühere,  in  den  alten  Mysterien 
einheimische  , nach  Virgil**  Uebersetzung  dem  El  ek  tr  on  gleichbedeutende 
Geltung  des  Wortes  müssen  wir,  den  von  Höf  er  und  von  mir  angeführten 
Gr ündoü  gemäss,  Platin  anerkennen. 

5)  So  wollen,  wir ; dem  Herrn  Professor  Schuharth  gern  zugehen,  dass 
Plinius  gewiss  „nie  eine  Wägung  ange»lel)|“  zur  Bestimmung  des  spcciiisch.cn 
Gewichts,  was  man  einem  so  sehr  beschäftigten  Staatsmann«  auch,  nicht  zu- 
malbcit  wird.;.  Wir  geben  ferner  zu,  dass  er  7vetti?s*en?  -bei  der  nachlässig 
geschriebenen  Stelle  vom  Grunde,  warum  Gold  zu  *o  hohem  Werthe  ge- 
langt, „ keine  Ahnung  vom.  wirklichen  speciiischcu  Gewichte  des  Goldes“ 
gezeigt  habe.  Gilt  aber  nun  sogleich  dasselbe  v#|i  allen  den  zahlreichen 
Schriftstellern,  welche  Plinius  in  seiner  Encyklopädie  benutzte,  so 
das»  mau  durchaus  keine  in  der  Plinianischen  Encyklopädie  auf  das  speei  fische 
Gewicht  sich  beziehende  Stelle  im  slreugen  Siuno  nehmen  darf?  Die 
genauen  über  das  »pecihsche  Gewicht  der  Mischungen  von  Gold  und  Silber 
«ogestellten  Untersuchungen  eines  Archimedcs  sind  durch  Hicro’s  Krone 
so  berühmt  geworden,  dass  man  unmöglich  glauben  kann,  niemand  ausser 
Archimedcs  habe  im  Alterthum  genaue  Versuche  der  Art  angestellt  und  der 
Ausdruck  eadem  gravitas  quae  auro  sei,  auch  von  Technikern  uud  Metallur- 
gen . deren  Schriften  Plinius  anführt,  stets  nachlässig  gebraucht  worden- 


Digitized  by  Google 


132 


Man  sieht  nun,  in  welchem  Sinn  allein  eine  neue  Bearbeitung  der 
Plinianiscben  Eucykiopädi«  zu  wünschen  wäre,  indem  man  näm- 
lich. g;inz  so  wie  es  Höfer  bei  der  vorliegenden  SteHe  gemacht 
hat,  aus  dem  verworren  zusammengehäuften  Material  das  Bedeu- 
tende heranssucht,  wozu  allerdings  eine  Gesellschaft  von  Männern 
ans  den  verschiedensten  Theilen  der  Naturwissenschaft  sich  ver- 
binden könnte.  Ein  Hauptgesichtspnnkt  aber  wäre  dabei  noch  zu 
beachten ; nämlich  die  Beschränkung  der  schriftlichen  Mittheilung 
über  naturwissenschaftliche  Dinge  durch  die  Mysterien,  worauf 
Pllni  ns  selbst6)  in  der  Abhandlung  vom  Elektron  mit  einigen 
sehr  starken  Ausdrücken  die  Aufmerksamkeit  hinlenkt.  Denn 
eben  weil  man  (wie  schon  vorhin  erwähnt  wurde)  nicht  schreiben 
durfte  über  die  einflussreichsten  naturwissenschaftlichen  Dinge, 
welche  die  Mysterien  in  ihr  Bereich  gezogen,  war  man  zur  bild- 
lichen Einkleidung  für  Mysterienkundige  geniithigt.  Und  schon 
diese  bildliche  Einkleidung,  die  ersonnen  werden  musste , wareine 
Art  von  Poesie.  Aus  diesem  Gesichtspunkte  wird  das,  was  Pli- 
nius  von  den  wunderlichen,  auf  das  Elektron  sich  Iteziehenden 
Fabeln  der  Poeten  sagt,  erst  die  rechte  Bedeutung  gewinnen. 
Und  zum  Theil  auch  darum  mag  es  nun  zweckmässig  sein,  in 
naturwissenschaftlicher  Beziehung  (ohne  Furcht  vor  jenen 
Fabeln  der  Poeten,  auf  welche  die  starken  Ausdrücke  des  Pli- 
nius  nur  unsere  Aufmerksamkeit  hinlenken  zu  wollen  scheinen)  ganz 
umständlich  zu  sprechen: 

II.  Ueber  das  Elektron  der  Alten. 

Der  dritte  Abschnitt  meiner  Abhandlung  über  Platin  handelte 
•vom  „Platin  unter  dem  mystischen  Namen  Elektron“ 
und  ging  von  einer  Stelle  des  Pausanias  ans,  worin  derselbe 
das  Elektron,  welches  als  Naturprodukt  (avtouarov)  im  Sande' 
des  Eridanus  als  ein  (wie  er  ausdrücklich  hervorhebt)  „überaus 
seltenes  Metall  vorkommt,  vom  Kunstprodukt  unterscheidet, 
das,  gewöhnlich  Elektron  genannt,  blos  eine  Mischung  sei  aus 
Gold  und  Silber  r).  Jedoch  auf  diese  Stelle  des  Pausanias, 


Ä)  Die  höchst  bcachtenswerthe  Plinianischc  Stelle  (iri  der  h.  n.  XXXVII. 
c.  2.  in  ün.)  bezeichnet  die  dem  electrum  angereihte  Fahelinas»e  als  einen 
Ausdruck  der  grössten  Mcnschcnvcraclitung.  Und  man  glaube  nicht, 
dass  diese  Aeusscrung  isolirt  steht,  sondern  vergleiche  damit  die  in  meiner 
Einleitung  in  die  Mythologie  auf  dem  Standpunkte  der  Natu 
•Wissenschaft.  S.  145—179.  dargelcgten  Thatsachcn , zu  deren  Zusam- 
menstellung der  Salz  des  Pausanias  Veranlassung  gab,  dass  die  Mysterien 
in  dem  Grade  höher  standen  als  die  Volksreligion,  wie  Götter  höher 
sind  als  Heroen.  In  der  Thal  würde  es  abgeschmackt  sein,  sich  in  die 
durch  die  Mysterien  hcrheigcfiihrte  Verwirrung  ein/ulassen,  wenn  nicht  der 
verworrenen  Schriftsprache  eine  ganz  nnzweidcnligc  physikalische  Zeichen- 
sprache (symbolische  Hicroglyphensprachc)  zur  Seite  stände , deren  Darle- 
gung und  Benutzung  zum  Zwecke  der  neuern  Physik  den  Haupt- 
inhalt ausmacht  jener  Einleitung  in  die  Mythologie. 

7)  Virgil,  welcher  das  Homerische  xaooirtQoC  durch  electrum 
übersetzt,  lasst  vom  V ule  an  für  Aencas  Beinschienen  machen,  „ocreut 
elcctro  nuroejue  rbcorto“,  was  doch  niemand  übersetzen  wird  r ,,ans  unrei- 
nem (silberhaltigem)  Golde,  gemischt  mit  ganz  reinem  Golde.“  Vielmehr 
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worauf  ich  vorzugsweise  Gewicht  legte,  eben  weil  sie,  im  Zusam- 
menhänge gelesen,  so  klar  ist  und  dennoch  die  daraus  gewöhnlich 
entnommenen  einzelnen  Worte  stets  missverstände«'1  Wurden,  — ailf 
diese  so  umständlich,  mit  Beziehung  auf  Buttmann ’s  Äuflas- 
sungsweise,  von  mir  besprochene  Stelle  des  Pnusanias,  Hess 
Herr  Professor  Sch  u hart h sich  gar  nicht  ein;  — stellt  aber,  was 
»eh  darüber  gesagt,  in  der  Art  dar:  „Schweigger  behauptet,  weil 
das  Elektron  im  Sande  der  Flüsse  vorgekommen,  so  könne 
man  an  kein  anderes  Fossil  als  an  Platinerz  denken.  “ Dies  wird 
ihn»  aber  niemand  glauben,  selbst  wer  meine  Abhandlung  nicht 
gelesen  hat.  Während  der  Abschnitt  vom  Elektron  mit  einer 
Plinianischen  in  Höfers  Uebersetzung  von  mir  angeführten  Stelle 
„tout  or  est  allie  d’argent  u.  s.  w.“  begonnen  wurde,  nimmt 
diese  eigentümliche  Widerlegungskunst  keinen  Anstand  in  der 
Art  zu  argumentiren , als  ob  der  Satz,  dass  fast  alles  Waschgold 
der  Flüsse  silberhaltig  sei,  geläugnet  worden  wäre.  Auch  sogar 
über  die  Farbe  des  Platins  glaubt  mein  gelehrter  Gegner  mich 
belehren  zu  müssen;  „Platin“,  sagt  er,  „hat  eine  stahlgraue 
Farbe,  lauin  hinsichtlich  der  Farbe  nie  mit  Bernstein  verglichen 
werden.“  Denn  ignorirt  wird  wieder  alles,  was  ich  gestützt  auf 
Huttmann’s  Sprachableitung  des  Wortes  i’jktxrgov  sagte,  um 
nachzuweisen,  wie  das  natürlich  vorkommende  eisenhaltige  Platin 
durch  die  magnetische  Polarität,  welche  es  zuweilen  zeigt,  zu 
diesem  Namen  kommen  und  zugleich  dadurch  in  den  Kreis  der 
Mysterien  hineingezogen  werden  konnte. 

Da  übrigens  eine  der  nichtigsten  Lehren  der  neueren  Physik 
ihren  Namen  vom  Elektron  erhalten  hat  und  selbst  der  Charakter 
der  neuern  Chemie  durch  das  Wort  Elektrochemie  bezeichnet 
wird:  so  kann  es  den  Physikern  und  Chemikern  nicht  gleichgül- 
tig sein,  über  die  alterthümliche  Bedeutung  des  Wortes  tjktmftov 
gründlich  aufgeklärt  zu  werden.  Und  dazu  kommt  nocl»  ein  spe- 
cieller  Grund,  den  ich  im  Vorworte  zu  den  neuesten,  auf  den  Zu- 
sammenhang der  Lichtpolarisation  mit  elektrischer  und  magneti- 
scher Polarität  sich  beziehenden  Untersuchungen  Farndays  ( im 
Joum.  f.  prakt.  Chem.  B.  3fi.  S.  473.)  nur  mit  einigen  Worten  in 
einer  Note  berührte.  Getrost  will  ich  daher  dem,  was  über  Elek- 


eben  darum,  damit  niemand  an  da«  gemeine  nachgemachte  Elektron  denken 
möge,  fügt  der  Dichter  auro  recocto  hinzu,  wes  beigesetzt  wurde,  weil 
das  seltene  Naturprodukt  electrom  (woraus,  wie  Pausa  nias  in  obiger 
Stelle  erzählt,  eine  Statue  des  Augustus  gemacht  wurde)  oder  das  Home- 
rische (nach.  Plinius  dem  plumbum  album  gleichbedeutende)  cassiteros, 
derselben  Plinianischen  Stelle  gemäss,  ohne  Beimischung  anderer  Metalle 
nicht  m benutzen  ist.  Auch  bei  Homer  wird  xaoaite poi , wie  schon  Schnei- 
der (um  die  gewöhnliche  Uebersetzung  durch  Zinn  zu  bestreiten)  hervor- 
hehty  im  stärksten  Feuer  erweicht  und  auf  dem  Amboss  mit  dem  Hammer 
•verarbeitet.  — Kurz  zuvor  lies»  Virgil  den  Vulcau  mit  Beziehung  auf 
diese  Waffen  des  Aeneas  versprechen,  alles  zu  leisten,  quod  fieri  ferro 
liquidore  potest  electro,  wobei  die  Combination,  wie  sonst  mit  dem 
Golde,  nun  auch  mit  dem  in  Farbe  und  Härte  dem  (als  Platin  aufgefass- 
ten) electrom  nahestehenden  Eisen  nebenbei  vielleicht  einige  Beachtung  ver- 
dient, da  eben  der  Eisengehalt  des  natürlich  vorkommenden  Platins  die  mag- 
netische Anziehung  und  eben  dadurch  den  Namen  electrum  herbeigeföhrt. 


Digitized  by  Google 


134 


tron  mitgetheilt  wurde,  noch  einiges  beifügen,  um  zu  zeigen, 
dass  es  bei  einer  wohlbegründeten  Wahrheit  leicht  sei,  die  Beweise 
dafür  zu  vermehren.  Und  diese  Vermehrung  der  Beweise  wird, 
unter  den  eben  bezeichneten  iXebenumständen,  nun  mehr  an  ihrer 
Stelle  sein,  als  sie  früher  hätte  sein  können. 

1.  Buttmann  erinnert  in  seiner  von  mir  angeführten  Abhand- 
lung über  Elektron:  „Bei  allen  Lexikographen  finden  wir  die  Glosse 
tfltxTQov  aXXozvxov  xqvcIov  , d.  h.  Gold  in  anderer  Gestalt  * 8). 


**)  Suidas  sagt  unter  %aX*olißavov:  tiHoi  tjXixrqoa  1 1 uii'tri  q ov  %pvoou 
tan  Ht>  rp  rjktHTQov  aXXorviror  %yvaiov  fitfuyptvov  vtXto  xa\  If&ti'a.  Hier  ist 
ganz  klar  ausgesprochen,  dass  es  eine  Art  Elektron  gebe,  di«  kostbarer 
fei  als  Gold,  was  also  gewiss  nicht  Gold  »ein  kann  mit  Silber  .gemischt. 
Höchst  wunderlich  wird  der  Zusatz  scheinen,  dass  diese  Abart  des  Goldes 
gemischt  sei'  mit  Kryslall  und  Steiuart.  Erwägt  man  aber,  dass  ein  Lexi- 
kograph, wie  Suidas,  auch  mysteriöse  Andeutungen  abschrieb,  so  kann  mau 
auf  die  weibliche  Form  rj  Xi&tfa  Gewicht  legen,  indem  (auf  eine,  ’fc'ie  wir 
nachher  sehen  werden,  sinnige  Weise),  während  der  Stein  überhaupt  o Xt&oC 
heisst,  7f  Xt'&oe  wo  nicht  geradezu  den  Magnet,  doch  stets  einsn  durch  sein« 
Eigenschaften  heachtnngswerthen  Stein  bedeutet.  Der  natürlich  vorkommen- 
den  eisenhaltigen  Platina  ist  aber  zuweilen  etwas  von  der  Natur  jenes  gleich- 
sam maimweiblichea  Steins,  nämlich  der  ' IlpaxXtla  )Mfoi , d,  h.  des  Mag- 
nets, beigem ischi indem  sie  polarische  Eigenschaften  zeigt,  wodurch  die 
Aufmerksamkeit  der  Mysterien  erregt  und  die  Benennung  tjXtxz^ov  herbeige* 
fhhrt  wurde.  Auch  der  Zusatz  vtXoj  stimmt  zu  dicker  Auffassnngswcite. 
Dies*  wird  man  schon  daraus  merken,  dass  Schneider,  welcher  nalnr  wis- 
senschaftlichen Gegenständen  specicllere  Aufmerksamkeit  zugewandt,  in  sei- 
nem bekannten  Schullexikon  liervorjicbt : ,, 7/  vaXoS  (sonst  auch  leXot  o und 
17)  bedeute  in'  den  ältesten  Zeiten  den  Bernstein“  (soll  heissen  Ele'lp- 
trutn).  Der  BdioKkdt  zu  Aristoplianes  Wolken,  woranf  Schneider  sich 
bezieht,  macht  nämlich  ausdrücklich  aufmerksam,  dass  vaXot  irt  jener  Aristo- 
phanischen Stelle  in  weiblicher  Form  gebraucht  Werde  -(welche  aller- 
dings Aristoplianes  besonders  hervorhebt),  und. 'fugt  dann  beiji  rdas*  ätatt 
vaXoi  bei  Homer -und  dgn  Allen  yXexzpoe  vorkomme,  vttXof  »ber-dnrder 
altern  Zeit  überhaupt  nicht  Glas,  sondern  Kryslall  bezeichnet«..  da- 

zu stimmt  eine  Steile  des  Plinius  (Hist.  nat.  VIII.  c.  38.  sect.  57.  XXiVJLl 
c.  2.  3.  7.  sect.  11.13.  und  29-)»  wo  die  Rede  vom  Kryalallciij  die  erwärmt 
an  der  “Sonne  leichte'  Körper  anziehn.  Einer,  sagt  er,  der  sogar  auch  Eisen- 
feile anziehe  (was,  wie  er  heifiigt,  Diokles  und  Theophrastus  glau- 
ben) heisse  ly nc urion,  und  dieser  werde  von  Danvostratus  als  Elec- 
trurn  bezeichnet,  wobei  eine  bestätigende  Stelle  des  Strabo  schon  Har- 
duin  in  seiner  Ausgabe  des  Plinius  angeführt,  während  auch  Hesychius 
geradezu  sagt : Xvyxovgtop,  ro  rjXtxTQOV.  Die  Jndignaliou , womit  Plinius 

über  die  dem  lyncuriou,  den  er  als  gemma  bezeichnet,  angcreihtcn  Fabeln 
redet,  verräth,  dass  von  einem  mysteriös  behandelten  Krystall  die  Rede  , sei. 
Watson  und  Beckmann  denken  an  unaern  Turmalin  (worüber;  dje  nötlii- 
gen  Nachweisungen  in  nveing^  „Einleitung  in  die  lilyt^fji^giA“  etex. 
S.  156.  und  366.  zu  finden).  Diess  wenigstens  ist  nicht  zu  leugnen,  dass 
auch  in  neuerer  Zeit  der  Turmalin  durch  seine  Asckenanziobuag  (Aaclipn- 
trerker  und  Ceylonischer  Magnet  darum  genannt)  selbst  lüg  roheste 
Aufmerksamkeit  auf  »ich  gezogen.  Unter  diesen  Umständen  wird  die  Stelle 
des  SgkoliasUm  zu  Aristoplianes  verständlich,  gleichsam  als  Nathklang  aus 
den  Mysterien.  Mit  Beziehung  darauf  kommt  auch  Be charft,  der  im,  Hic- 
rozoicon  (B.  111.  S.  876  — 900  ed.  Rosenmülleri ) eine  sehr  gelehrte  Ab- 
handlung über  Elektron  -schrieb,  zu  dem  Resultat;  „ex  bis  quae  diximus 
conficilur,  ijXextQov  apud  veiercs  t r ia  signüicaese  , nempe  1)  »ucciunm 
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Auch  fügt  er  die  Bemerkung  bei  . dass  der  Ausdruck  ülXozvnov 
auf  die  blässere  Farbe  des  mit  Silber  gemischten  Beides  schwer- 
lich bezogen  werden  könne.  Offenbar  ist,  nach  wörtlicher  Ueber- 
setzung,  ein  anderer  Typus  des  Goldes,  oder  Gold  von  anderer 
Bilduhg,  von  anderer  Art  gemeint,  wie  man  denn  lange  genug 
auch  in  neuerer  Zeit  Platin  gleichsam  als  eine  Abart  des  Goldes, 
als  weisses  Gold,  bezeichnet  hat. 

li  - ! :•  : ■ . _ ■ . ■_  'I 

i,  2.  Nun  aber  entsteht  die  Frage,  ob  dieses  eigenthiimliche 
Gold  von  anderer  Bildung  und  Natur,  oder  ob  der  Bern- 
stein zuerst  Bis  rjXexr^uv  bezeichnet  worden  sei.  Da  in  einer 
Stelle  hei  Sophokles  (Antigone  v.  10111)  das1  Elektron'  von 
Sartfes.  (das  berühmt  als  Residenz  des  Krösus  und  wobei  dar 
Scholiast  an  den  Gold  führenden  Fluss  Paktolus  erinnert)  mit  dem 
indineheir  Golde  comhinirt,  und  auch  hei  Homer  das  Elek- 
tron Zwischen  Gold  und  .Silber  gestellt,  ist,  dasselbe,  gleichfalls  hei 
Hesiod  im  Schilde  des  Herakles  (v.  142)  neben  Gold  und  Kya- 
nos  vorkommt,  so  bemerkt  Buttmann  mit  Recht:  „mich  dtinkt, 
wer  hei  jenen  ältesten  Dichtern  unter  Elektron  ausschliessend  das 
Metall  versteht,  giebt  zugleich  zu  erkennen,  dass  diess  der  altere 
Gebrduch  des  Namens  sei.“  Aber  Buttmann,  der  auch  die  Auto- 
rität des  Plinius  (hist,  nai  XXXIII.  c.  -1.  sec.  23.)  daliir  hätte 
aa fuhren  können,  dass  Homer  das  Metall  meint,  wenn  er  vom 
Elektron  redet,  wird  verlegen  durch  die  Mythologie  gemacht,  deren 
Autorität,  wie  er  sagt,  wenigstens  neben  der  von  Homers  Gedich- 
ten steht.  Da  nämlich  das  Elektron  aus  den  Thränen  der  in  Pap- 
peln verwandelten  .Schwestern  Phaethon’s  gebildet,  so  glaubt 
er  hierbei  nothwendlg  an  die  aus  Bäumen  ausschw  itzenden  Harz- 
thränen  denken  und  in  diesem  Zusammenhang  Elektron  durch 
Bernstein  übersetzen  zu  müssen.  Jedoch  die  Pappeln  gehören 
nicht  zu  den  Harz  ausschwitzenden  Bäumen ; sie  werden  also  in 
ganz  anderer  Beziehung  hier  genannt  sein.  Ohnehin  weinen  die 
Schwestern  des  Phaethon  (die  Heliaden)  am  Eridanus,  jenem  fabel- 
haften Fluss , in  welchen  Phaethon  stürzte ; und  in  Flüssen  (nament- 
lich im  mythischen  Eridanus,  der  vorhin  angeführten  Stelle  des 
Pausanias  gemäss)  kommt  wohl  Gold  und  goldariiges  Elektron 
(m  kleinen  Körnern,  die  ausgewaschen  wurden),  keineswegs  aber 
Bernstein  vor.  Buttrnann  hebt  späterhin  selbst  hervor:  „Hesychins 
hat  bei  dem  Wort  tfXtxtQOs  die  Erklärung  filxnXX ov  j;pt ioi£ov  mit 
dein  Zusatze,  man  sage,  es  seien“  (nämlich  diese  goldartigen 
Metallkörner  seien)  „die  Thränen  der  Heliaden.  Und  Philostratus 
trägt  kein  Bedenken,  die  Elektron  thränen  jener  mythischen 
Pappeln  Gold  zu  uennen.“  — Und  nun  wird  man  auch  verstehn, 

■ - "11/  ....  .i..  l,.i  . . • •'  • ■ 

■ • ‘ I,  li  ilj  fl  v ’ . II  i • • • . • • 

2)  me  ta  llara  ex  «uro  et argento  conflatnm,  3)  lapidem  er  y st«  lllnum.  w 
Versteht  man  unter  ijXtxrftov , der  Spracliableitnng  Buttmann’s  gemäss, 
«inen  mit  Anziehungskraft  begabten  Körper:  so  weis»  der  Physiker  ans  der 
Stelle  des  Tansanias,  welches  (durch  Mischung  von  Gold  und  Silber  bl  OS 
nachgebildete)  natürlich  neben  Gold  vorkommende  seltene  Metall,  und 
dnreh  die  angeführte  Stelle  des  Plinius , welche  kristallinischen 
Stein«  Ursprung  lieh  in  den  Mysterien  gemeint  waren.  Diese  letale  von 
Bochatt  sehr  richtig  als  eine  dritte  angeführte  Bedeutung  des  Wortes 
ytatrpo*'  ia»  übrigens  in  neuerer  Zeit,  selbst  in  den  griechischen  Wörter* 
büchern,  gänzlich  unbeachtet  geblieben.  > 
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warum  Homer  Bein  (von  Virgil  durch  eleetrum  übersetztes)  xadtsi- 
tcqos  mit  dem  Mythenkreise  von  Phaethon  in  Verbindung  bringt. 

3.  Betrachten  wir  die  Namen  dieser  Schwestern  des  Phaethon, 
deren  Anführung  hier  unnüthig  ist,  so  beziehen  sich  alle  auf 
Schimmer  und  Glanz.  Wenn  also  die  runden,  graulich  weiss  glän- 
zenden Körner  im  fabelhaften  Eridanus , in  welchem  der  glänzende 
Sohn  des  Helios,  Phaethon,  sein  Grab  fand,  wenn  diese  unschein- 
baren kleinen  Körnchen,  welche  dennoch  Gold  sind  von  anderer 
Art,  als  Thränen  dargestellt  werden  der  Heliaden:  so  sieht  man 
leicht,  dass  hierdurch  auf  eine  mysteriöse  Weise  das  natürliche 
Vorkommen  des  Platins  bezeichnet  und  dasselbe  als  ein 
Gold,  das  seinen  heitern  Glanz  abgelegt,  gleichsam  in  Trauer 
gehüllt  ist,  dargestellt  werden  soll.  Diess  wird  noch  klarer,  wenn 
wir  auf  eine  andre  Variante  desselben  Mythus  Rücksicht  nehmen, 
worin  statt  der  Heliaden  selbst  Apollo  ®)  genannt  wrird,  der  mit 


Um  solches  nachztnvciseii  genügen  hier  abgeleitete  Quellen,  beson- 
ders darum,  damit  mau  sehe,  dass  die  Urgeschichte  der  Physik  wenig- 
stens in  früherer  Zeit  höher  geachtet  wurde,  als  gegenwärtig.  Ich  nenne 
iu  dieser  Beziehung  Philipp!  Cacsii  a Zesen  coclu  m nstronoirti- 
cum,  poeticum  si-ve  mythologicum  siel  lamm  fite  atu1  in«  Am* 
stel.  1662.  Denn  ist  es  nicht  unanständig  für  Naturforscher,  in  der  Astro- 
nomie sich  der  Mythologie  bei  Bezeichnung  der  Sterne  zu  bedienen,  und 
doch  die  dem  Naturforscher  allem  zugänglichen  naturwissenschaftlichen 
Mysterien  des  Altcrtbums,  womit  diese  Bezeichnung  zusaiu inenhängt,  geflis- 
sentlich ignoriren  zu  wollen?  ln  dem  genannten  gelehrten  Werke  werden 
bei  dem  Sternbild  Kridanus,  S.  228' — 245,  eine  Reihe  gelehrter  Nach- 
weisungen gegeben,  und  es  heisst,  nachdem  von  den  Heliaden  die  Stel- 
len def  Poeten  angeführt  waren,  S.  231:  nisi  potius  eleetrum  apud 

Celtas,  si  Artcmi  doro  credimns,  ex  lacrymis  ApoLlinis  natnm  dicas,  uhi 
indignans  patrem,  quod  hlium  suum  Acsculapium  de  quo  vidimus  in  Serpen- 
tario,  fnlmibe  pcrcussisset , ad  Hyperhorcos  moestus  contendit.'  — Auch 
Gesner  in 'seiner  gelehrten  Abhandlung  de  eleetro  (in  den  commentarii» 
societatu  Gotlingeusis.  tom.  111.  ad  aanuui  1753  ) bezieht  sich  auf  diese  Va- 
riante des  Mythus  S.  72.  mit  folgenden  Worten:  nondum  inveni , quo  auc- 
tore  Phavorinus  Camerg  dicat,  ipsius  Apollinis,  h.  e.  Solis,  lacrimns 
esse  elcctra,  quas  profuderit  cum  tristis  ob  Acsculapii  mortem  ad  Hyperho- 
reos  a palre  reprehensu*  abiret,  aut  cum  serviro  ob  iulerfectos  Cyclopa» 
iussus  esset.  Pouenlur  graeca , ut  co  facilius  inveniantur  cuius  sült.  Und 
nun  führt  er  die  griechische  Stelle  an.  — Besonders  darum  aber  wünsche 
ich  die  Aufmerksamkeit  der  Physiker  auf  Gcsner’s  gelehrte  Abhandlung 
über  das  Klektrou  hinzulenkcn , weil  derselbe  zum  Schlüsse  der  angeführten 
Abhandlung  von  den  Fortschritten  neuerer  Naturwissenschaft  mit  der  edel- 
sten Begeisterung  spricht.  Denn  nachdem  er  zuletzt  auf  die  im  Alterthum 
sogenannte  Dioskurcnerscheinung , die  leuchtenden  Lanzen  und  andere  in  dem 
Buche  des  Bartholinus  de  luce  auinulium  zusammengcstclite  wun- 
dervolle Lieh tschcinc , gekommen,  schliesst  er  mit  folgenden  -Worten  seine 
Abhandlung:  ,, Dergleichen  alterthiimliche  Nachwcisungen  dienob  dazu,  in 

noch  gläüzcnderm  Lichte  zu  zeigen  jene  elektrischen  Experimente  » welche 
auch  in.  dieser  Stadt,  ihr  theureu  Collegen,  zu  unserer  grossen  Verwunde- 
run§  gezeigt  habt;  nicht  aber  dazu,  dem  gegenwärtigen  Jahrhunderte  den 
Ruhm  zn  schmäler u,  gleichsam  eine  neue  Welt  entdeckt  za  haben.  Dass 
solches  während  ich  lebte  gelang,  darüber  werde  ich  mich  stets . freuen. u 
Möchten  diejenigen,  welche  heut  zu  Tage  die  Forschungen  über  Urgeschichte 
der  Physik  zu  unterdrücken  streben,  von  einem  Gesner  lernen,  dass  der 
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Gold  umhüllte  (ein  goldenes  Schwert,  goldene  Rüstung  tragende) 
Apollo,  dem  die  Gold  im  Norden  Europas  bewachenden  Greife 
geweiht  sind.  Aus  seinen  Thränen,  heisst  es,  bei  dem  Tode  sei- 
nes Sohnes  Aeskulap  entstand  Elektron,  d.  h.  jenes  in  kleinen 
abgerundeten  Kornern  sich  darstellende  gleichsam  durch  Trauer 
entstellte  Gold  von  anderer  Art.  Man  sieht  nun,  warum  neben 
dem  goldenen  Dreifuss  im  Tempel  des  Delphischen  Apollo  und 
anderen  goldenen  Weihgeschenken  auch  dieses  durch  geheime 
magnetische  10)  Beziehungen  in  den  Mythenkreis  hineingezo- 
gene Gold  anderer  Art  ( cekkörxmov  %qv<sIov)  nicht  fehlen  durfte. 
Und  Licht  wird  dadurch  geworfen  auf  das  in  der  Abhandlung  über 
Platin a besprochene  Weihgeschenk  des  Krösus,  dessen  grosse 
innere  (d.  h.  mysteriöse)  Bedeutsamkeit  vielleicht  blos  durch 
absichtlich  übertriebene,  auf  Aeusserlichkeiten,  nämlich  die  Grösse 
der  Geschenke,  sich  beziehende  Angaben  hervorgehoben  und  der 
Beachtung  der  Mysterienkundigen  empfohlen  werden  sollte. 

Es  £iebt  noch  eine  dritte  Variante  vom  Vorkommen  und  der 
Gestalt  jenes  degenerirten,  gleichsam  in  Thranenform  sich  darstel- 
lenden. graulich  weiss  glänzenden  Goldes,  welche,  wie  Plinius 
mit  Indignation  anfuhrt  (vergl.  Note  3 und  6),  auf  die  Thränen  der 
in  Vögel  verwandelten  Schwestern  des  Meleager  ll)  sich  be- 
zieht. Wir  sind  hier  mitten  in  dem  zugleich  die  Mysterien  des 
Herakles  umfassenden  dioskurischen  Mythenkreise,  wozu  uns  Pli- 


Rahm,  eine  neue  physische  Weil  entdeckt  zu  haben,  doppelt  so  gross,  wenn 
dadurch  zugleich  eine  neue  geistige  aufgeschlossen  wird,  die,  -verborgen  in 
dea  Mysterien,  so  einflussreich  war  auf  die  alte  Litteratur,  womit  die  neue 
nur  allzueng  Zusammenhang!  und  zwar  in  den  auf  das  Lehen  einflussreich- 
sten Gebieten.  Höchst  hcachtungswerth  iu  mehr  als  einer  Beziehung  ist 
daher  dieaer  schöne  Ausdruck  naturwissenschaftlicher  Begeisterung  bei  jenem 
alten  Lexikographen.  Wo  ist  sie  hmgekonunen,  möchte  man  hier  fragen, 
diese  allgemeine  Begeisterung  für  Naturwissenschaft,  wie  sie  noch  da  war 
zo  Anfang  dieses  Jahrhunderts  9 Sie  ist  theologischen  Streilhändcln  gewichen, 
und  darum  gewichen,  weil  das  ängstliche  Examinationswesen  (zum  Theil 
über  Dinge,  welche  im  späteren  Leben  vergessen  zu  haben  man  Gott  dankt) 
den  Theologen  und  Philologen  auf  Universitäten  nicht  mehr  Zeit  lässt  za 
freien  Stadien,  um  die  über  allen  Streit  erhabenen,  fortdauernden  Offen- 
barungen Gottes  in  der  Natur  kennen  zu  lernen. 

10)  Möchte  der  Leser  geneigt  sein,  im  Register  zu  meiner  Einleitung 
in  die  M y th  ol  o gi  e das  Wort  Apollo  auf/uschlagen  und  sich  mit  dem 
Hierhergehörigen,  dort  erwähnten  Bilderkreise  zu  befreunden. 

1 1 ) Da  die  Localsage  von  Meleager  sich  dem  dioskurischen  Mythenkreise 
mchliesst,  so  tritt  die  Verwandlung  in  Yögel  an  die  Stelle  der  im  Mythen- 
breise  des  Herakles  bedeutsamen  Pappel  (Silberpappel),  in  welcher 
Beziehung  ich  wieder  nothwendig  verweisen  muss  auf  meine  Einleitung  in 
die  Mythologie.  S.  142,  234,  299,  333  und  345.  Weisse  Yögel 
fielen  - nämlich  darum  im  dioskurischen  Mythenkreis  eine  bedeutende  Rolle, 
veil  nach  dem  ganz  naturgemäßen  Ausdrucke  des  Plinius  „die  Dioskurcn 
auf  den  Masten  der  Schiffe  erscheinen  mit  eigentümlich  tönendem 
L**te,  v*ie  Yögel  hüpfend  von  Ort  zu  Ort.“  — Zugleich  versteht  man 
Kunden  Ausdruck  Schwan  engesang.  Denn  in  diesem  Sinne  (als  Sym- 
bol des  Lüchtes  aufgefasst)  singt  der  Schwan  wirklich  vor  seinem  Tode,  und 
weissagend  (von  grosser  Yorbedeutung)  ist  dieser  Schwanengesang. 

Theil  IX.  10 
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nius  den  Schlüssel  gegeben  durch  einige  flüchtig  hingeworfene 
Worte  über  die  Natur  der  Dioskuren  und  der  Helena,  welche  ich 
meiner  zweiten,  auf  diese  naturwissenschaftlichen  Alysterlen  sich 
beziehenden  Abhandlung  über  Urgeschichte  der  Physik  vor 
anstellte  (im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Physik.  1823.  oder 
B.  XXXVII.  S.  250.).  Sichern  Schrittes  konnte  ich  dann  weiter 

rshn  in  Erforschung  jener  Geheimlehren,  mit  Beziehung  auf  welche 
trabo  geradezu  sagt,  er  wolle  wiedersprechende  l)inge  zusam- 
menstellen , gleichsam  als  aufzutüsendc  Kathsel , ob  vielleicht  einer 
„die  Wahrheit  errathc.“  Und  dennoch  derselbe  Pli  nius,  von 
dem  inan  ohnehin  nicht  wird  annehmen  wollen , dass  er  der  Samo- 
thracischen  Mysterien  ganz  unkundig  gewesen,  stellt  sich  nun  an, 
als  ob  er  in  allen  auf  «las  Elektron  sich  beziehenden  mysteriösen 
Fabeln  gar  keinen  Sinn  linden  könne,  und  als  ob  hier  allein  vom 
gemeinen,  keineswegs,  wie  er  beilügt,  zu  den  Seltenheiten  gehö- 
rigen Bernstein  die  Kede  wäre.  Ja,  er  geht  so  weit,  den  Erida- 
nus,  von  dem  er  schon  aus  dem  Sternhilde  wissen  musste,  dass 
-er  dem  Fabelland  angehöre  (oder,  wie  Herodot  (III.  115.)  sich 
ausdrückt,  „dem  äusserstcn  Westen,  worüber  nichts  Zuverlässi- 
ges zu  sagen  sei“)  als  den  Fluss  Padus  (Po)  in  Italien  zu  be- 
zeichnen, mit  dem  Zusatze,  dass  Italien  Zeugniss  gebe  für  die 
Falschheit  der  dichterischen  Angabe.  Dass  er  aber  mit  so  gros- 
ser Indignation  von  der  Alcn  sehen  Verachtung  spricht,  welche 
in  diesem,  die  Naturwissenschaft  verschleiernden  Fabeln-esen  liege, 
zeigt  deutlich  genug,  dass  er  die  Mysterien  meine,  als  deren  un- 
kundig er  vielleicht  absichtlich  erscheinen  wollte,  während  früher 
auch  Aeschylus,  angeklagt,  mysteriöse  Andeutungen  gegeben  zu 
haben,  blos  durch  die  Entschuldigung  seiner  Unkunde  sich  retten 
konnte.  Man  vergesse  doch  nicht,  dass  Lucrez  das  Eiectrum 
nicht  einmal  zu  nennen  wagt,  so  grosse  Veranlassung  er  auch 
hatte,  auf  seinem  Standpunkte  davon  zu  sprechen  ,2).  Ich  hebe 
diess  hervor,  um  den  Geist  zu  bezeichnen,  in  welchem 
die  Naturgeschichte  desPlinins  neu  zu  bearbeiten  sein 
möchte.  Die  Verworrenheit  der  Zusammenstellungen  kann  mitun- 
ter (ganz  so  wie  in  der  Physik  des  Aristoteles  13))  eine  absicht- 
liche sein,  um  tiefere  Wahrheiten  zu  verbergen,  die,  weil  sie  nicht 
unmittelbar  ausgesprochen  werden  durften,  aus  den  verworrenen 
Andeutungen  herauszusuchen  sind. 


1 ’2)  Wie  feindlich  die  Mysterien  den  Naturforschern  waren,  namentlich 
ans  der  Epikureischen  Schule,  welcher  Lucrcz  sich  anschloss,  solches 
habe  ich  durch  angeführte  Thatsachcn,  welche  zugleich  von  Einfluss  sind 
auf  die  Erklärungswcisc  des  I.ucrez , in  meiner  Denkschrift  zur  Sä'cu- 
larfeier  der  Universität  Erlangen  S.  11.  nucligewieten.  {Tfergleiclic 
auch  Note  24.  in  vorliegender  Abhandlung.) 

lB)  Ich  beziehe  mich  anf  das,  was  in  derselben  Denkschrift  S.  14.  und 
41».  dem  unzweideutigen  Ausdrucke  des  Aristoteles  selbst  gemäss  darge- 
legt wurde.  Nebenbei  bemerke  ich,  dass  Pli  nius  an  einer  andern  Stelle 
(li.  n.  XXXVI.  c.  4.  n.  7.)  bei  den  flüchtig  hingeworfenen  Worten:  „Sco- 
pas  focit  Venerem  et  Vothon  et  Phaethontom,  qui  Samothrace  sanctlssimis 
caerimonils  coluntur“  sich  vertraut  zeigt  mit  den  feinsten  mysteriösen  Beziehun- 
gen. Denn  die  Bedeutsamkeit  dieser  Uomhination  wird  man  verstehn,  wenn 
man  die  Idylle  Clandians  anf  den  Magnet  liest,  im  Zusammenhänge  mit 
dem,  was  darüber  gesagt  in  meiner  Einleitung  in  die  Mythologie 
S.  239  und  240,  womit  S.  218 — 220  zu  verbinden. 

./  ! i.  , . • 
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Anmerkhng.  Aus  dem  eiten  hezeichneten  Gesichtspunkt  ist 
auch  eine  mysteriöse  Spraekableitung  des  Wortes  electrum  auf- 
zu fassen,  trete, he  Plinins  recht  absichtlich  /terrorhehl , und  wobei 
er  sieh  auf  die  Autorität  beruft  einer  Jleihe  ti/ter  Dichter,  mit 
dem  Zusatze,  dass  hier  von  Poeten  des  ersten  Hanges  die  Hede 
sei ; nämlich  electrum  appellatum  qnoniam  Sol  vocatns  sit 
elector.  Einleuchtend  ist  es,  /lass  zur  Vergleichung  mit  der 
Sonne  keine  der  geltend  gewordene*  Bedeutungen  des  1 Vortes 
electrum  passt  , man  nuig  an  Bernstein,  dessen  harzartiges  An- 
sehen doch  u-ahrlich  nicht  an  Sonnenglan:  erinnern  kann , oder 
an  das  ans  Gold  und  Silber,  sei  es  con  der  Natur  oder  durch 
Kunst  gemischte  Metall  denken , weil  statt  an  unreines,  vielmehr 
an  reines  Gold  der  Sonnenglanz  erinnert.  Denkt  man  aber  dar- 
an , dass  die  grössten  Dichter  des  Alterthnms  immer  die  myste- 
riöse Bilderwelt 1 * * * * * * * * * * * *  i4J  (d.  h.  symbolische  Hieroglyphen)  cor  Augen 
hatten,  so  zeigt  uns  die  auf  Tafel  II.  Fig.lii.  meiner  Einleitung 
in  die  Mythologie  abgebildete  streng  naturwissenschaftliche , auf 
einer  Münze  ran  Chios  rorkommende  eilte  Hieroglyphe  den  Zu- 
sammenhang zwischen  elector  als  Sonne  und  electrum  im 
Sinne  der  liuttm finnischen  Spracliableitung  aufgefasst.  Denn  ob- 
wohl bildlich,  doch  ganz  scharf  spricht  fliese  symbolische  Hiero- 
glyphe den  Satz  aus,  dass  die  Sonne  mit  derselben  herkuli- 
schen (d.  h.  magnetischen)  Kraß  leuchte,  wodurch  die  neben 
Golf I vorkommende  eisenhaltige  Platina  zu  einem  Gegenstände 
der  Mysterien  geworden.  Die  sprachliche  Verbindung  der  Worte 
eie  c trum  und  elector  ist  also  eine  mysteriöse.  Mtrn  muss 
aber  jene  Hieroglyphe  im  Zusammenhang  auffassen  mit.  dem 
ganzen  Mythen-  und  BUfterkreise.  worin  sie  in  jener  Einleitung 
in  die  Mythologie  dargestellt  ist.  Dann  wird  man  zugleich 
verstehn,  dass  diese  mysteriöse  Sprachahleitung  dasselbe  ausspricht, 
was  mythisch  angedeulet  durch  die  Verwandlung  der  glänzen- 
den Töchter  des  Helios  in  Pappeln,  wenn  man  nämlich  an  die 
dem  Her knles  sehr  sinnig  geweihte  Silberpappel  denkt.  Ehen 
aber,  weil  es  sich  im  Geiste  der  symbolischen  Hieroglyphih  nie 
von  einzelnen  isolirt  stehenden  Bildern  , sondern  von  ganzen  Bit 


1 4)  Hierüber  wäre,  namentlich,  mit  Beziehung  auf  den  samothracischca 

Bilderkreis,  vieles  zu  sagen  nachträglich  zu  dem,  was  in  meiner  Ein  lei* 

tung  iu  die  Mythologie  schon  dargclegt  ist,  was  sich  aber  zum  Theile 

von.  seihst  ergehen  würde  durch  eine  sinnige  Zusammenstellung  die- 

ses Bilde  rk  reise  s.  Darum  meinte  ich,  dass  dieselbe  den  Frcundeu  altcr- 

thiimlichcr  Poesie  willkommen  sein  müsse,  und  wünschte,  dass  ein  Alter« 

thuxmforscher , welcher  in  einer  Stadt  lebt,  wo  die  geeigneten  Sammlungen 

dazu  vorhanden,  sich  zur  Herausgabe  dieses  Bilderkreises  mit  mir  verbinden 

möge«  Alle  Versuche,  dies«  zu  erreichen,’  misslangen«  Und  wie  viele 

Schriften  sind  seit  zwanzig  Jahren  z.  B.  über  Helena  oder  andere  sainothra- 

cisclie  Wesen  erschienen , ohne  dass  mau  Notiz  nahm  auch  nur  von  einer 

möglichen  streng  naturwissenschaftlichen  Auffassung  dieses  im  ganzen  Alter- 

thum als  naturwissenschaftlich  bezcichucten  Mytlicnkrcises , geschweige  von 

einer  vorliegenden  wirklich  vorhandenen.  — Und  obwohl  schon  Wolf  cs 
ausgesprochen , wie  wünschenswert!»  cs  wäre,  die  mysteriösen  Beziehungen 
in  Homcr’g  Gedichten  (worauf  die  berühmte  Schule  des  Krates  sich  be- 
zog) kennen  zu  lernen,  mag  nun,  nachdem  in  diesem  Geiste  durch  alterthüm- 
licJie  Nachweisung  die  verkannte  poetische  Einheit  der  Iliade  klar  darge- 
lcgt  wurde,  kein  l’hilolog  nur  auf  Prüfung  der  Sache  sich  einlassen. 

' 10* 
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der  kreisen  handelt  (indem,  wie  bei  jeder  aridem  Sprache,  auch 
bei  dieser  Sgmbolsprache  alles  auf  den  Umfang  ankommt,  worin 
man  sie  auffasst) : so  kann  ich  hier  unmöglich  ins  Einzelne  gehn, 
obwohl  die  Bedeutsamkeit,  mit  welcher  P/inius  jene  Sprachab- 
leitung  her eor hebt , es  mir  unmöglich  machte,  dieselbe  ganz  un- 
berührt zu  lassen.  Nur  diese  Bemerkung  ist  noch  anzureihen, 
dass  desgleichen  mysteriöse.  Wortab  le  itungen  sehr  häufig, 
besonders  bei  alten  griechischen  Schriftstellern  Vorkommen.  Die 
Wunderlichkeit  derselben  veranlasste  die  neuem  Philologen  zu 
dem  Glauben,  den  etymologischen  Theil  der  griechischen  Gram- 
matik besser  zu  verstehn,  als  die  vorzüglichsten  griechischen 
Schriftsteller  ihn  verstanden.  Man  übersah,  dass  man  durch 
wunderliche  Sprachableitungen  mitunter  Andeutungen  den 
Mysterien  kundigen  hinsichtlich  auf  die  der  Schriftsprache 
unzugänglichen  Dinge  geben  wollte.  — Aber  in  diesem  gramina- 
tisdien  Sinn  habe  ich  hier  auch  noch  etwas  beizufugen  zur  Er- 
gänzung einer  vorhergehenden  Anmerkung  (Note  8),  worin  die 
Hede  war  von  der  weiblichen  Form  des  Wortes  Uft o$,  die  stets 
mit  Bedeutsamkeit  gebraucht  wirrt.  Vorausgesetzt,  dass  die  vor- 
historische Zeit  (deren  Ucberlieferungen  die  alte  Priesterschaß 
in  Mysterien  einschloss,  worin  noch  jetzt  die,  indische.  Astronomie 
eingeschlossen)  mit  dem  Polaritütsgesctze  li)  bekannt  war,  muss 
es  oeachtungswerth  scheinen,  dass  der  Stein  als  Stein  männlichen 
Geschlechtes  ist  (6  l.i&og  genannt);  als  Magnetstein  aber  weibli- 
chen Geschlechtes  (g  li&og  mit  dem  Zusatz  rHguxXeia).  Es  ist 
dadurch  bezeichnet,  dass  dieser  Herkulische  oder  magnetische 
Stein  männliches  und  teeibliches  Princip  in  sich  vereine.  Darum 
zogen  in  den  Mysterien  des  Herakles  Männer  Frauenkleider  an, 
womit  noch  andere  (in  dem  auf  Herkules  sich  beziehenden  Ab- 
schnitte meiner  naturwissenschaftlichen  Mythologie  S.  237  ange- 
führte) sinnige  Andeutungen  Zusammenhängen.  Und  in  diesem 
Zusammenhänge  wollen  wir  einen  Blick  werfen  auf  den,  gleich 
dem  Magnet  Polarität  zeigenden,  als  gkixrgov  bezeichnten  Kry- 
stall,  wovott  Note  8.  die  Rede  war.  Denn  auf  analoge  Weise 
kommt,  wie  Buttmann  zeigt,  gksxzgov , was  ein  Neutrum  ist. 


1 5)  Iu  dieser  Beziehung  stellte  ich  schon  in  meiner  ersten  , im  Jahrbuch 
der  Chemie  nnd  Physik  von  1821  puhlicirten  Abhandlung  über  Urgeschichte 
der  Physik  (welche  auch  in  besondern  Abdrücken  erschien)  die  Zeugnisse 
griechischer  Philosophen  zusammen,  woraus  eine  alter thiiinliche  Kenntnis« 
des  Polaritälsgcsetzcs  hervorgeht,  und  machte  besonders  auf  die  den  Aegyp- 
tiern  zngcschrichene  Unterscheidung  eine»  männlichen'  und  weiblichen 
Feuers  aufmerksam.  Späterhin  hot  in  analoger  Beziehung  sich  die  Bemer- 
kung dar,  dass  die  vorherrschende  weibliche  Form  der  auf  das  Feuer  in  den 
orientalischen  Sprachen  sich  beziehenden  Worte  die  Aufmerksamkeit  der 
Grammatiker  erregt  (s.  Jour nalfüt  Chemie  und  Physik.  B.  37.  S.  314.). 
Entscheidend  war  die  Zusammenstellung  des  dioskurischeu  Bilderkreises,  um 
den  Beweis  zu  vollenden  jener  Bekanntschaft  des  Alterthums  mit  dem  Pola- 
ritätsgesetze. Zugleich  erschienen  die  mannweiblichen  Gottheiten, 
welche  den  Plülologen  und  Alterthumsforschern  so  grossen  Anstoss  gegeben, 
mit  einem  Mal  aus  einem  ganz  andern  Gesichtspunkte,  in  welcher  Umsicht 
ich  mich  auf  S.  260.  ff.  meiner  Einleitung  in  die  Mythologie  auf 
dem  Standpunkte  der  Naturwissenschaft  beziehe.  Vcrgl.  auch,  die 
im  Register  unter  Magnetismus  und  Elektricität  zusammengestellten 
Nachweisungen. 
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gleichfalls  in  männlicher  Form,  und,  obwohl  seltener,  auch  in 
weiblicher  vor , wie  z.  B.  Sophokles  in  der  vorhin  angeführten 
Stelle  der  Antigone  6 rjXexzgog  schreibt.  Noch  sinnvoller  wird 
mm  die  schon  früher  umständlich  besprochene  Buttmannische  Ab- 
leitung des  Wortes  von  cXxsiv.  Denn  nun  erscheint  selbst  die  dritte 
neutrale  Form  in  solcher  Combination  bedeutsamer , gleichsam 
als  Vereinigung  des  männlichen  und.  weiblichen  Princips.  Und 
ebenso  sahen  wir  in  der  auf  raXxoXißavov  sich  beziehenden  An- 
merkung (Note  8) , dass  der  Scholiast  Gewicht  legt  auf  die  weib- 
liche Form  des  Wortes  vaXog,  in  sofern  es  in  dieser  sccibli chcn 
Fern  alterthiimlich  gleichbedeutend  sei  dem  IjXtKTQog,  wobei  er 
die  männliche  (jedoch  auch  weiblich  vorkommende)  Form 
gebraucht.  Man  sieht,  wie  bei  der  Beschränkung  der  Schrift- 
sprache durch  die  Mysterien  sogar  grammatische  Dinge  mysteriöse 
Bedeutung  gewinnen  können.  Ja  selbst  der  Ausdruck  läkxoXißa- 
vov  ls)  (welcher  leörtlich  Erzweihrauch  bezeichnet)  kündigt 
sich  sogleich  a/s  ein  mysteriöser  an.  Die  Sprachableilunn  führt 
uns  auf  ein  Stammwort  zurück,  welches  tröpfeln  bedeutet 
(Xißto);  also  Erztropfen,  metallische  Tropfen  sind  gemeint. 
Was  die  Fabel  von  den  Thränen  des  Apollo,  oder  der  Helia- 
den,  oder  der  Meleagrischen  Vögel  sagt.,  ist  durch  dieses  Wort 
ausgesprochen,  tre/ches  auf  die  kleinen  ihrälienarligen 
Metallkörner  hindeutet,  die  neben  Gold  im  Flusssande  sich 
finden,  gleichsam  als  Gold  anderer  Art,  das  nach  Paus  anias 
rin  äusserst  seltenes  Metall  ist,  während  Suidas  jenes  Chalko- 
libanon  ein  Elektron  nennt,  kostbarer  als  Gold.  Auf  eine 
im  Zusammenhänge  mit  dem,  was  vorhin  von  der  Form  yXexrQog 
angeführt  wurde , beachtungswerthe  Weise  kommt  auch  der  Aus- 
druck raXxoXißavog  vor,  und  zwar  so,  dass  auf  diest  männliche 
Farm  Gewicht  gelegt  wird,  indem  es  heisst:  6 ph>  citfoyv  o'vofia- 
ttni  j (aXxoXißavog  yXionhyg  ,r).  Der  Zusatz  yXioeiärjg  (sonnenar- 


1 ®)  In  neutraler  Form  wird  dieser  Ausdruck  von  Suidas  vielleicht 
darum  gebraucht  , weil  er  ihn  darch  rjXexTQov  erklärt , obwohl  der  Weih- 
rauch Xißavot  heisst  und,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  aucli  die  Form 
yaXxoXißavoe  vorkommt. 

lT)  Die  ganze  Stelle,  welche  angeführt  in  Salmasii  excrcitat.  Pli- 
aian.  T.  II.  p.  810.  ist  so  wunderlich,  dass  sic  mit  den  Worten  des  S al- 
masin s hieb  er  gesetzt  werden  muss:  observabamus  ex  Graeco  quodain 

Kriptore,  yaXxoXlßavov  genus  esse  thuris  flavi  et  colore  aurco , quem  mas- 
cnlum  aiii  nuncupant:  xal  6 fitv  aföijV  ovofMX&rai  yaXxoXiß avoe  jXtoeiSrji 
xal  7r vtfpot  rjyovv  £ctv&6s.  Quae  profecto  mira  sunt.  Nam  alii  thns  mascu> 
lam  dehniunt  atQoyyvXov  xal  Xtvxov . At  auctor  illc  candidum  tbus  vocat 

ZQyvQoXlßavos  et  foeminiuum  esse  vnlt.  Da,  wie  Salmasius  selbst  an- 
merkt, dieser  Erzwcihraucli  von  Suidas  als  TjXtxtQov  bezeichnet  wird  : so 
ist  auf  so  wunderliche  Weise  ausgedrückt,  was  oben  als  eine  grammatische 
Bemerkung  Bultmanns  angeführt  wurde,  dass  neben  der  neutralen  Form 
auch  r).cxT(JOt  vorkomme,  sowohl  im  männlichen  als  weiblichen  Geschicchte 
gebraucht.  — - Man  sieht  wie  unklar  und  verworren  die  mysteriösen  Nach- 
JtUnge  werden  können,  während  die  Grundidee  sinnig  war.  Und  selbst 
grammatische  Beziehungen  rufen  also  die  Philologen  auf, 
sich  mehr  mit  Naturwissens  chafl  zu  befreunden,  als  cs  neuerdings 
Sitte  geworden.  Nebenbei  verdient  cs  vielleicht  (als  ein  geflis%entlicbcr  Aus- 
druck der  Vernachlässigung')  einige  Aufmerksamkeit,  dass  Plinius  in  der  ver- 
worrenen Stelle,  welche  sich  auf  das  dem  Homerischen  xaaairt(Jos  gleich- 
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iw)  erinnert  an  tlie  von  P/inius  der  Beachtung  empfohlene  Ver- 
gleichung der  Worte  electrum  und  elector.  Und  wenn  man 
auf  den  bei  chalcolibanon  hertorgehobenen  helfen  Glanz  im 
Feuer  Rücksicht  nimmt,  so  scheint  auch  in  dieser  Beziehung  die 
Vergleichung  mit  dem  Sonnenglanze  nicht  unpussend.  Zu  leug- 
nen ist  ohnehin  nicht , dass,  soferne  wir  bei  jenem  Elektron,  das 
kostbarer  war  als  Gold,  an  Platin  denken,  dann,  allerdings  von 
einem  Metalle,  die  Rede  sei,  welches  durch  hellen  Glanz,  Un- 
schmelzbarkeit und  Unzerstörbarkeit  im  Feuer  sich  aiuieich.net 

4.  Da  in  der  vorhergehenden  Abhandlung,  wozu  liier  Nach- 
träge zu  liefern  sind,  die  Synonymität  der  Worte  plumbum 
alb  um,  eassiteros,  electrum  in  ihrer,  ältesten  (den  Myste- 
rien ungehörigen)  Bedeutung  nachgewiesen*  wurde,  und  nun  das, 
wie  wir  eben  sahen,  gleichfalls  mysteriöse  chalcolibanon  hin- 
zukam , so  wollen  wir  noch  hei  einem  andern , nach  B o ch  a r t’  s 
schon  vorhin  (Note  8.)  erwähnten,  auf  das  Electrum  sich  be- 
ziehenden gelehrten  Untersuchungen  diesem  eh al coliba n o n gleich- 
bedeutenden Metalle  verweilen.  Der  hebräische  Ausdruck  hei  Eze- 
chiel lür  ein  Metall,  das  durch  ausdauerndes  helles  Leuchten  im 
Feuer  sich  auszeichnet,  Chasmal  genannt,  was  die  Alexandrini- 
schen  Interpreten  durch  vlyixrgov  übersetzen,  bedeutet  nämlich 
nach  Bochart’s  Spruchubleitung  soviel  als  Golderz  oder  aurl- 
chalcum,  durch  welchen  Ausdruck  Ulgroqymüs  das  in  der  Apo- 
kalypse vorkommende,  durch  gleiche  Eigenschaft  des  vorzüglichen 
Glanzes  im  Feuer  sich  auszeichnende  '/akxoXlßctvov  übersetzte. 
Hesiod  aber  im  Schilde  des  Herakles  V.  122.  nennt  als  ein  Wuri- 
dergeschenk  des  Hephästos  Schienen  von  glänzendem  Orichal- 
kos  19),  wahrend  sie  von  demselben  Hephästos  hei  Homer  aus 
Kassiteros  und  hei  Virgil  aus  E I ectrym  gemacht  werden. 
Der  Schoüast  des  Hesiod  lieht  ausdrücklich  hervor,  dieses  Ori- 
chalkos  sei  ein  weisses  Erz  (Xtvxbv  %uXxcij(ia),  mit  dem  Zusatze, 


bedeutende  plumbum  alhum  bestellt,  selbst  die  Wörtform  verwirrt.  Da 
nämlich,  wo  er  von  deii  All  gereihten  fabelhaften  Erzählungen  spricht, 
schreibt  er  cassiloron  und  wiederholt  diese  falsche  Wortform  selbst  mit 
Beziehung  auf  Homer,  wo  sie  nie  vorkonmt.  Er  Ihn*  diese  sogleich  ein- 
lei tun  cs  weise , gleichsam  al?  "'ulli;  ®r  schon.  in  (Ich  ersten  £qilen,  wo  er  an- 
fingt von  diesem  II  om  e r Ischen  plumbum  alhiijm, (oder  eassiteros)  zu  sprechen, 
es  hervorlieben,  dass  er  den  mysteriösen  Fal>clkrei$  berühre,  der  ihm  ver- 
hasst ist. 

• * . , •*  • ii  ''«»j  ■ /i'  . *♦ 

1 8)  ’OpCi'xßAxoc  hei  »st  eigentlich  Bergerft;  indem  aber  Hesychiua 
zur  Erklärung  des  Worte»  beifügt  ya/.aoi  %Qvotp  tot*. ws  : so  sieht  mau,  dase 

der  Hauptidcc  nach  wirklich  aurichaloUw  tynd  oricUalcuin  (was  syno- 
nym auch  von  lateinischen  Schriftstellern  gobrauebt  wird)  gleichbedeutend 
seien.  Die  Pyrenäen  sollen  nach  Diodor  von  Sicilien  (lib.  IV.  c.  35.) 
von  einem  die  edlen  Metalle  ausschmclzendcn  Brand  ihren  Namen  haben. 
Mac  sicht,  dass  dieselbe  Beobachtung  über  das  Vorkommen  der  edlen  Metalle, 
welche  neuerdings  besonders  bpi  dem  Gold  auf  der  Insel  Aruba  (».  Reiu.- 
wardl*s  schone  Abhandlung  über  die  geographische  Beschaff enheit 
der  Insel  Aruba  im  J a hr  b-  d e r Chemie  und  Physik*  1827-  der  gan- 
zen Reihe  B.  51.  S.  330  ff.)  uml  hei  Gold  und  PJtatiiwi  io  Sibirien  sich  dar- 
bot , auch  dem  Alterthume  nicht  entgangen  war.  In  geognoslischer  Beziehung 
(worauf  im  Sinne  der  Werner  sehen  Theorio  schon  vorhin  in  der  Einlei- 
tung aufmerksam  gemacht  wurde)  gab  es  also  wirklich  ein  goldenes  £ eit- 
alter. 
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dass  einige  sagen,  es  sei  eine  metallische  Materie,  kostbarer  als 
Erz,  welche  nun  nicht  mehr  gefunden  werde.  Und  auch 
Plato  im  Kritias  (Steph.  ed.  S.  114.  e.)  spricht  es  vom  Naturpro- 
dukt Orichalkos  aus,  dass  es  hlos  dem  Namen  nach  bekannt  sei, 
vormals  aber  auf  der  (nur  dem  Namen  nach  bekannten)  Insel  At- 
lantis gefunden  wurde,  und  dort,  mit  Ausnahme  des  Goldes,  das 
kostbarste  gewesen  sei  unter  allen  Metallen.  Plato  unterscheidet 
also  bei  dem  Orichalkos  das  ältere  Natuqirodukt  vom  späteren 
Knnstprodukte,  ganz  so  wie  Pausanias  mit  Beziehung  auf  Elek- 
tron es  that  in  der  Stelle,  von  welcher  wir  ausgingen.  Dieses 
ältere  Naturprodukt  hatte  ofifenbar  auch  Virgil  im  Sinne,  indem 
er  (Aen.  XII.  87.)  das  album  orichalcum  an  Gold  anreiht.  — Bekannt 
srenug  aber  ist  es,  dass  man  späterhin  ein  dem  Golde  wenigstens 
in  der  Farbe  ähnliches  Metallgemisch  im  Messing  dargestellt,  und 
dieses  Messing  of/clyalxos  oder  aurichalcum  genannt.  Es  ist  also 
auch  hier  wieder,  wie  bei  cassiteros  und  plumbum  album, 
eine  ältere  mysteriöse  und  eine  spätere  profane  Bedeutung  des 
Wortes  zu  unterscheiden.  Besonders  beachtungswerth  ist  daher 
die  Stelle  des  Scholiasten  zu  Apollonii  Argonaut.  IV.  1*73, 
welche  wörtlich  übersetzt  also  lautet:  „Aristoteles  sagt,  in  den 
Mysterien  werde  Orichalkos  weder  mehr  genannt  noch  gezeigt; 
andere  sagen,  es  werde  wohl  genannt,  sei  aber  nicht  mehr  vor- 
handen. 'Aber  zu  den  eitlen  Angaben  gehört  auch  diese;  denn 
die  mehr  Unterrichteten  sagen,  es  sei  vorhanden“  **). 

5.  Fassen  wir  das  bisher  Dargelegte  zusammen,  so  geht  dar- 
aus hervor  (was  man  auch  schon  ausgesprochen  findet  in  der  neuen 
Ausgabe  des  Thesaurus  ling.  gr.  von  Stephanus  unter  vod- 
xoUßavov),  dass  jenes  alte  Naturprodukt  Orichalkos,  welches 
als  weisses  Erz  bezeichnet  wird,  gleichbedeutend  sei  dem 
Chalkolibanon.  Von  diesem  aber  sagt  Suidas,  es  sei  ein 
Elektron,  kostbarer  als  Gold,  während  Plato,  zu  dessen 
Zeiten  jenes  alte  Naturprodukt  nicht  mehr  zu  haben  war,  angiebt, 
dasselbe  sei  in  der  verlorenen  Atlantis  (worunter  einige  unser 
Amerika  verstehn)  vorgekommen,  und  habe  dort  den  nächsten 
Preis  nach  Gold  gehabt  Statt  der  Atlantis  nennt  Herodot 
(Ul.  115.)  den  noch  unerforschsten  „äussersten  Westen“  als 


1 °)  Diese  Stelle  wird  den  Physikern  interessant  sein,  indem  sie  einen 
neuen  Beweis  liefert,  dass  es  sick  von  naturwissenschaftlichen.  Dingen 
ia  den  alten  Mysterien  handelte.  Beckmann,  der  in  seinen  Beiträgen 
x»r  Geschichte  der  Erfindungen  B.  II.  S.  364  — 391  über  die 
Ge  schi  clitc  der  Naturalirnsammlungen  schrieb,  lässt  nicht  uner- 
wähnt, dass  die  altcrthümlichen  'Tempel  anch  zur  Aufbewahrung  von  Nalnr- 
merkwnrtKgkrften  benutzt  wurden.  Ganz  nahe  lag  ihm  also  der  Gedanke, 
dass  dergleichen  in  'Tempeln  nicdcrgclcglc  Sammlungen  von  Nnturmerkwür- 
digkeiten  nicht  ohne  Beziehung  bleiben  koiiulcu  zu  den  Mystcrieu,  was  in 
obiger  Stelle  des , ScUoiiaateu  deutlich  ausgesprochen  die  ihm  jedoch  ent- 
gangen. Auch  Lübeck  in  seiuem  Buch  über  die  Mysterien  übergeht  diese 
Stelle,  was  um  so  weniger  zu  billigen,  da  Bo chart  in  der  Abhandlung 
über  Elektron  (Hierozoicon  nach  Kosenmüller’s  Ausg.  S.  892.)  sie  aiifiihrt. 
Eben  darum  scheint  es  zweckmässig,  sie  im  Original  liiehcr  zu  setzen: 
■AqiozotI)*7]Z  dt  iv  rtktxati  tpyjoi , fATjdi  xd  di  oiut  * fiijdt  xd  xovtov 

to  yao  u(/e!xahu)V  ’inoi  maiafißävoKox  Xiyto&tu  für,  ftq  civtu  9i'  ruiv 
li  ilxi)  StaMofuvuiv  Kal  to in'  oi  yop  noktmpayfivrta ttpot  <paalv  aitöv 
mipxuv. 
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Fundort  des  Elektrons.  Origenes  **)  ober  sagt,  ebenso  wie  S ui  - 
das,  dieses  Elektron  sei  noch  kostbarer  als  Gold.  Und 
vom  »ersehn  enderischen  Kaiser  Klagabat  erzählt  sein  Geschicht- 
schreiber Lampridius:  „er  bestreute  seinen  Porticus  mit  Staub 
von  Gold  und  Silber,  bedauernd,  dass  er  es  nicht  auch  köune  mit 
dem  von  Elektron  (scobe  auri  porticum  stravit  et  argenti , doleus 
quod  non  posset  et  electri).“  Offenbar  kann  auch  in  dieser  letz- 
ten Stelle  niemand  bei  Elektron  au  die  Mischung  aus  Gold  und 
Silber  denken . weder  an  die  natürlich  vorkonunende  noch  an  die 
künstlich  gebildete.  Das  seltene  in  Terapelmnseen  aufbewahrt« 
Gold  anderer  Art  ist  hier  also  gemeint,  tvelches  seiner  magneti- 
schen Eigenschaften  »»egen  Elektron  hiess,  und  eben  darum 
(gleich  dem  in  alten  ägyptischen  Tempeln,  eine  bedeutende  Rolle 
spielenden  Magnet)  als  Gegenstand  der  Mvsterien  behandelt  und 
wirkl ich  noch  in  späterer  Zeit,  wie  der  Scholiast  des  Apoll onius 
ausdrücklich  sagt,  den  mehr  unterrichteten  Eingeweihten  gezeigt 
wurde.  > 

6.  Wollen  »vir  zum  Schlüsse  noch  einen  Ueberblick  über  die 
Gründe  geben,  welche,  »vie  eben  bemerkt,  dafür  sprechen,  dass 
vorzüglich  die  magnetischen  Eigenschaften  jenes  Goldes  anderer 
Art  (oder  der  natürlich  verkommenden  Platina)  die  Aufmerksamkeit 
der  Mysterien  auf  sich  gezogen  habon.  Dafür  spricht,  wie  gesagt, 
schon  der  Name  Elektron,  »velcher  sonst  keinen  Sinn  haben 
»vürde.  obwohl  er,  für  das  ursprüngliche  Naturprodukt  passend, 
späterhin  auch  dem  Kunstprodukt  angereiht  »»erden  konnte.  Mit 
Beziehung  auf  diese  Polarität  (Manmveiblichkeit  der  'HgaxkUa 
Xl&og)  erscheint  es  sinnig,  dass  auch  ijktxxgog  (in  männlicher  und 
»veiblichcr  Form)  vorkommt,  was  gleichfalls  gilt  von  dem  ihm 
gleichbedeutenden  zaXxokißavov  (Erztropfen  kostbarer  als  Gold). 
Eben  dieselbe  magnetische  Beziehung  ist  angedeutet  durch  deu 
vorhin  (Note  8.)  besprochenen  mysteriösen  Ausdruck  des  Sui- 
das  21),  dass  diesem  Gold  anderer  Art,  oder  Elektron,  etwas  bei- 
geniiscbt  sei  vom  (magnetischen)  Stein  und  (elektrischen)  Krystall. 
Klarer  ist  dasselbe  ausgedrückt  durch  die  von  Plinius  mit  Beziehung 
auf  das  Zeugniss  der  ersten  Dichter  hervorgehobene  Vergleichung 
der  Worte  electrum  und  elector  (Sonne),  wenn  »vir  nämlich 
daran  denken,  dass  Herkules  als  Sonnensymbol  galt,  und  dass 
die  S.  139.  erwähnte  symbolische  Hieroglyphe  es  ganz  klar  aus- 
spricht, dass  eine  herkulische  (d.  h.  magnetische)  Kraft  in  der 
Sonne  leuchte.  Neben  diesen  und  andern  , schon  vorhin  auch  mit 
Beziehung  ailf  die  Verwandlung  der  lleliaden  in  Pappeln  (die  dem 
Herkules  ge»veiht)  umständlicher  besprochenen  mysteriösen  Bezeich- 
nungen der  magnetischen  Eigenschaft  jenes  Elektrons,  das  seltener 
und  kostbarer  war  als  Gold,  ist  aber  auch  eine  unverkennbare 


’°)  Origenes  Horail.  XI,  (ed.  Delarue  »om.  III.  p.  191):  kfyttai  yäp  rö 
ijliXTpov  xpvoov  »iVa»  ri paktpioTCpor.  Bocliarl  sagt  a.  a.  O.  S.  883:  O rigo- 
lt es  atqiie  Hieronymus  elcctrnm  non  solum  argento,  sed  et  auro  pretio- 
sins  esse  volunt.  Ich  gestehe,  dass  ich  einen  so  klaren  Aussprach,  wie  der 
vorliegende  des  Origine»  ist,  hei  Hieronymus  nicht  finden  konnte,  während 
hei  Bocliart  das  Cital  fehlt.  Aber  nach  so  vielen  Zeugnissen  kommt  auf 
eines  mehr  oder  weniger  nichts  an. 

**)  Buttmann  geht,  nm  seine  vorausgesetzte  (nnr  uns,  wie  er  sagt, 
widersinnig  scheinende)  aUerthumllcho  Vergleichung  des  Bernstein» 
mit  dem  Golde  fcsiznhalten , bei  dieser  Stelle  des  Suidas  ao  weit  in  sei— 
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Hindeutung  auf  denselben  Magnetismus  nicht  zu  übersehn,  welche 
in  der  magischen  Kette  des  gallischen  Herkules  liegt.  Lucian 
widmete  diesem  gallischen  Herkules  eine  besondere  kleine  Schrift 
und  hebt  dabei  die  zarte  Kette  aus  Gold  und  Elektron  hervor,  wo- 
mit derselbe  eine  Menge  Volks  nach  sich  zieht,  das  ihm  willig  und 
heiter,  ja  ihm  entgegeneilend,  folgt.  Die  Nebenbeziehungen  zei- 
gen, dass  Herkules  (der  bekanntlich  auch  im  griechischen  Mythus  dem 
Hermes  verwandt)  hier  als  Gott  der  Beredsamkeit  anfg'efasst  sei. 
Und  wenn  Plato  in  einer  schönen  Stelle  seines  Ion  die  ergrei- 
fende Kraft  der  begeisterten  Rede  mit  der  ergreifenden  des  Mag- 
nets vergleicht,  welcher  nicht  blos  an  sich  zieht,  sondern  (wie  bei 
den  samothracischeu  eisernen  Ringen)  dem  Angezogenen  auch  die 
Kraft  giebt,  auf  gleiche  Weise  anziehend  fortzhwirken : so  drückt 
jene  magische  Kette  aus  Gold  und  Elektron  offenbar  dasselbe  aus. 
Die  magnetische  Kraft  jenes  Goldes  anderer  Art,  das  in  jener 
Kette  mit  dem  gemeinen  Golde  comhinirt,  ist  also  hier,  wenn  gleich 
durch  ein  mysteriöses  Symbol,  doch  in  der  That  deutlich  genug 
bezeichnet. 

7.  Dass  ausser  der  magnetischen  Eigenschaft  jenes,  als  sel- 
tenes Naturprodukt  vorkommenden  Goldes  anderer  Art  (welche 
Ansicht  des  Platins  auch  in  neuerer  Zeit  den  Namen  des  weis- 


sen  Goldes  herbeigeftihrt)  selbst  das  snecifische  Gewicht 
desselben  bei  einem  Weihgeschenke  des  Krösus  fiir  den  delphi- 
schen Apollo  ganz  annähernd  so  bezeichnet  sei,  wie  es  das  Platin 
im  Verhältnisse  zu  Gold  wirklich  zeigt,  davon  war  schon  in  der 
Einleitung  und  umständlicher  in  der  frühem  Abhandlung  die  Rede, 
woran  die  gegenwärtige  sich  anschliesst.  Man  glaubte,  jene  Stelle 
des  Herodot  corrigiren  zu  müssen,  in  der  vorgefassten  Meinung, 
bei  weissem  Golde  habe  man  im  Alterthume  lediglich  an  eine 
Mischung  aus  Gold  und  Silber  gedacht.  Dann  aber  wäre  es  höchst 
überflüssig  gewesen , dieselbe  Mischung  auch  mit  dem  Namen 
Elektron  zu  bezeichnen,  auf  eine  ganz  bedeutungslose  Weise. 
Aber  wenn  man  eine  Mischung  aus  Gold  und  Silber  weisses  Gold 
nannte:  so  kann  man  unmöglich  zweifeln,  dass  auch  das  seltene 
eotdartige  Metall,  welches  man,  wie  Pausauias  sagt*  durch  diese 
Mischung  aus  Gold  und  Silber  nachzuahmen  suchte,  den  Namen 
des  weissen  Goldes  wird  erhalten  haben.  Letzteres  gehörte,  wie 
nachgewiesen  wurde,  den  Mysterien  an,  und  wurde  aufbewahrt 
in  Tempelmuseen , und  noch  in  späterer  Zeit  den  Eingeweihteren 
gezeigt  (Note  19).  Dass  aber  bei  einem  Weihgeschenke  für  den 
Tempel  des  Delphischen  Apollo  mysteriöse  Beziehungen  nicht 
fehlen  konnten,  und  also  schon  darum,  wenn  weisses  Gold  auf 
eine  so  bedeutsame  Weise,  wie  es  von  Krösus  geschehn  ist, 
geweiht  wurde,  an  jenes  mysteriöse  weisse  Gold  (oder 
Elektron)  zu  deiiken  sei,  solches  wird  man  wohl  zugehen,  beson- 
ders wenn  man  erwägt,  dass  die  Fabel  von  der  Entstehung  jenes 
kostbaren  Elektrons  (zur  Bezeichnung  der  Art  seines  Vorkommens) 
sich  an  die  Thränen  der  Heliaden,  ja  des  Apollo  selbst  anschloss. 


nen  willkürlichen  Annahmen,  das»  er  sagt:  „nämlich  durch  solche  Zn- 

mischung  anderer  Naturen,  gleichsam  durch  eine  Art  Vererzung,  erklärte 
man  sich  die  von  dem  wirklichen  Gold  abweichenden  (dem  unwissen- 
schaftlichen Menschen  zufälligen)  Eigenschaften,  wie  die  Gebrech- 
lichkeit, die  Leichtigkeit,  die  Durchsicht  gkeit.« 
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Erwägt  man  nun,  dass»  Herodot  auch  in  anderen  Fällen  Unglaub- 
liche* recht  absichtlich  erzählt,  blos  um  auf  eilte  mysteriöse  Bezie- 
hung die  Aufmerksamkeit  der  Mysterienkuudigen  (für  welche  man 
zunächst  schrieb)  hinzulenken  **}:  so  erhalt  die  schon  vorhin  aus- 
gesprochene Venmithung  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  der  absolu- 
ten Zahlbeatimmung,  welche  Herodot  angiebt,  eine  absichtliche 
Uebertreibung  liege,  um  durch  Uebertreibtmg  von  Aeusserlicbkeiten 
a**f  die  innere  mysteriöse  Bedeutung  des  Weibgeschenkes  aufmerk- 
sam  au  machen.  Zu  der  ben  orzuhehenden  mysteriösen  Beziehung 
gehörte  aber  das  relative  Gewicht  des  weisseu  Goldes , wodurch 
eben  das  mysteriöse  weisse  Gold  von  der  profanen  Nachahmung 
sich  Wesentlich  unterschied.  Dankeswerth  ist  es,  dass  Herr  Pro- 
fessor Schn  bar  th  durch  Rechnung  nachgewiesen',  es  werde  nicht 
einmal  weisses  Gold,  sondern  vielmehr  grün  gefärbtes  erhalten, 
wenri  man  den  Herodot  so  eorrigirt,  wie  Matt hiä  ihn  corrigirte. 
Um  so  mehr  ist  diese  Correctnr  nun  wieder  hinwegztistreichen  aus 
allen  neueren  Ausgaben,  in  welche  sie  sämiutlich  übergegangen. 
Gewiss  aber  wird  nun  kein  Philolog  mehr  geneigt  sein,  eine  neue 
willkürliche  Conjßctur  an  die  Stelle  zu  setzen. 

Erwägen  .wir,  dass  Gold  und  Platin  vorzugsweise  Vorkom- 
men im  zerklüfteten  Erdreich , wo  von  der  Natur  die  Ausschmel- 
»img  und  Auswaschung  ira  Grossen  votgenommen : so  wird,  wie 
schotn'cinleitiings weise  erwähnt,  als  sehr  wohlbegrüudet  die  Ansicht 
W'erti  eris-  erscheinen , dass  es  in  geognostiseber  Hinsicht  wirk- 
lich eit)  goldenes  Zeitalter  gab,  wo  in  bedeutender  Menge  die 
verschwenderisch  verbrauchten  edlen  Metalle  (als  Oricbalkos) 
nmlierlugen  auf  der  Erde.  Höchst  wahrscheinlich  also  muss  es 
schon  darum  scheinen,  dass  die  Alten  nicht  einzig  und  allein  auf 
die  Kenntnists  von  Gold  und  Silber  beschränkt  waren , sondern  noch 
andere  gediegen  vorkommende  Metalle,  wie  Platin  und  Palladium, 
kennen  gelernt.  Mit  Beziehung  auf  Palladium  habe  ich  dies«,  wie 
in  der  Einleitung  angeführt  wurde,  in  jener  frühem  Abhandlung, 
woran  die  gegenwärtige  sich  mischliesst,  wahrscheinlich  gemacht; 
hinsichtlich  auf  Platin  aber  ist  solches  nun  durch  die  dargelegten 
alterthümtiche»  Zeugnisse  vollkommen  erwiesen.  Diese  dargeiegten 
Zeugnisse  gestatten  zugleich  einen  Blick  in  den  Geist  der  alten 
naturwissenschaftlichen  Mysterien.  Schon  in  der  Abhandlung 
Gesners  über  Elektron  findet  man  es  nicht  ohne  Befremden  des 
Verfassers  hervorgehoben,  dass  in  allen  Schriften  Cicero’ s nicht 
einmal  das  Wort  electrum  vorkommt,  ohnerachtet  die  Tempelräu* 
hereien  des  Verres  vielleicht  hätten  Veranlassung  geben  können 
zur  Erwähnung  desselben.  Ehen  so  wenig,  fügt  Gesner  bei,  ist 
vom  Electrum  die  Rede  bei  Eucrez,  obwohl  er  da,  wo  er  vom 


u a5)  Hin  unleugbares  Beispiel  der  Art,  nämlich  einer  bis  ins  Sinnlose 
gebenden  Uebcrtreibuuff , welche  Herodot  sich  erlaubt,  um  eine  non  auch 
uns  -verständliche  mysteriöse  Andeutung  hinsichtlich  auf  den  Grund  der  Kat- 
zenverehrung  in  Aegypten  zu  geben  (da  iu  der  Schriftsprache  mit  Klarheit 
davon  zu  sprechen  die  Tyrannei  der  Mysterien  unmöglich  machte)  ist  um- 
ständlich dargelegt  in  meiner  Denkschrift  zur  Säcularfeier  der 
Universität  Erlangen  (S.  35.  und  54.),  welche  eben  auf  diese  Beschrän- 
kung der  Schrif isprschc  bei  allen  mjMcriöscn  Dingen  sich  bezieht;  eine  Be- 
schränkung, dio  so  weit  ging,  dass  di*  schriftliche,  auf  Mysterien  sich  be- 
ziehende Ucbcrlieferung  uns  blos  verwirrt,  während  allein  die  symbolische 
Hieroglyphe  Aufklärung  giebt«  (Vcvgl.  die.  vorhergehende  Note  6.) 
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Magnet  sprach,  eigentlich  nicht  wohl  davon  schweigen  konnte  (ver- 
gleiche ISote  12);  lind  auch  bei  Seneca,  dessen  u u a c s t i 6 n c s 
naturales  Gelegenheit  genug  darhoten,  kommt  nients  vom  Elec- 
trum  vor.  Was  hei  den  Griechen  zu  finden , sind  mvsteriöse  Fabeln. 
Plinius  wirrt  diese  sogenannten  dichterischen  Fabeln  mit  dem 
Ausdrucke  der  Indignation  zusammen , zufrieden,  wie  es  scheint, 
unter  dem  'Gewirre  mitunter  ein  bedeutendes  Wort  verstecken  zu 
können  is).  Da  aber  Plinius  von  ihedlcinischer  Wirksamkeit  des 


*3)  Ein  Beispiel  der  Ar*  ist  in  meiner  Einleitung  in  die  Mj'tho- 
logie  $.  141.  und  364.  angeführt.  Gesner  nahm  auf  dem  Standpunkte 
der  Physik  seiner  Zeit  besonderes  Interesse  an  folgender  Stelle  des  Pliniua 
(h.  n.  XXXIII.  c.  4.  sect.  23.1):  natlvum  electrum  venena  deprehendit; 

namque  discurrnnt  in  ealieihus  arcus  eoelestibus  »imiles  cum  igneo  Stri- 
dore. Diese  letzten  Worte  hatten  in  der  Periode  jener  neuen  Wunderwell 
der  Reibnngseleclricilüt  die  Aufmerksamkeit  des  berühmten  Philologen  auf 
sich  gezogen.  Und  in  der  Thal  konnte  man  damit  in  Verbindung  bringen, 
was  Plinius  gleichfalls  nur  flüchtig  hinwirft:  Philemon  ait  flamm  am 

reddi  ah  electro.  und  was  in  der  angeführten  Stelle  meiner  Einleitung  in 
die  Mythologie  schon  im  Zusammenhanse  aufgefasst  mit  einer  Angabe  des 
Fcitus  vom  Reiben  einer  sogenannten  felix  materia  im  Tempel  der  Vesta, 
und  von  der  Erregung  eines  plötzlichen  Bebens  (Panischen  Schreckens)  am  gan- 
zen Körper  in  demselben  Tempel;  gemäss  einer  Erzählung  des  Tacitus 
(wovon  ebendas.  S.  167.  die  Rede).  Und  in  solchem  Zusammenhänge  könnte 
es  scheinen  (da  venenum  auch  Zauberei  bezeichnet),  der  geheime  Sinn 
jener  angeführten  Stelle  des  Plinius  sei  : Electrum  (dessen  Anziehungskraft, 

wie  derselbe  Plinio»  sägt,  schon  die  syrischen  Frauen  hei  ihren  damit  gezier- 
ten Spindeln  beobachtet)  entdecke  Zauberei  (nämlich  die  im  Tempel  der 
Vesta)  durch  mit  Geräusch  überspringende,  selbst  farbig  leuchtende  Funken, 
welche  Funken  ganz  entschieden  im  Alterthum  an  Katzen  u.  s.  w.  beobach- 
tet wurden,  worüber  a.  a.  O.  S.  313.  f.  Nachweisungen  zu  linden.  Liest 
man  jedoch  jene  oben  angeführte  Stelle  des  Plinius  im  Zusammenhänge:  so 
sieht  mau,  dass  dort  nielit  einmal  vom  Bernstein,  sondern  vom  Metall 
Electrum  die  Rede  ist,  welches  Plinius  als  eine  Mischung  aus  Gold  und 
Silber  bezeichnet,  obwohl  tnit  Anreihong  mysteriöser,  ein  Weihgeschenk  der 
Helena  betreibender  Beziehungen,  denen  die  oben  angeführte  Stelle  sich.  an-, 
schliesst,  wodurch  offenbar  das  nativum  electrum  als  wesentlich  ver* 
schieden  ton  dem  künstlich  gebildeten  bezeichnet  ist.  Man  müsste  aLso, 
und  dies»  war  vielleicht  Gesner*s  Meinung,  gemäss  der  Art,  wie  inan  die 
Compilationen  des  Plinius  nuffasst,  an  ein  gänzliches  Missverstehen  denken 
von  Seiten  des  Plinius  entweder  oder  eines  seiner  Freigelassenen,  den  er 
vielleicht  bei  seinen  Compilationen  benützte.  Und  zu  so  groben  Missver- 
ständnissen konnte  wohl  ein  gleich  der  Physik  des  Aristoteles  absicht- 
lich dunkel  geschriebenes  Buch  Veranlassung  geben;  wenn  man  nicht  sagen 
will,  PLnius  sei  mitunter  von  «lern selben  Piintip  ausgegangen,  wie  Aristo- 
teles in  seiner  i liysik,  oder  der  durch  seine  Dunkelheit  im  Alterihume  be- 
rühmte Herakli-tos,  und  habe  sich  namentlich  in  obiger  Stelle  so  benom- 
men, wie  Herodot  in  einem  analogen  Falle,  wovon  in  vorhergehender 
Note  22.  die  Rede  war.  — Dann  aber  muss  man  eingestehn  (was  eben  in 
dort  erwähnter  Denkschrift  nachgcwiesen) , dass  die  ganze  ich  r i f tli  che 
Ueberliefe  rung  bei  allen  mys  tcri  Ösen  Din  gen  keine  Erkennt« 
nissquelle  sei.  Wenigstens  kein  Physiker  könnte  auf  da«  Gewirr«  von 
Missverständnissen  und  Fabeln  sich  einlassen,  wenn  nicht  die  ganz  schar! 
bezeichnende  symbolische  Hieroglyphe  einen  interessanten  Weg1 
der  Untersuchung  darböte,  worauf  man  sichern  Schrilles  fortgehn  kann. 
Man  vergesse  aber  nicht,  dass  selbst  die  grosse  Pyramide  zu  Mein, 
phis  in  symbolischer  Hierogljpheusprachc  zu  uns  redet,  in- 
dem Jomard  nachgewiesen,  dass  in  den  Pimcusionen  derselben  eine  vor- 
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Electrums  spricht,  so  war  filr  Gegner  auch  dies  besonders  befrem- 
dend, dass  selbst  die  Aerzte,  wie  Ce  laus,  Scribonius,  Galen, 
das  Electron»  gar  nicht  einmal  nennen,  während  Dioskorides 
so  flüchtig  darüber  hingeht,  und  so  verwirrt  sich  ausdrückt,  dass 
er,  wie  Gegner  sagt,  in  der  ersten  Hälfte  des  Perioden  vom  Metall 
Electrum,  in  der  letztem  vom  Bernstein  zu  reden  scheint  **). 

(Fortsetzung  folgt)  , • , 

historische  Gradmessung  nicdergelegt  sei.  Jedoch  in  unserer  alexan- 
drinisch  grammatischen  Zeit  ignorirt  man  «beu  darum  den  ganzen  sieben- 
ten Band  der  Description  de  l’Egypte,  welcher  einzig  und  allein  diese  eben 
so  mathematisch  streng  als  philologisch  gelehrt  geschriebene  Abhandlung 
enthält.  Wenn  man  aber  in  allen  Schulen  lehrt  und  auf  alle  Karten  der 
alten  Geographie  schreibt,  dass  600  ägyptische  (oder  olympische)  Fuss  ein 
Stadion,  und  600  Stadien  einen  Erdgrad  betragen,  folglich  der  ägyptische 
Fuss  eiu  aliquoter  Theil  des  Erdgrades  ist,  und  zwar  der  360000sle:  so 
sagt  man  im  Grunde  dasselbe,  was  Jomard  nachgewiesen  durch  die  genaue- 
sten Messungen  der  grossen  Pyramide  von  Memphis;  aber  nicht  dieser  allein 
(vgl.  Einleitung  in  die  Mythologie.  S.  362).  Nebenbei  ist  nicht  zu 
übergehen,  was  schon  Bailly  in  der  Geschichte  der  alten  Stern- 
kunde. B.  2.  S.  SO — 52  von  der  grossen  astronomischen  Bedeutsamkeit  der 
Zahl  600  mit  Beziehung  auf  die  Rechnungen  des  Dominicas  Cassini  au- 
führt.  — Und  nun  frage  man  «ich,  was  da  liegt  in  einer  Gradmessung, 
welche  an  Genauigkeit  die  aus  der  ersten  Hälfte  des  vorigen  Jahrhunderts 
übertrifft,  ja  ganz  streng  gilt  für  den  mittlern  ägyptischen  Erdgrad.  — Und 
diess  ist  die  mathematische  Basis  der  physikalischen  Hierogly- 
phen, worauf  allein  eine  Urgeschichte  der  Physik  sich  gründen  lässt, 
während  die  schriftlichen  Überlieferungen  dabei  blos  von  untergeordneter, 
secundärer  Bedeutung.  — Von  vorhistorischen  Dingen  handelt  es  sich 
hier,  wie  bei  den  ägyptischen  Pyramiden,  wesswegen  Plato  auf 
zehntausend  Jahre  zurückgehn  zu  müssen  glaubt,  vom  Urtypus 
der  ägyptischen  Bilderwclt  sprechend  (s.  Einl.  in  d.  Mytkol.  S.  126.);  und 
Herodot  (11.  43.)  bei  Aufsuchung  der  Grundidee  des  Herakles  so- 
gar auf  17000  Jahre  zurückkommt , d.  h.  jede  historische  Forschung 
ausschliesst.  Und  erwägt  man,  dass  jede  wahre  Religion  nicht  dem. 
Zeitlichen,  sondern  dem  Ewigen  nachstrebt,  sich  daher  bezieht  auf  ewigo 
Wahrheiten,  wozu  auch  die  unendliche  Offenbarung  Gottes  in  der  Natur 
gehört:  so  muss  es  höchst  erfreulich  sein,  die  Weisen  des  Alter iliums  sich 

erheben  zu  sehn  über  die  den  Naturwahrheiten  in  der  Volksreligiou  traditio- 
nell untergeschobenen  historischen  Beziehungen. 

a4)  Ebenso  beachtungswert li  ist  das  Schweigen  aller  Naturforscher  des 
Allerthnms  von  Meteorsteinen,  deren  Hcrahfalleu  (wovon  die  Historiker. 
Zeugnis«  geben),  so  wenig  ein  Mensch  damals  bezweifelte,  dass  sogar  Tem- 
pel gebaut  worden,  wo  sie  herahgefallen  waren,  während  inan  Götterbilder 
darauf  zu  finden  glaubte.  Umständlicher  ist  davon  die  Rede  in  der  Ein- 
leitung in  die  Mytliol.  auf  d.  Stand p.  d.  Natur wisseusch.  9.  150. 
Auch  Chladni’s  Aufmerksamkeit  hatte  es  schon  erregt,  dass  vom  Bilde 
der  Göttermutter  bei  drei  Meteorsteinen  die  Rede,  welche  er  anführt  (siehe 
Chladni  über  Feuermeteore.  S.  181.  Note).  --  Und  blickt  man 
die  als  Nachtrag  zu  Chladni’s  Werk  erschienenen  Meteorsteinabbildungen, 
von  Schreibers  an:  so  sieht  man,  dass  die  rasche  Schmelzung  der  Ober- 

fläche jener  Meteormassen  allerdings  Zeichnungen  von  Pflanzen,  ja  von  Tliier— 
und  Menschen- ähnlichen  Gestalten  veranlasst e , und  man  begreift,  wie  man 
durch  diesen  Metcorcultus  zur  Nachbildung  von  Ungestaltcu,  ja  zu 
Thier-  und  Pflanzen- Verehrung  veranlasst  werden  konnte,  welche  bekannt- 
lich von  localer  Bedeutung  war. 
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XVI. 

.Heber  quadrirbare  Figuren  auf  cylin- 
drischen  Flächen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  0.  Schlömilch 

an  der  Universität  za  Jena. 


Cylindrische  Flächen  heissen  bekanntlich  diejenigen  Flächen, 
welche  eine  Gerade  beschreibt,  wenn  sie  über  irgend  eine  gerade 
oder  krumme  Linie  im  Raume  fdie  Direktrix ) so  hingleitet,  dass 
sie  während  dieser  Bewegung  immer  in  einer  und  derselben  Rich- 
tung, oder,  was  auf  das  Nämliche  hinauskommt,  einer  gegebenen 
Geraden  im  Raume  parallel  bleibt.  Wir  können  dabei,  ohne  der 
Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun,  immer  voraussetzen  . dass  die  Direk- 
trix eine  Curve  einfacher  Krümmung  und  die  Richtung  der  gleiten- 
den Geraden  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Direktrix  sei ; denn 
wenn  diess  auch  ursprünglich  nicht  der  Fall  sein  sollte,  so  kann 
man  die  Uylinderflfiche  mit  einer  auf  ihrem  Mantel  (A.  h.  der  Rich- 
tung der  gleitenden  Geraden)  senkrechten  Ebene  durchschneiden 
untf  jetzt  die  entstandene  Durchschnittseurve,  die  immer  einfacher 
Krümmung  ist,  als  neue  Direktrix  ansehen.  Legt  man  in  die 
Ebene  dieser  Direktrix  zwei  sich  rechtwinklich  schneidende  Coor- 


dinatenachsen  und  stellt  in  den  so  bestimmten  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  die  dritte  Coordinatenachse  senkrecht  auf  die  Ebene 
der  Direktrix,  so  fällt  die  Richtung  dieser  Achse  mit  der  Richtung 
der  gleitenden  Geraden  zusammen  und  zugleich  nimmt  die  Gleichung 
der  Cylinderfläche  eine  Form  an,  deren  Einfachheit  die  Basis  der 
nachherigen  Untersuchung  bildet. 

Seien  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  OX,  O Y,  OZ  die  drei  rechtwinklichen 
Coordinatenachsen  und  stelle  XQZ  die  Direktrix  vor,  so  muss  zu- 


erst die  INatur  derselben  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Goor- 
dinaten  OM—x,  M.Q—z  bestimmt  sein,  welche  in  dem  allgemei- 
nen Schema 

i—f(x)  fl) 


enthalten  ist.  Ziehen  wir  von  Q aus  eine  Gerade  QF ||  OY,  so 
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liegt  dieselbe  nach  den  vorhin  gemachten  Voraussetzungen  ganz 
in  der  Cylinderfläche,  und  Wenn  wir  von  dem  beliebigen  Funkte  P 
das  Perpendikel  PN  herablassen,  so  sind  jetzt  OM=x,  MN=y, 
NP—!uQ=.z  die  drei  Coordinaten  von  P.  Eine  Relation  zwischen 
denselben  (die  Gleichung  der  Cylinderfläche ) besteht  hier  in  der 
blosen  Bemerkung,  dass  wie  früher  z—f (x)  sein  muss,  ausser- 
dem aber  y ganz  willkiiliflich  genommen  werden  darf;  die  Glei- 
chung der  fraglichen  Fläche: 

z=f(x),  y ad  libitum 

I 

unterscheidet  sich  also  von  der  Gleichung  der  Direktrix  nur  durch 
den  Zusatz,  dass  noch  eine  dritte,  aber  willkührliche,  Coordinate 
vorhanden  ist.  Dieser  Entstand  bringt  eine  grosse  Erleichterung 
in  die  Quadratur  solcher  Flächen,  welche  nach  der  allgemeinen 

Formel  , • ' ' ‘ *.■  . J 


S=fßx  W1  + (fe)'  + (|)2 


8z 


8z 


zu  bewerkstelligen  Wäre,  worin  und  die  partiellen  Differen- 
zialquotienten sind , welche  man  durch  Differenziation  der  Gleichung 
z=F(x,y)  der  zu  quadrirenden  Fläche  erhält  Da  nämlich  in  un- 
serem Falle  i zwar  von  x,  aber  nicht  von  y abhängt,  so  wird  lur 
die  cylindrischen  Flächen 


und  mithin  einfacher 


Bz  f,  i 01  « 

Üi=^(;r)’  Fy=° 


S=ff8x8y  vi  + trw]*- 


(2) 


Man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  sich  hier  die  Integration  nach 
y sogleich  ausführen  lässt,  weil  in  dieser  Beziehung  nur  8y  zu  in- 
Tegriren  ist,  was  y giebt,  und  dass  sich  folglich  die  doppelte  In- 
tegration auf  eine  einfache  reduzirt;  doch  bevor  wir  diess  genauer 
anseheil,  wollen  wir  die  Gränzen  der  Integrationen  nach  x und  y 
bestimmen.  Denken  wir  uns  in  der  Ebene  A F zwei  beliebige  ge- 
rade oder  krumme  Linien  FRU  und  GSK.  und  ausserdem  von 
zwei  beliebigen  Punkten  A und  B der  Achs^  ÖX  aus  Gerade  \\  OY 

Sezogen,  so  bestimmen  diese  vier  Linien  in  der  Coordinatenebene 
(F  eine  viereckige  Figur  FGK/1 ; von  jedem  Punkte  ihrer  Peri- 
pherie aus  lassen  wir  eine  Gerade  l|  OZ  aufsteigen,  alle  diese 


Geraden  durchschneiden  die  Cylinderfläche,  und  die  so  entstehen- 
den Durchschnittspuukte  bilden  in  ihrer  Continuität  auf  der  Cylin- 
derfläche wieder  eine  Art  Viereck  FUIFF,  von  welchem  das 
erstgenannte  FGKH  die  Projektion  ist.  Die  Fläche  TVWV  sei 
nun  diejenige  Figur,  welche  mittelst  der  Formel  (2)  quadrirt  wer- 
den soll,  was  offenbar  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Curven  FR  ft 
und  GSK  die  allgemeinste  Voraussetzung  ist.  Was  nun  die  Inte- 
grationsgräuzen  für  x und  y betrifft,  so  erhellt,  dass  es  blos  dar- 
auf ankommt,  x und  y so  zu  wählen,  dass  dgr  Punkt  N (die  Pro- 
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1'ektion  von  P)  keine  anderen  Stellen  der  Kbene  XV  betreten 
;aun  als  diejenigen,  welche  in  der  Figur  FGKH  (der  Projektion 
von  TUWV)  enthalten  sind.  Der  Spielraum  des  Punktes  31  ist 
aber  offenbar  die  Strecke  AB  und  folglich  sind  xxzOA  und 
x—OIl  die  («rMnzen  für  .r , wobei  zur  Abkürzung  GA  ==  rt  und 
OB— ß sein  möge.  I)a  ferner  der  Punkt  A'  immer  zwischen  den 
Curven  FH  und  GK  bleiben  muss,  so  sind  31 R imd  MS  die  («ritrn 
zen  für  y(31X).  Wenn  aber  die  Aufgabe  bestimmt  sein  soll  , so 
müssen  die  Curven  FRH  und  GSK  ihrer  Natur  nach  bekannt, 
also  ihre  Gleichungen  gegeben  sein ; 1 'nennen  wir  £ und  7j  die 
rechtwinklichen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ctlrve  FltH , wo- 
bei die  £ von  O aus  auf  OX  gezählt  werden,  so  sei  y — <p  (£)  die 
Gleichung  der  Linie  FRH,  ebenso  ij'  --y(j-)  die  von  GSK,  wenn 
i]'  das  für  letztere  Curve  ist,  was  r>  für  die  erstere.  Setzen  wir 
an  die  Stelle  des  beliebigen  £ die  Linie  G31=x,  so  folgt  y — Mli 
= <p (x)  uud  t/'=z31S=4’(^)i’  und  demnach  sind  i)  — <p  (x),  lind 
tj'— y(x)  die  Gränzeu  für  y.  Durch  Substitution  der  Grannen  für 
x und  y wird  jetzt  nach  Formel  (2)  i , ,.,b 


oder,  weil 


ist: 


s=fßBx>rr+  xrtffr  P\> 

<-/  a */  V j 

iW‘  •"  •' ''  '•  ' ' : 

J ^y=vi (.x)— <p(x) 


5 ! \ (I;  i»  ! ; 


• S=fß  dxVl  + [f(x)]*{v(a)-'p(x))i  . <»)  ' 

«/  « ■ I ! I 

wobei  also  : l!  • 

z—f(x)  die  Gleichung  der  Direktrix  XQZ, 
y=q>(x)  „ „ „ Cnrve  FRH,  \ ! ! !‘  N) 

y=ip(x)  „ „ „ „ GSK, 

d-OA,  ß=OB,  S=TÜWV 

ist.  Da  das  Integral  in  (3)  ein  einfaches  ist,  so  wird  es  immer 
möglich  sein,  den  Werth  desselben  zu  finden,  sei  es  durch  Reduk- 
tion auf  eine  bekannte  Funktion  oder  durch  Verwandelung  in  eine 
unendliche  Reihe.  In  den  Fällen  aber,  wo  sich  unser  Integral  auf 
eine  von  denjenigen  Funktionen  bringen  lässt,  für  welche  man 
Tafeln  besitzt,  wollen  wir  die  Figur  TUWV  eine  quadrirbare 
nennen  und  nun  einige  Spezialisirungeu  der  Art  betrachten. 

I.  Sei  z=i  — a% — also  <ler  Cylinder  ein  elliptischer,  des- 

fl  i }•*  • , 

sen  Achsen  a und  c in  den  Coordinatenachsen  OX  und  Q2f  lie? 

gen,  so  wird 


i +[/'w=i+; 

* * * ■ * * 

und  folglich  nach  no.  (3)  1 


x2 *  _ q4  — (a2  — c2).r2 
* — x‘*  a*^a2— x*)  , ’ 


! .,„11 
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S—^rßaxtT— — ^ — c^l?L.\y(x)-  tp(x)).  (4) 

"is  ff  » 


Unter  den  verschiedenen  Suppositionen  nun , weiche  man  hier  fiir 
cp(x)  und  i p(x)  machen  kann,  heben  wir  die  folgenden  als  beraer- 
kenswerth  heraus. 


a.  Der  einfachste  Gedanke  ist  offenbar,  < p(x)=Axf  und  i/>(ar > 
— Bx>‘  zu  nehmen,  wobei  p eine  ganze  Zahl  bedeuten  möge. 
Diess  gäbe  dann 


S=— - fßx“dx\[  c*)j 

a J a 1 al  — X% 


(S) 


und  hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden , ob  nämlich  p gerade 
oder  ungerade  ist.  Im  ersten  Falle  kann  durch  Rationalmachen 
des  Zählers  in  der  Differenzialformel  das  Integral  auf  die  Form 


A 


xf‘  [a4 — (a2 — ca)  x1  ] 8x 


\f  [a® — ar*][a4  — (a® - c*) x?]  ’ 
also  überhaupt  auf  Integrale  folgender  Gestalt 

xr8x 


A 


V («*-:e*)(A*—  Px*) 


gebracht  werden,  wobei  v eine  gerade  Zahl  ist.  Das  vorliegende 
Integral  lässt  sich  aber  nach  bekannten  Reduktionsformeln  auf 
elliptische  Funktionen  zurückbringen  *).  Anders  dagegen  wird  die 

Sache,  wenn  in  no.  (5)  p eine  ungerade,  folglich  — ^ — eine  ganze 


Zahl  ist.  Denn'  in  diesem  Falle  kann  man  dem  Integrale  folgende 
Gestalt  geben : . ( 


c B — A f'ß  x>*- 1 2 x8x[a* — (a®  — c2)  x2] 

J a V (a® — x2)  [ a* — (a® — c*)#®]’ 

r. .....  • . i 

M—  1 

und  setzt  man  hier  x2=aiu,  so  wird  2x8x=a28u,  x/i~1=af‘~1u  ® ; 
wenn  ferner  x—a  und  x—ß  geworden  ist,  so  hat  u die  Werthe 


«®  , ß* 

u=ä*=o!>  M = e®=P 


(6) 


angenommen,  wobei  a1  und  ß'  zur  Abkürzung  gebraucht  worden 
sind.  Durch  diese  Substitutionen  geht  unsere  Gleichung  in  die 
folgende  über:’ 


> -» 

*)  Legendre  traite  de«  fonction«  elliptiqnes  Chap.  I.  — Supplemente  zu 
Kluge!«  math.  Wörtcrb.  Band  II.  S.  84 — 8T. 


Digitized  by  Google 


153 


(B—A)a"  j £ a * gM  [ ,fi — (na — c2)  u j 

’**  J “■  v (i — w)  [ «2— («a— c*ys]’ 


(1  — n)t<i 

oder  wenn  man  berücksichtigt,  dass 


«2  — (a2— c2)  u=a‘2|  1 — (1  — jp)  u 1 


ist,  und  zur  Abkürzung 


!-%  = < 


setzt  : 


(.„„„y, 

,y  a-  V 1 — (1 +£)mH 


(5« 

+ £«** 


(7) 


(S) 


Da  nun  ^ ^ hier  ganz  ausfällt,  so  reduzirt  sich  dieses  Integral 

auf  zwei  andere  von  der  Form 
uv  du. 


/vi- 


, v eine  ganze  Zahl; 


(I  + f)  U k 4M2 

und  kann  dann  immer  durch  Kreisbögen  oder  Logarithmen  d'ar- 
gestellt  werden.  So  hat  inan  z.  ß.  für  A=tand, 

Ä=tanco: 


S— 


(tan  co  — tan  &)  a 2 PF (1  — cm)  du 


?rß\ (1 

J a'  X rzr 


(1  + c)  u + cu2* 


<») 


Hierzu  gehört  Taf.  IV.  Fig.  2.  Die  Gleichungen  der  in  der  Ebene 
XY  gezeichneten  Curven  sind  hier  y=q>(x)—. rtan#,  y—ty(x) 
=.rtan co , also  die  Curven  selbst  zwei  Gerade,  welche  durch  den 
Punkt  O gehen  und  mit  OA  die  Winkel  ÄOJl—9  und  A OK 
= co  machen.  Zugleich  ist  wieder  0.1  — ct,  OB=ß,  also  FGKII 
die  Projektion  von  TUWV  und  die  Flache  dieser  Figur  obiges 
•S.  Sind  nun  O X—a  und  ()Z=zc  die  Achsen  des  elliptischen 
Cylinders,  so  bildet  die  Curve  AZ  einen  Quadranten  der  Direk- 
trix und  der  ganze  Cy linder  ein  Tonnengewölbe,  wovon  die  Figur 
nur  die  Hälfte  zeigt.  Nehmen  wir  noch  OA~ o = 0,  OB—ß  — a 
~0X,  so  geht  das  Viereck  FGKII  in  das  Dreieck  ODE  und 
die  Fläche  TUWV  in  Zl)E  über;  zugleich  wird  nach  (ti)  «'=0, 
0'  = 1 und  folglich 


a2(tan  co  — 


j-tanft)  /“  (I 

2 Jo  Vl- 


(1  — eu)  du 


(l  + c)«  + cu2 


(10) 


Nun  ist  aber  XD  = OAtan  XOÜ  — u tan#,  XE  — OAtan  XOE 
= «tanco,  mithin 

Thcil  IX.  U 
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XE—XD=DE=a  (tan  ca  — tyi  &). 

Hieraus  findet  sich  der  Inhalt  des  Dreiecks  ODE,  der  f heissen 
möge,  nämlich 

„ OX . DE  o2  (tan  w — tan  &) 

F—  2 ~ 2 ' 

wenn  wir  also  das  in  (10)  vorkommende  Integral  k nennen,  so 
findet  hier  die  bemerkenswerthe  Relation 

S = kF 


statt,  welche  schon  Herr  Dr.  Wittstein  im  7ten  Theile  des  Archivs 
S.  443.  angegeben  hat  *).  Für  k findet  man  leicht,  wenn  a>c, 
also  e positiv  ist: 


*=l  + 5vf 


wenn  a~c,  also  £=0  ist: 

4 = 2; 

und  wenn  a<^c , also  £ negativ  ist : 

1 — £ 


4=1  + 


2 V — 1 


Arctan  £; 


womit  diese  spezielle  Aufgabe  gelöst  ist. 

Nimmt  man  in  der  Formel  (8)  A—0,  (i—  — 1 und  setzt  b für 
B,  so  wird 

c b fß' (1  --  tu) 9a 

* a'  u\T  1 — (l  + f)l(  + £«2 


Die  beiden  Curven  in  der  Ebene  Xi’  sind  hier  die  Achse  der  x 
(wegen  y=qp(a:)=0)  und  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  der 

Achse  b (wegen  if>(x)  = ~),  von  der  die  Coordinatenachsen  OX 

und  OY  die  Asymptoten  sind  (Taf.  IV.  Fig.  3.).  S ist  die  Fläche 
TVWV  und  die  Curve  UW  kann  hier  als  Durchschnitt  eines 
elliptischen  und  hyperbolischen  Cylinders  angesehen  werden.  Man 
hat  übrigens 

fß' du 

a'  1—(1 + £)«*+£«(* 

be  pß' cu 

'4  J a!  V~ 1 — (1  + E)tt2  + £U2’ 


*)  In  den  Buchstaben  findet  nur  der  Unterschied  statt,  das«  liier  C 
stellt,  wo  Herr  !>r.  Wittstein  b hat.  i 
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und  wenn  man  hn  ersten  Integrale  u = setzt: 

1 ^ ■'  ~ ' 


Ä_6  /’«'  > 

j.  V + V)  v -f  i 


)«*+«?’ 


ivo  nun  der  Werth  jedes  Integrales  sehr  leicht  zn  entwickeln  Ist. 
6.  Fine  andere  gute  Substitution  für  die  auf  den  elliptischen 

Cjdinder  passende  Formel  (4)  ist  <jp(ar)s=0,  ifp  (a:)  = - V" 

die  Curven  in  der  Ebene  AT  sind  danu  die  Coordinatenachse  OX 


als  Durchschnitt  zweier  elliptischen  Cylinder  angesehen  werden. 
Zugleich  ist  nach  no.  (4)  i 


! — * P 

«V« 


e.c  W - (a2  - cV*! 


und  wenn  wir  x~at  setzen,  so  werden  die  Gränzen  für  t : 


und  folglich 


oder  für 


<=-  = /?',  <=-=«' 
a r a 


i=4  J dt  \ra*  - (a2  - c*) 


»-J*— ' <12\, 

s=ö4  P etVT^n*  (i3) 

• ’ *■*/  „ “- L:  \l 

Nehmen  wir  spezieller  «=0/1=0  und  3 — OB=OX=a,  so  wird 
cd  = 0,  ß'  = 1 und  S bedeutet  jetzt  die  Fläche  ZXQ.  Für  die- 


selbe ist 


i="t/r 


..  ,:>  •■•»r*«  .i  v t 


Berücksichtigt  man  hier,  dass  j ahn  die  Fläche  der  Projektion 

OJfF  als  eines  elliptischen  Quadranten  darstellt,  bezeichnet  die- 
selbe mit  F und  setzt 

| PbtsTT-lP-k,  ’ ’ *■ v , • 
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so  ist  nach  dem  Vorigen  , 

S = JcF, 

worin  sich,  weil  k nur  von  dem  Achsenverhältnisse  — des  ellipti 

sehen  Cylinders  abhängt,  ein  dem  Wittstein’schen  ganz  analoger 
Satz  ausspricht. 

II.  Besonders  einfach  und  elegant  ist  die  Quadratur  solcher 
Figuren,  welche  auf  einem  cykloidalischen  Cylinder  gezeichnet 
sind.  In  Taf.  IV.  Fig.  5.  ist  ein  solcher  aboebildet,  worin  OZ' 
die  halbe  Basis  der  Cykloide  =rrc,  O ihren  Scheitel  und  OX  ihre 
Höhe  = 2 t darstellt , wenn  r den  Radius  des  beschreibenden  Krei- 
ses bedeutet.  Nähmen  wir  wie  gewöhnlich  den  Anfang  der  Bewe- 
gung des  rollenden  Kreises  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten, 
die  Abscissen  g von  Z'  nach  O zu  und  die  Ordinaten  darauf  senk- 
recht, so  wäre  die  Gleichung  der  Cykloide 

g=r(<p — sin  9),  tj  ~r(l  — coatp) 

worin  tp  den  Wälzungswinkel  bezeichnet.  Wollen  wir  diese  Coor- 
dinaten in  die  bisherigen  x und  z verwandeln,  so  müssen  wir 
|=  OZ'  — z~rn.—z  und  t)  — OX  — x — 2r — x setzen,  so  dass 
wir  erhalten 


z=r  7t  — r(tp  — sin  cp),  ar  = 2r  — r(I  — cosq>)  = r(l  + coatp). 
Hieraus  folgt 

dz  , dx 

d-=-ra-coS(P),  B-=-ramV 

und 

0t  1 — cos®  , I 

0— = : = tan^-m. 

ca:  sin  q>  2 ^ 

Mithin  haben  wir  weiter 


1 + tan  tp  = — -j— 
• cos^9? 


=yr.  2 

1 1 )-  coatp ’ 


d.  i.  weil  nach  dem  Früheren  1 + cos  tp—  - ist 


vi+(c(*u-=V‘|*^§>  \ 


A 


wenn  wir  den  Durchmesser  2r  des  erzeugenden  Kreises  mit  a be 
zeichnen.  Nach  Formel  (3)  wird  jetzt 

! 
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s=^öy^ß  ~={^(x)~ip(x)\,  (14) 

und  diese  Formel  ist  so  einfach,  dass  sie  sich  dir  eine  Unzahl  von 
Funktionen  q>(x)  und  integriren  lässt  Die  einfachsten  Fälle 

sind  folgende. 

a.  Für  <p(x)=artan&,  (x)  — x tan  <o  wird 
S = V" n (tan  o) — tan#)^^ x*dx 
= wVä(tan®  — tan  #)  (ßi  — «1), 

und  dies  wäre  der  Inhalt  von  TUWV  in  der  Figur,  wobei  FGKH 
die  Projektion  von  TUWV,  Z.XOF—&,  ^ XOG=ta  ist.  Neh- 
men wir  o— 0,  ß=a—OX,  so  geht  die  Fläche  TUWV  in  die 
grössere  OPQ  über,  deren  Grösse 

5= jV~ a(tan  co  — tan#)  V a3 

4 a2  (tan  co — tan#) 

— 3 ’ 2 

« 

ist.  Bezeichnen  wir  aber,  wie  schon  früher  einmal,  die  Fläche 
des  Dreiecks  ODE  mit  F,  so  ist 

a2(tanco — tan#) 

*—  2 

• * . J ■ * J . 

und  mithin  haben  wir  die  sehr  bemerkenswerthe  Relation 


ft.  Für  q> (x)  — px,  ip(x)  = \Tqx  bilden  die  in  der  Ebene 
X Y gezeichneten  Curven  zwei  Parabeln , deren  Parameter  p und 
o sind  und  deren  gemeinschaftliche  Achse  OX  ist.  Man  erhält 
sehr  einfach  für  die  Fläche  J’UWV  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 

S - \TÜ (\T q—  V p)( ß—ct), 

und  für  p= 0,  a=0,  ß =a,  in  welchem  Falle  S die  Fläche  OZ’Q 
bedeutet, 

S=a  Vhq 

oder,  weil  nach  der  Gleichung  y=x.ST7jx  die  Gerade  XD  — \[ aq 
ist,  S gleich  dem  Rechtecke  aus  OX  und  DX.  Bezeichnen  wir 
die  Fläche  der  Projektion  OXEKG  mit  F,  so  ist  der  Inhalt  der- 
selben bekanntlich  = | OX.DX,  folglich 
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. . A— jF,  > / 

ein  ebenfalls  überraschend  einfaches  Resultat. 

Herr  Dr  Wittsfein  hat  sehr  richtig  bemerkt,  dass  die  spe- 
zielle, von  ihm  gestellte  Aufgabe  wegen  ihres  praktischen  Interes- 
ses als  Rechnungsbeispiel  in  technischen  Anstalten  dienen  könne; 
man  darf  diese  Bemerkung  vielleicht  auch  auf  die  hier  mitgetheiite 
allgemeinere  Betrachtung  ausdehnen,  da  sie  keinerlei  Schwierig- 
keiten des  Calcüls  darlnetct  und  demjenigen,  der  die  graphische 
Darstellung  der  quadrirten  Flächenstücke  mit  Hülfe  der  descripti- 
ven  Geometrie  versuchen  will,  zu  mancher  netten  Zeichnung  Gele- 
genheit giebt. 

V»,  • ■ 

’ . il  • , 


VVII. 

Konstruktion  und  Klassifikation  der 
Flächen  des  zweiten  Grades  mittels 
projektivischer  Gebilde. 

1 *1  >#...*  i - 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  ain  Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 

iVn.  • i ■ 

‘ " 1 ..  . . - . • 

Erster  Tlieil. 


Die  folgenden  Betrachtungen  bezwecken  die  Auflösung  der 
Aufgabe:  Durch  9 beliebig  gegebene  Punkte  oder  an  9 
beliebig  gegebene  Ebenen  mittels  des  Lineals  allein 
eine  Fläche  des  zweiten  Grades  zu  legen,  eine  Aufgabe,' 
welche  mit  der  wiederlioientlich  vorgelegten  Frage  nach  dem  geo- 
metrischen Gesetze,  welches  zwischen  10  beliebigen  Punkten  einer 
Fläche  de«  zweiten  Grades  stattfindet,  wo  nicht  zusatnmenlällt, 
doch  in  sehr  naher,  Verbindung  steht.  Die  Vorbereitung  hierzti 
ist  gros.scutbeils  im  zweiten  Th  eile  meiner  Abhandlung  über  die 
geometrischen  Verwandtschaften  gegeben  ; doch  wird  cs  nöthig 
sein,  einmal  besondere  Fälle  einiger  dort  aufgesteUter  Lehrsätze 
noch  ins  Auge  zu  fassen , und  sodann  zu  den  Eigenschaften  der 
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collinearen  und  reciproken  Ebenen  die  der  collinearen  und  recipro- 
ken riiundichon  Strahlbüschel  hinzuzufügen.  Im  Grunde  sind  letz- 
tere den  ersteren  ennrdinirt;  denn  denkt  man  sidh  im  Haume 
zwei  Ebcnenhüschel  21 , 21',  deren  Achsen  sieb  in  einem  Punkte  Z) 
schneiden,  oder  aber  zwei  ebene  Strahlliiischel  B,  B' , deren  Mit- 
telpmikte  in  einem  Punkte  D liegen,  so  bestimmt  einerseits  ein 
jeder  Strahl  a des  Punktes  1)  zwei  Ebenen  a,  a'  von  2t,  21',  an- 
dererseits eine  jede  durch  I)  gehende  Ebene  a zwei  Strahlen  a,  «' 
von  B,  Bf , und  umgekehrt;  gibt  man  sieb  also 

1)  in  einer  Ebene  (E  zwei  Strablbüschel  B,  Bf  und  in  einem 
räumlichen  Strablbüschel  l)t  zwei  mit  ersteren  projektivischc  Ebe- 
uenbüschel  2t, , 2tt ' ; 

2)  in  <E  zwei  Strablbüschel  B,  B'  und  in  Z),  zwei  mit  erste- 
ren  projektivische  ebene  Strablbüschel  23| , 25,'; 

3)  in  IE  zwei  Gerade  A , A'  und  in  ZJ,  zwei  mit  ihnen  pro- 
jektivische Ehenenbüschel  21, , 21,' ; 

4)  in  <E  zwei  Gerade  A,  A'  und  in  ZJ,  zwei  mit  ihnen  pro- 
jektivische ebene  Strahlhüschel  25,,  25, 

3)  in  einem  räumlichen  Strahlbüschel  I)  zwei  Ebcnenhüschel 
21,  21'  und  in  einem  zweiten  räumlichen  Slrahlbüschel  ZJ,  zwei 
mit  ihnen  projektivische  Ehenenbüschel  21, , 21,' ; 

6)  in  D zwei  Ehenenbüschel  2t,  2t'  und  in  Z),  zwei  mit  ihnen 
projektivische  ebene  Strahlbüschel  Zf, , Zf,'; 

7)  endlich  in  Z)  zwei  ebene  Strablbüschel  B,  Bf  und  in  Z>, 
zwei  mit  ihnen  projektivische  ebene  Strahlbüschel  Zf,,  Zf,';  so 
erhält  man  ausser  den  früher  behandelten  drei  Bezichungs  - Syste- 
men noch  sieben  neue,  wo  bezüglich 

1)  jedem  Punkte  von  tE  ein  Strahl  von  Z), ; 

2)  jedem  Punkte  von  (E  eine  Ebene  von  ZJ, ; 

3)  jeder  Geraden  von  £E  ein  Strahl  von  ZJ, ; 

4)  jeder  Geraden  von  tE  eine  Ebene  von  Z), ; 

5)  jedem  Strahle  von  D ein  Strahl  von  ZJ, ; 

(i)  jedem  Strahle  von  ZJ  eine  Ebene  von  ZJ, ; 

7)  jeder  Ebene  von  D eine  Ebene  von  ZJ, 

entspricht,  und  wo  in  demselben  Sinne,  wie  dort,  höhere  und  nie- 
dere Grade  der  Verwandtschaft  zu  unterscheiden  sind. 

Man  kann  aber  auch  die  Verwandtschaften  räumlicher  Strahl- 
büschel mittels  Projektion  aus  denen  der  Ebenen  ablciten,  und 
dieser  Weg  soll  hier,  wo  er  am  Kürzesten  zum  Ziele  führt,  cin- 
geschlagen  werden. 

•'di,!.  • ! . , . < ’’  t.." 
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§■  1. 

Aufeinandergelegte  reciproke  und  involutorischc 
Ebenen. 

Im  achten  Theile  des  Archivs  S.  42.  ist  gezeigt  worden , dass  zwei 
beliebige  reciproke  Ebenen  sicli  immer  so  aufeinander  legen  lassen, 
dass  einem  jeden  Punkte  derselben  eine  und  dieselbe  Gerade  in  dop- 

§ eitern  Sinne,  und  umgekehrt,  entspricht,  und  so,  dass  bald  gar  keine, - 
ald  unzählige  Punkte , welche  bald  eine  Ellipse , bald  eine  Hyperbel 
bilden,  auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen,  und  man  wird 
' sogleich  gesehen  haben,  dass  nur  in  dem  Falle,  wenn  die  Mittel- 
punkte beider  Ebenen  unendlich  entfernt  sind,  die  Parabel  hervor- 
tritt. Sowie  nun  früher  zwei  aufeinander  gelegte  projekt.  Gerade, 
deren  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen,  und  zwei  concentrische 
projekt.  Strahlbüschel,  deren  ungleichnamige  Schenkel  der  ent- 
sprechenden rechten  Winkel  coincidiren,  involutorisch  genannt 
worden  sind,  so  sollen  auch  zwei  aufeinandergelegte  reciproke 
Ebenen , deren  Mittelpunkte  sich  decken  und  deren  zug.  Durch- 
messer eine  Involution  bilden,  weil  hier,  wie  dort,  je  zwei  Ele- 
mente sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  zwei  involutorisehe 
Ebenen  heissen;  auch  werden  von  jetzt  an  die  vereinigten  Mit- 
telpunkte derselben  der  Mittelpunkt,  die  Achsen  jener  Involu- 
tion die  Achsen  der  Ebenen  selbst,  jeder  Punkt  derselben  der 
harmonische  Pol  der  ihm  entsprechenden  Geraden  und  letztere 
die  harmonische  Polare  des  ersteren,  je  zwei  zug.  Punkte 
einer  Geraden  und  je  zwei  zug.  Strahlen  eines  Punktes  bezüglich 
zugeordnete  harmonische  Pole  und  Polaren  dieser  letz- 
teren genannt,  und  diese  Ausdrücke  auch  im  allgemeinen  Falle 
reciproker  Ebenen,  jedoch  ohne  das  Beiwort  „harmonisch“  ge 
braucht  werden. 


Lehrsatz  1. 

Zwei  aufeinander  gelegte  reciproke  Ebenen  sind 
involutorisch,  wenn  irgend  zwei  Punkte,  welche  nicht, 
oder  wenn  irgend  drei  Punkte,  welche  aul  ihren  Pola- 
ren, aber  nicht  in  gerader  Linie,  liegen,  denselben 
in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 

Beweis.  Denn  jede  Gerade,  welche  durch  einen  jener  bei- 
den Punkte  geht,  schneidet  dessen  Polare  in  einem  Punkte,  wel- 
cher in  doppeltem  Sinne  der  zug.  Pol  des  ersteren  ist;  also  gilt 
das  nämliche  von  je  zwei  zug.  Polen  dieser  Geraden.  Wird  nun 
ein  beliebiger  Punkt  a der  Ebene  mit  jenen  zwei  Punkten  durch 
zwei  Gerade  verbunden,  so  schneiden  die  beiden  Polaren  von  0 
eine  jede  dieser  Geraden  in  einerlei  Punkte,  fallen  also  zusammen. 
Und  verbindet  man  die  drei  Punkte  des  Satzes  durch  zwei  Gerade, 
so  müssen  diese  zwei  Durchschnitten  der  drei  Polaren  in  doppeltem 
Sinne  entsprechen , und  es  liegen  nun  diese  zwei  Durchschnitte 
nicht  auf  inren  Polaren. 
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Lehrsatz  *2. 

Werden  zwei  beliebige  reciproke  Ebenen  involu- 
torisch  und  zwar  so  gelegt,  dass  sie  eine  Ellipse  er- 
zeugen, und  wird  nun  die  eine  dieser  Ebenen  um  irgend 
einen  Punkt  der  Ellipse,  als  festen  Punkt,  und  zwar 
um  einen  Winkel  von  zwei  Rechten  herumgedreht,  so 
gibt  cs  ausser  diesem  Punkte  keinen  zweiten,  welcher 
auf  seiner  Polare  liegt,  und  die  Ebenen  sind  dann  nicht 
iovolutorisch ; doch  ist  es  nicht  umgekehrt  richtig, 
dass  zwei  reciproke  Ebenen,  welche  diese  letztere 
Lage  zu  einander  haben,  allemal  durch  Umdrehung  in 
jene  in voluto ri s che  Lage  gebracht  werden  können. 

Beweis.  Liegen  die  Ebenen  ®,  fE,  iovolutorisch  und  erzeu- 
gen eine  Ellipse,  und  man  legt  durch  einen  beliebigen  Punkt  (ce.) 
derselben  die  Tangente  (ee,)  und  ausserdem  eine  beliebige  Gerade 
(AA,),  so  ist  erstero  die  harmonische  Polare  von  (ee,),  letztere 
hat  nothwendig  mit  der  Ellipse  einen  zweiten  Punkt  (ff,)  von  end- 
licher Entfernung  gemein,  und  die  harmonische  Polare  (pp,)  ihres 
unendlich  entfernten  Punktes  (pp,)  hälftet  die  Strecke  cf  in  einem 
Punkte  (qq, ).  Wird  nun  die  Ebene  <E,  um  den  Punkt  (ec,)  um 
zwei  Rechte  berumgedreht,  so  fallt  e,  wieder  auf  e,  und  A , wie- 
der auf  A,  aber  der  Punkt  (ee,)  liegt  jetzt  in  der  Mitte  sowohl 
zwischen  den  Punkten  f undf,,  als  auch  zwischen  q und  q,.  Die 
zug.  Pole  der  Geraden  (AA,)  bilden  also  zwei  gleichliegende  pro- 
jektivische  Gerade,  zwischen  deren  Durchschnitten  q,  q,  der  Paral- 
tdstrahlen  mitteninne  sich  zwei  solche  Pole  e,  c,  vereinigen; 
also  können  sich  längs  (AA,)  kein  zweites  Paar  zug.  Pole  verei- 
nigen, d.  h.  kein  zweiter  Punkt  auf  seiner  Polare  liegen;  und  da 
jeder  Punkt  der  Ebenen  (B,  !£,  einem  Strahle  des  Punktes  (ee,) 
augehört,  so  gibt  es  iu  denselben  überhaupt  keinen  zweiten  sol- 
chen Punkt.  Setzt  man  dagegen  statt  der  Ellipse  eine  Hyperbel 
oder  Parabel,  so  hildeu  die  zug.  harm.  Pole  derjenigen  Geraden, 
welche  mit  den  Asymptoten  oder  mit  der  Achse  der  Parabel  paral- 
lel laufen,  ungleichliegende  projcktivisch-glciche  Gerade,  und  man 
erhält  durch  die  Umdrehung  zwei  und  bezüglich  eine  Gerade,  deren 
sämrntl iche  Punkte  auf  ihren  Polaren  liegen. 

Umgekehrt:  enthalten  zwei  Ebenen  (6,  SE,  nur  einen  Punkt 
(ee,),  welcher  auf  seiner  Polare  liegt,  so  kann  derselbe  nicht  zwei 
verschiedene  Polaren  besitzen,  weil  sonst  einer  jeden  dieser  letz- 
teren, in  anderem  Sinne  genommen,  ein  zweiter  auf  ihr  liegender 
Punkt  entsprechen  müsste  Entweder  nun  hat  der  unendlich  ent- 
fernte Punkt  der  Geraden  (ee,)  einerlei  oder  verschiedene  Polaren. 
Im  ersten  Kalle  liegen  die  Mittelpunkte  der  Ebenen  auf  dieser  Po- 
lare gleichweit  von  (er,)  entfernt  und  fallen  nach  der  Umdrehung 
zusammen,  und  da  zugleich  ein  Paar  zugeordnete  Durchmesser 
sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen  müssen,  so  bilden  sämmtliche 
zug.  Durchmesser  eine  Involution , und  folglich  sind  die  Ebenen 
iftvolutorisch  und  erzeugen  eine  Ellipse.  Im  zweiten  Falle  dage- 
gen fallen  nach  der  Umdrehung  die  Mittelpunkte  der  Ebenem  nicht 
zusammen,  sondern  in  eine  mit  (ee,)  parallele  Gerade;  die  zug. 
Pole  eines  jeden  Strahles  von  (ee/)  bilden  eine  Involution  von 
Punkten , und  wird  also  (er, ) der  Beriibrungspol  zweier  sich  os- 


Digitized  by  Google 


162 


kulirender  Kegelschnitte,  von  denen  der  eine  diejenigen  Geraden 
zu  Tangenten  hat,  deren  Pole  auf  ihnen  und  auf  dem  anderen 
Kegelschnitte  liegen.  Uelierhaupt  lässt  sich  zeigen,  dass  zwei  re- 
ciproke  Ebenen  auf  unzählige  Arten  in  diese  letztere  Lage  gebracht 
werden  können. 

Lass  endlich  in  den  beiden  gedachten  Fällen  die  Ebenen 
nicht  invotutorisch  sein  können,  geht  einfach  daraus  hervor,  dass 
ihre  Mittelpunkte  im  ersten  Falle  erst  nach  der  Umdrehung  sich 
vereinigen,  und  im  zweiten  schon  anfangs  getrennt  gewesen  sind. 

Lehrsatz  3. 

Zwei  reciproke  Ebenen  lassen  sich  immer  so  auf-  - 
einander  legen,  dass  «)  alle  Punkte,  welche  auf  ihre 
Polaren  fallen,  zwei  geraden  Linien,  und  ihre  Polaren 
zwei  Strahlhüscheln  angehören,  deren  Mittelpunkte 
mit  dem  Durchschnitt  dieser  Linien  in  gerader  Linie 
liegen;  und  dass  b ) alle  jene  Punkte  einer  einzigen 
Geraden,  und  ihre  Polaren  einem  einzigen  Strah I btischel 
angehören;  und  zwar  sind  in  beiden  Fällen  die  Ebe- 
nen nicht  i n v olu  t oiwsch. 

Beweis,  a)  Denn  da  eine  Gerade  und  ein  ebener  Strahl- 
büschel, welche  projektivisch  sind,  allemnl  perspektivisch  gelegt 
werden  können,  so  kann  man  die  eine  Ebene  <E,  allemal  so  auf 
tü  legen,  dass  die  l’unkte  einer  beliebigen  Geraden  A,  auf  ihre 
Polaren  fallen.  Es  sei  B der  Pol  von  A1 , nach  welchem  diese 
Polaren  gehen,  so  werden  die  Polaren  aller  Punkte  derjenigen 
Geraden  A,  welche  sich  mit  At  vereinigt,  im  Allgemeinen  einen 
anderen  Strahlhüschel  B , bilden  nnd  durch  diese  Punkte  gehen  ; 
und  wiederum  werden  die  Pole  aller  Strahlen  des  Punktes  Bl', 
welcher  mit  B vereinigt  ist,  in  einer  neuen  Geraden  A'  und  ein 
jeder  auf  seiner  Polare  liegen,  und  die  mit  A'  vereinigte  Gerade 
Ai'  muss  dem  mit  Bt  vereinigten  Punkte  B'  entsprechen.  Die 
beiden  Polaren  des  Durchschnittes  von  (AAX)  und  (A'A,1)  gehen 
eine  jede  sowohl  durch  diesen  Punkt,  als  auch  durch  die  beiden 
Punkte  (BB,')  und  (B'Bl),  fallen  also  zusammen. 

b)  Man  denke  sich  die  Ebenen  involutorisch  und  zwar  so  ge- 
legt, dass  sie  eine  H\  uerbel  erzeugen;  so  lässt  sich  allemal  eine, 
ja,  wenn  dieselbe  nicht  gleichseitig  ist,  vier  Tangenten  ziehen, 
welche  auf  einer  Asymptote  senkrecht  stehen.  Durch  den  Berüh- 
rungspunkt (er,)  einer  solchen  Tangente  lege  man  eine  Gerade 
(AA,)  mit  jener  Asymptote  parallel;  so  ist  der  Punkt  (BB,),  in 
welchem  die  Tangente  und  Asymptote  sich  schneiden,  der  har- 
monische Pol  von  (AAl),  und  die  zug.  barm.  Pole  dieser  Gera- 
den haben  paarweise  gleiche  Abstände  vom  Punkte  (ec,).  Wendet 
man  nun  die  Ebene  iS,  um  jene  Tangente  herum,  so  behaupten 
diese  letztere,  die  Gerade  A,  und  die  Punkte  r, , B,  nebst  dem 
unendlich  entfernten  von  A , ihre  .Stelle,  alle  übrigen  Punkte 

<S|  , b, , C| dieser  letzteren  aber  fallen  auf  ihre  zug.  Pole  fl,  b, 

c und  also  auch  auf  ihre  Polaren  Bä,  Bb.  Bc . mit  welchen 

gleichzeitig  auch  die  Polaren  B,ä,  , B,b,  , B,CX....  von  fl,b,c.... 
sich  vereinigen.  Die  Gerade  (/LI,)  entspricht  also  auch  jetzt  noch 
dem  Punkte  ( BB ,)  in  doppeltem  Sinne,  zugleich  aber  auch  jeder 
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Punkt  ((ta])....  dem  ihn  treffenden  Strahle  von  (ßßA.  Ist  nun  p 
irgend  ein  ausserhalb  (AAt)  liegender  Punkt,  « der  naeh  ihm 
gehende  Strahl  von  ( ßßx ) und  a der  Durchschnitt  von  a mul 
(AAt),  so  gehen  die  Polaren  von  p beide  durch  <t,  können  also 
nicht  durch  p gehen,  »eil  sie  sonst  mit  a,  und  folglich  p mit  a 
sich  vereinigen  müssten.  Also  liegen  nur  die  Punkte  von  (A.- 1,) 
auf  ihren  Polaren.  Denkt  man  sieh  endlich,  dass  die  Ebenen  auf 
irgend  eine  Weise  die  Enge  6)  erhalten  haben,  so  überzeugt  man 
sich  mittels  des  ersten  Theiles  von  Lehrsatz  1.  sogleich,  dass  sie 
durch  gehörige  Umwendung  involutorisch  werden,  dass  die  (ierade 
(AAt)  einer  Asymptote  der  so  entstehenden  Hyperbel  parallel  wird, 
und  daher  die  nun  vereinigten  Mittelpunkte  der  Ebenen  vorher 
nicht  vereinigt,  die  Ebenen  also  auch  nicht  involutorisch  gewesen 
sein  können. 

• i • i • l*  **•  • 

t ..  . . ! . 

Lehrsatz  4. 

ln  zwei  aufeinander  gelegten  reciproken  Ebenen 
können  nicht  bloss  zwei  bder  irgend  eine  grössere,  aber 
beschrfinkte  Anzahl  von  Punkten  auf  ihren  Polaren 
liegen. 

Beweis.  Hat  irgend  ein  solcher  Punkt  zwei  besondere  Pola- 
ren, so  hat  jede  der  letzteren,  in  anderem  Sinne  genommen,  einen 
zweiten  auf  ihr  liegenden  Pol,  dieser  eine  zweite  Polare,  diese 
einen  neuen  Pol  und  so  ins  Unendliche  fort;  es  kann  also  höch- 
stens von  solchen  Punkten  die  IJcde  sein,  denen  einerlei  Uerade 
in  doppeltem  Sinne  entspricht.  Liegen  nun  drei  derselben  in  ge- 
rader Linie,  so  müssen  alle  Punkte  dieser  Linie  auf  ihren  Polaren 
liegen  — und  findet  jenes,  nicht  statt,  so  sind  die  Ebenen  nach 
Lehrsatz  1.  involutorisch  und  auf  jeder  durch  einen  dieser  Punkte 
gehenden  Geraden  müssen  sich  zwei  zug.  liarm.  Pole  derselben  in 
einem  neuen  Punkte  vereinigen,  so  dass  also  die  Ebenen  unzäh- 
lige Punkte  besitzen , die  auf  ihren  Polaren  liegen.  Es  erübrigt 
also  nur  noch  der  Fall  von  zwei  solchen  Punkten.  Man  denke, 
sich  durch  diese  Punkte  a,  b,  deren  Verbindungslinie  A sei, 
zwei  Parallelen  a,  h gezogen;  so  werden  die  zug.  Polare  von  a, 
und  ebenso  die  von  h,  zwei  gleichliegende  projektivische  Gerade 
bilden,  weil  pur  jn  solchen  es  sich  ereignen  kann,  dass  ein  ein- 
ziges Paar  entsprechende  Punkte  sich  in  a (b)  vereinigen,  und 
nur  in  einem  Falle,  wenn  a mit  der  Polare  von  a zusammenfällt, 
tritt  der  Umstand  ein,  dass  alle  Punkte  der  einen  Geraden  dem 
einzigen  Punkte  « entsprechen.  In  allen  anderen  Fällen  wird  a, 
und  ebenso  b,  in  der  Milte  zwischen  den  Durchschnitten  der 
Parallelstrahlen,  d.  h.  der  Polaren  des  unendlich  entfernten  Punk- 
tes von  a und  6 liegen,  diese  Polaren  also  in  einem  Punkte  p 
von  A converg'iren  müssen.  Nun  aber  haben  die  Punkte  a und  b 
ein  jeder  nur  eine  einzige  Polare,  also  die  Gerade  A auch  nur 
einen  einzigen  Pol  ß;  die  beiden  Polaren  von  p gehen  sowohl 
durch  ß,  als  auch  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von 
a,  6;  sie  fallen  also  in  eine  einzige  p zusammen.  Die  Ebenen 
besitzen  also  zwei  Punkte  ß und  p,  welche  nicht  auf  ihren  Pola- 
ren liegen  und  denselben  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  sind  also 
nach  Lehre.  1.  involutorisch  und  besitzen  unzählige  Punkte  wie  a und  b. 
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Aus  den  drei  letzten  Lehrsätzen  ergiebt  sich  nun  mit  aller 
Strenge  : 

Lehrsatz  5. 

ln  zwei  aufeinandergelegten  reciproken  Ebenen 
gibt  es  entweder  keinen  oder  nur  einen  oder  unzählige 
Funkte,  welche  auf  ihren  Polaren  liegen;  und  diese 
Punkte  bilden  entweder  einen  Kegelschnitt  oder  zwei 
Gerade  oder  eine  einzige  Gerade. 

Lehrsatz  6. 

In  zwei  i n vol u to risch en  Ebenen  gibt  es  entweder 
keinen  oder  unzählige  Punkte,  welche  auf  ihren  Po I a- 
ren  liegen,  und  diese  Punkte  bilden  allemal  einen  Ke- 
gelschnitt, dessen  Tangenten  ihre  Polaren  sind. 

Die  im  vierten  Theile  des  Archivs  S.  273  und  276  enthalte- 
nen Sätze  gelten  auch  von  den  zug.  Durchmessern,  Achsenpunk- 
ten und  den  Brennpunkten  zweier  involutorischer  Ebenen,  und  zwar 
nicht  bloss,  wenn  sie  einen  Kegelschnitt  erzeugen,  sondern  auch 
wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Da  dieselben  später  zur  Entwicke- 
lung ganz  ähnlicher  Eigenschaften  der  reciproken  Stahlbüscbel 
dienen  sollen,  welche  letzteren  für  die  Theorie  der  Flächen  des 
zweiten  Grades  von  äusserster  Wichtigkeit  sind,  so  soll  hier  der 
Beweis  für  den  noch  nicht  betrachteten  Fall  nachgeholt  werden. 

Es  sei  in  Taf.  V.  Fig.  1.  AI  der  Mittelpunkt  der  beiden  Ebenen; 
8,  31  seien  diejenigen  zwei  zug.  harm.  Pole  (ideale  Scheitel)  der 
einen  Achse,  w.elche  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  Al  der 
Involution  haben;  so  ist  Als  = A die  halbe  Länge  dieser  Achse, 
und  es  sei  B die  auf  ähnliche  Weise  zu  nehmende  halbe  Länge 
der  anderen  Achse ; die  im  Punkte  8 auf  Sflj  senkrechte  Gerade  s 
ist  die  harm.  Polare  des  anderen  Punktes  s1.  Sind  nun  Ala,  Alax 
irgend  zwei  zug.  Durchmesser  der  Ebenen,  welche  die  s in  a,  «, 
schneiden,  so  geht  die  harm.  Polare  von  ft  durch  8,  und  ist  mit 
Mat  parallel,  und  die  harm.  Polare  von  0,  geht  auch  durch  8, 
und  ist  mit  Ma  parallel;  erstere  schneide  die  Ala  in  ax  und  die 
andere  Achse  in  b( , letztere  die  Alax  in  a und  dieselbe  Achse  in 
b;  so  ist  d/b  jjaa,  d/b,  rjjaaj , ab  l bbj ; und  da  die  harm.  Po- 
lare von  bt  durch  a gehen  und  senkrecht  auf  bb,  stehen  muss, 
so  sind  b,  b|  zug.  harm.  Pole  der  anderen  Achse,  und  folglich 
Alb . Al  bi  = B 2.  Sind  endlich  Ax , Bx  die  halben  Längen  der 
Durchmesser  Ala,  d/fl,  , d.  h.  der  gegenseitigen  Abstände  derje- 
nigen zug.  harm.  Pole  dieser  Durchmesser,  welche  vom  Punkte  AI 
gleichweit  entfernt  sind,  so  ist,  weil  a,  at  und  ax , a zug.  harm. 
Pole  derselben  sind,  Ala . Alax  = At2,  Alax . A/a  = Bf.  Aus  den 
Proportionen 

Ala:  AIctl=aal:Albl  und  Alax : Ala  = «Aj : d/b 


ergibt  sich  nun 


Ala . Alax 


Ala*.  Al  b, 

'h  ~ a«,  » 


„ „ „„  d/«,s.dfb  ... 

AIal.Ala—B^=  — — ; (i) 


Digitized  by  Google 


165 


also  ist 


. -«.t 


A/a2 . A/b,  -f  Afa, 8 • A/b  _ (A/aHas2)  A/b,  +(MB*+ala*)Mb 

fl«,  ~ fl«, 

A/s2( A/b,  + Mb)  + Mb . A/b,  (Mb  + .Wb,) 


44+ß.*= 


oder 


flfl. 


Al2+Bl2=A2  + B2. 


-Ma2  + Mb.Mblt 


(2) 


Sind  a,  «,,  <p  die  Winkel,  welche  A/s,  A/a,  mit  Mb  und  mit 
einander  bilden,  so  ist 

A/a.flfl,=AfA.Af«,.sin<p  und  A,2. . Mb . A/b, 


A/fl^A/a,2.#2 


also  A1.ßl.  «a,  = Mo, . A/a, . B 
; At  .Bx  .sincp—A.B;  (3) 


sin  ‘2a : sin  '2«, 
also 


flfl,2 

_ A/a.fla,./? 
sin  qo 

«a  Ma  a,a  Ma 

Md'Md  M['  A/a,  -s,n“-  cosu:sin«,  .cos«,_ 

A/q, 2 fla  A/a,2 . Mb . A/a2.  A/b, 

Ma2  * fl,s  ««,  Bfl, 


At* : Z?,2  = sin  2«,  : sin  2«. 


(4) 


In  Taf.  V.  Fi<*.  2.  seien  fl,  fl,  irgend  zwei  zug.  barm.  Pole  ( Achse  n- 
punkte)  der  Achse  88,;  tr,  die  harm.  Polare  von  fl;  t,  t,  die 
vom  Mittelpunkte  M gleich«  eit  entfernten  zug.  harm.  Pole  der  an- 
deren Achse;  t,  die  narm.  Polare  von  t,  welche  a,  in  b,  schnei- 
det; b,  bx  die  von  a nach  t,  b,  gehenden  Geraden,  und  et,  k,  die 
Winkel,  welche  sie  mit  88,  bilden;  so  liejjt  der  harm.  Pol  von  b 
auf  den  harm.  Polaren  von  fl  und  r,  also  in  b, ; folglich  sind  b, 
4,  zwei  zug.  harm.  Polaren  des  Punktes  a.  Nennt  man  endlich 
denjenigen  Winkel,  welchen  die  gleichweit  von  Ma  abstehenden 
mg.  harm.  Polaren  des  Punktes  fl  einschüessen , den  diesem  Punkte 
zugehörigen  Achsen  pu  nk  twink  ul,  bezeichnet  die  Hälfte  des- 
selben mit  At  und  die  des  dem  Punkte  a,  zugehörigen  mit  Z?,, 
SO  ist 

,,  J WA  fl,b,  B2 

tng  « ■ tng  «,  = tng  2A,  = ^ = TB T-i 


und  ebenso 
also 

tog2'*!  + tng  2 Bx 


tng2/f,= 


M«,  ' «fl,  Ma . flfl,  ’ 


B2 


Mdx  .«fl,  ’ 

^ _ Zf2.««,  _ß*. 


(1) 




flfl,  \Md  T A/fl, ) Md.  A/fl, . «a,  A2 ’ 


(2) 
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tng *4, . tng  *Bl  = 


Bz.  IB 


BA.BA 


Ma . d/a,  . a«!2  A't.aa^’ 

BA 

tng^.tngÄj.««^^-; 


(3) 


tng  *At : tng  ’/?,  = = yVa. : Ma.  (4) 


Setzt  man  in  (1)  tng  At  = 1 oder  At  =45°,  so  ist 

m , actx—B3=  M<&  + Ma . M&v  = Ma*  + A*. 

also 

M&—BA—A*.  (5) 

In  diesem  Falle  aber  bilden  die  zug.  barm.  Polaren  des  Punk- 
tes a eine  Involution  der  rechten  Winkel,  und  a heisst  dann  ein 
Brennpunkt  der  i nvolu torische n Ebenen;  also  besitzen  die 
letzteren  auch,  wenn  sie  keinen  Kegelschnitt  erzeugen,  zwei 
Brennpunkte,  welche  aber  der  kleineren  Achse  angehören, 
u.  s.  w. 

• ..  • "l  . ' 


; - i __  j. 

Projektivische  • Ebenen  und  räumliche  Strahlbüschel. 

Sind  im  Baume  irgend  eine  Ebene  iE  und  ein  Punkt  U gege- 
ben, so  geht  nach  jedem  Punkte  a,b,C,  ö....  von  iE  ein  bestimm- 
ter Strahl  a,b,c,d....  von  I) . und  nach  jeder  Geraden  a,b,c,d.... 
von  iE  eine  bestimmte  Ebene  a.  ß,  y,  S....  von  D (insbesondere  nach 
der  unendlich  eiitferuten  Geraden  von  iE  eine  Parallelebeue  von  D), 
und  man  erhalt  so  einen  räumliche«  Strablbüscbel  I) , worin 
jeder  ebene  Strablbüscbel  2b  mit  einer  Geraden  A,  und  jeder  Ehe- 
ncnhüschel  2t  mit  einem  ebenen  Strahlbüschel  B von  iE,  in  An- 
sehung der  sich  treffenden  Elementenpaare,  perspektivisch  ist. 
Ein  solcher  Strablbüscbel  I)  heisst  daher  selbst  mit  der  Ebene  iE, 
in  Ansehung  jener  Elementenpaare,  perspektivisch,  und  es  sol- 
len auch  zwei  Ebenen  iE , lEj , welche  mit  einerlei  räumlichen 
Strahlbüschel  I),  und  andererseits  zwei  räumliche  Strahlbüschel 
I),  IJl,  welche  mit  einerlei  Ejiene  iE  perspektivisch  sind,  unter 
sich,  in  Ansehung  der  sich  entsprechenden  Elementenpaare,  per- 
spektivisch heissen  und  diese  Eigenschaft  durch 

£E(a,  b,  c,  ö....)s  D(.a,  b,  c,  d....)  oder  1 ' 

iE(«,  b,  c,  tl....)=D(a,  ß,  y,  S....)  oder  r t i.;i> 

i£(a,  b....  a,  b....)=J)(a,  b....  a,  ß) ; 
iE(a,  b,  c,  Ö.-.-lsiEj («j,  bj,  c,,  bt ....)  und  so  fort 
bezeichnet  werden. 

In  zwei  perspektivischen  Ebenen  £E.  CEj  heissen  diejenigen 
zwei  Geradep  r,  q lf  welche  den  unendlich  entfernten  Geraden  r,,  q 
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von  <£, , fl;  entsprechen,  die  Durchschnitte  der  Parallelebe- 
nen  oder  auch  die  Achsen  beider  Ebenen.  Im  Durchschnitte 
(eet)  zweier  perspektivischen  Ebenen  sind  allemal  zwei  ent- 
sprechende proje k ti visch -g I eich e Gerade  vereinigt,  und  je 
zwei  entsprechende  Gerade,  welche  mit  (re,)  parallel  sind,  sind 
pro  j ek  ti  vi s ch  - ah  n li ch , ausgenommen  ein  einziges  Paar,  welche 
ebenfalls  gleich,  aber  ungleichliegend  sind,  nämlich  diejenigen, 
in  deren  Mitte  der  Projektionspunkt  D liegt.  Diejenige 
Ebene  von  D,  welche  auf  (ec,)  senkrecht  Ist,  schneidet  iE,  tE,  in 
zwei  Geraden,  welche  auf  (ec,)  senkrecht  stehen,  und  derjenige 
Strahl  s von  D,  welcher  diese  Geraden  unter  gleichen  inneren 
Winkeln  schneidet,  bestimmt  ln  tE,  £E,  zwei  Punkte,  deren  ent- 
sprechende Strahlenpaare  zwei  proj  ek  ti  vi  s ch  - gl  eich  e Strahl- 
büschel bilden.  Es  gibt  zwei  Strahlen  r und  folglich  auch  zwei 
Paar  solche  Strahlbüschel  u.  s.  w.  (vergl.  Areh.  Thl.  8.  S.  10.). 
Ueberhaunt  geht  unmittelbar  aus  der  Erklärung  der  Collineation 
hervor,  dass  zwei  perspektivische  Ebenen  jedesmal  auch  colli- 
near  sind.  Liegt  ihr  Projektionspunkt  unendlich  entfernt,  so  sind 
sie  affin  und  insbesondere  gleich,  wenn  zugleich  die  mit  (cp,) 
parallelen  Projektionsebenen  die  (E,  tE,  unter  gleichen  inneren 
Flächenwinkeln  schneiden;  ähnlich  dagegen,  nenn  der  Projek- 
tionspunkt eine  endliche  Entfernung  und  diu  Ebenen  IE,  IE,  eine 
parallele  Lage  haben;  und  endlich  congruent,  wenn  letztere 

Earaliel  und  ersterer  entweder  unendlich  entfernt  ist  oder  zwischen 
eiden  Ebenen  mittenimie  liegt. 

Abef  auch  umgekehrt  lässt  sich  behaupten : 

' . • • i ’ . 

Lehrsatz  7. 

Zwei  collineare  Ebenen  lassen  sich  allemal  auf  un- 
zählige Weisen  in  perspektivische  Lage  bringen. 

Beweis.  Denn  legt  man  sic  so  im  Baume,  dass  das  eine 
Paar  ihrer  entsprechenden  projektivisch  - gleichen  Geraden  und 
deren  entsprechende  Punkte  sieh  vereinigen,  und  sind  B , By  irgend 
zwei  andere  entsprechende  Punkte,  so  schneiden  sich  je  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  dieser  Punkte  im  Durchschnitte  der  Ebenen, 
sie  sind  also  perspektivisch,  d.  h.  alle  diesen  Strahlen  angehörige 
entsprechenden  Punktenpaare  liegen  mit  einerlei  Punkte  der  Ge- 
raden BBy  in  gerader  Linie.  Folglich  convergireu  sämmtliche 
Verbindungslinien  entsprechender  Punktenpaarc  beider  zunächst 
schaaremveise  in  besonderen  Punkten  von  BBy ; aus  demselben 
Grunde  aber  auch  in  den  Punkten  jeder  anderen  Geraden,  welche 
zwei  entsprechende  Punkte  verbindet;  also  convergireu  alle  in 
einem  unrl  demselben  Punkte  I). 

Weit  schwieriger  wird  sieh  der  Beweis  für  den  analogen  Fall 
räumlicher  Strahlbüschel  zu  Stande  bringen  lassen,  und  cfiess  hat 
seinen  Grund  darin,  dass  vier  gegeneinander  feste  Strahlen  eines 
Punktes  D im  Baume  sich  nicht  allemal  so  legen  lassen,  dass 
sie  vier  beliebig  gegebene  Punkte  einer  Ebene  IE  treffen. 
imuil  s • i . • 

Lehrsatz  8. 

In  zwei  perspektivischen  räumlichen  Strahlbüscheln 
gibt  es  allemal  entweder  zwei  Paar  entsprechende  pro- 
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jektivisch-gleiche  ebene  Strahlbüschel  und  zwei  Paar 
entsprechende  projekti visch  - gleiche  Ebenenbaschei, 
oder  es  gibt  von  beiden  Arten  nur  eines  oder  unzäh- 
lige Paare. 

Be  weis,  a)  Steht  der  gemeinschaftliche  Strahl  von  D,  Dy 
schief  auf  dem  perspektivischen  Durchschnitte  ÜE,  so  wird  das 
eine  Paar  der  ersten  Art  von  den  beiden  Parallelebenen  gebildet, 
das  andere  von  denjenigen  zwei  Ebenen,  welche  man  erhält,  wenn 
man  senkrecht  auf  den  gern.  Strahl  in  der  Mitte  desselben  eine 
Ebene  errichtet  und  nach  der  Geraden,  worin  diese  Ebene  die  CE 
schneidet,  durch  D,  Dy  zwei  Ebenen  legt,  was  sich  aus  der  Con- 
gruenz  ebener  Dreiecke  ergibt.  Das  eine  Paar  der  anderen  Art 
wird  von  den  gemeinschaftlichen  Ebenen  beider  Strahlbüschel  ge- 
bildet, und  die  Achsen  des  anderen  erhält  man,  wenn  man  aus- 
D,  D,  zwei  Senkrechte  DA,  DyAy  auf  ÜE  Rillt,  deu  Abstand  AA1 
ihrer  Fusspunkte  im  Verhältniss  von  DA : DlAl  in  einem  Punkte 
M theilt,  und  die  Geraden  DM,  DlM  zieht.  Denn  ist  BMB , 
irgend  ein  io  ÜE  liegender  Strahl  des  Punktes  M,  desseu  Theile 
MB,  31Bl  auf  verschiedenen  Seiten  der  Linie  AAX  liegen , so 
sind  in  den  rechtwinkligen  Dreikanten  M(DAB)  und  M(DlAlBl) 

die  Winkel  DMA  —Dx Mx Ax , weil  MA=JirA*  ’ *erner  die  Schei- 
telwinkel AMB  = A,  MBX  ; also  sind  auch  die  Flächenwinkel 
A(MD)B  = Al(MDi)Bl  u.  s.  w.  b)  Steht  der  gern.  Strahl  senk- 
recht auf  ÜE,  so  fallen  die  zweiten  Paare  mit  den  ersten  zusam- 
men; und  c)  liegt  ausserdem  die  Ebene  ÜE  in  der  Mitte  zwischen 
D und  Dx,  oder  ist  dieselbe  unendlich  entfernt,  so  gibt  es  unzäh- 
lige Paare  von  beiden  Arten. 

Lehrsatz  9. 

In  zwei  perspektivischen  räumlichen  Strahlbaschein 
gibt  es  entweder  nur  ein  einziges  Paar  entsprechende 
normale  gleichseitige  Dreikante,  d.  h.  wo  drei  zueinan- 
der senkrechten  Strahlen  des  einen  drei  ebensolche 
Strahlen  des  anderen  entsprechen,  oder  es  gibt  unzäh- 
lige solche  Paare,  welche  eine  Kante  gemein  haben, 
oder  es  gibt  unzählige  beliebige,  d.  h.  jedem  normalen 
gleichseitigen  Dreikan  t des  einen  entspricht  ein  eben- 
solches des  anderen  Strahlbüschels. 

Beweis,  u)  Der  gern.  Strahl  DDX  stehe  schief  auf  CE. 
Legt  man  durch  D,  DX  eine  Ebene  senkrecht  auf  ÜE,  so  liegen 
in  dieser  Ebene  zwei  entsprechende  ebene  Strahlbiischel ; die 
Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  dieser  letzteren  bil- 
den zwei  Paar  entsprechende  Kanten  r,  r,  ; t,  tx,  und  diejenigen 
zwei  Strahlen  s,  ty,  welche  auf  jener  Ebene  senkrecht  stehen,  bil- 
den das  dritte  Paar  Kanten  der  in  Rede  stehenden  Dreikante. 
Denkt  man  sieb  nun,  die  Kanten  o,  b,  c und  «,  , blt  c,  eines 
neuen  Paares  ontsprecheridcr  normaler  gleichseitiger  Dreikante 
schnitten  die  Ebene  ÜE  in  den  Punkten  A,b,c,  so  seien  y,  ß,  er,  M 
die  Mittelpunkte  der  Strecken  «b,  ftc,  bc.  DDy ; weil  nun  Winkel 
ö/>b  = fl0,b=/f,  so  wäre  die  Strecke  /)y=ay  = by  = Dty,  also 
My,  uud  aus  demselben  Grunde  auch  3Iß,  Ala,  senkrecht  auf 
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DD,  ; folglich  müssten  My,  Mß,  Ma  in  einer  Ebene,  und  die 
Punkte  y,  ß,  a in  einer  Geraden  liegen,  was  nur  dann  möglich 
ist,  wenn  einer  der  Punkte  a,  b,  C,  z.  11.  c,  unendlich  entfernt 
ist.  Dann  aber  wäre  c|lc, , die  Ebenen  /Jab,  D,ab,  beide  senk- 
recht auf  ffi,  würden  also,  da  durch  DD,  nur  eine  senkrechte 
Ebene  auf  ffi  gefällt  werden  kann,  mit  der  vorhin  gedachten  Ebene, 
und  die  neuen  Dreikante  mit  den  früheren  zusainmenfalleu.  b)  Steht 
DD,  senkrecht  auf  <£,  so  bilden  je  zwei  rechtwinklige  und  mit 
SE  parallele  Strahlen  nebst  DD,  ein  normales  gleichseitiges  Drei- 
kant, welchem  ein  gleiches  im  anderen  Strahluüschel  entspricht; 
und  c)  liegt  IE  mitteninne  zwischen  D , D,  oder  ist  unendlich  ent- 
fernt, so  gibt  cs  unzählige  beliebige  solche  Dreikante. 

Erklärungen. 

Eine  Ebene  und  ein  räumlicher  Strahlbiischel  heis- 
sen collinear  oder  reciprok,  wenn  eine  zweite  Ebene 
mit  der  ersteren  bezüglich  collinear  od  er  reciprok  und 
mit  dem  letzteren  (in  Ansehung  der  betreffenden  Elementen- 
paare)  perspektivisch  ist. 

Zwei  räumliche  Strahlbiischel  heissen  collinear 
oder  reciprok,  wenn  bezüglich  entweder  beide  mitderr 
selben  Ebene  collinear  oder  beide  reciprok,  oder  aber 
der  eine  mit  einer  Ebene  collinear,  der  andere  mit  der- 
selben Ebene  reciprok  ist. 

Ohne  weitere  Erläuterung  wird  man  nun  die  folgenden  Sätze 
für  richtig  befinden. 

. . , • • . ...i, 

Lehrsatz  10. 

In  zwei  collinearen  räumlichen  Strahlbüscheln  ent- 
spricht jedem  ebenen  Strahlbüschel  des  einen  ein  dem- 
selben p roj ekti vischer  ebener  Strahlbüschel  des  ande- 
ren, und  jedem  Ebenenbüschel  des  ersten  ein  demsel- 
ben p ro j ekt i visch er  Ebenenbüschel  des  letzten;  und 
umgekehrt. 

Zusatz.  Zwei  räumliche  Strahlbüschel , deren  Strahlen  paar- 
weise gleiche  Winkel  cinschliessen , sind  collinear,  und  jenaendem 
dieselben  congruent  oder  symmetrisch  sind,  sollen  sie  gleich- 
liegend  oder  ungleichliegend  gleich  heissen. 

Lehrsatz  11.  '■  i ■< 

ln  zwei  reciproken  räumlichen  Strahlbüscheln  ent- 
spricht einem  jeden  ebenen  Strahlbüschel  des  einen 
ein  demselben  proj ekt iv i scher  Ebenenbüschel  des  an- 
deren, und  einem  jeden  Ebenenbüschel  des  ersten  ein 
demselben  urojektivis eher  ebener  Strahlbiischel  des 
letzten;  und  umgekehrt.  , 

Zusatz.  Können  zwei  räumliche  Strahlbüschel  so  gelegt  wer- 
den, dass  einem  jeden  Strahle  des  einen  eine  gegen  ihn  senkrechte 
Ebene  des  anderen  entspricht,  so  gilt  dasselbe  auch  gegenseitig, 
und  jedem  ebenen  Strahlbüschel  des  einen  entspricht  ein  demsel- 
ben projektivisch-gieicher  Ebenenbüschel  des  anderen;  dieselben  sind 
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daher  iu  jeder  beliebigen  Lage  reciprok , und  zwar  sollen  sie 
gleiche  reciproke  räumliche  Strahlmischei  heissen. 

Lehrsatz  12. 

Ist  bei  irgend  einer  Anzahl  n Gebilden  — Ebenen  und 
räumliche  Strahlbüschel  — in  irgend  einer  bestimmten  Ord- 
nung genommen,  der  Reihe  nach  jedes  Gebilde  mit  dem 
darauffolgenden  collinear  oder  reciprok,  so  ist  jedes 
mit  jedem  und  namentlich  auch  das  erste  mit  dem  letz- 
ten collinear  oder  reciprok. 


Lehrsatz  13. 

ln  zwei  concentrischen  collinearen  räumlichen  Strahl- 
büscheln müssen  sich  allemal  wenigstens  ein  Paar  ent- 
sprechende Strahlen  und  ein  Paar  entsprechende  Ebe- 
nen vereinigen. 

Beweis  nach  Seite  25,  1.  des  8ten  Thls.  des  Archivs  mittels 
zweier  aufeinandergelegten  Ebenen,  deren  eine  mit  dem  einen, 
die  andere  mit  dem  anderen  räumlichen  Strahlbüschel  perspekti- 
visch ist. 


Lehrsatz  14. 

ln  zwei  beliebig  liegenden  collinearen  räumlichen 
Strahlbüscheln  sind  wenigstens  ein  Paar  entsprechende 
Strahlen  und  ein  Paar  entsprechende  Ebenen  parallel. 

Beweis  nach  dem  vorigen  Satze  mittels  eines  dritten  Strahl- 
büschels, welcher  mit  dem  einen  concentrisch  ist  und  dessen 
Strahlen  denen  des  anderen  parallel  sii\d. 

Lehrsatz  15. 

In  zwei  collinearen  räumlichen  Strahlbüscheln  gibt 
es  allemal  ein  Paar  entsprechende  normale  gleichsei- 
tige Dreikante,  d.  h.  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
Strahlen  des  einen  entsprechen  drei  eben  solche  Strah- 
len im  anderen. 

Beweis.  Es  seien  D,  Dl  irgend  zwei  collineare  räumliche 
Strahlbüschel,  nämlich 

P(®,  4,  e,  rf....)  , C| , di-...);  , 

man  denke  sich  einen  mit  Dt  concentrischen  räumlichen  Strahl- 
büschel Dj,  dessen  Ebenen  Oj,  ß2 , y2.  auf  den  Strahlen  alf 

c1(  dy....  des  ersteren  senkrecht  stenen  ; rechne  jetzt  diese 
Ebenen  auch  zu  £)1  und  denke  sich  die  denselben  in  I)  entsprechen- 
den Ebenen  a,  6,  y,  6....;  endlich  denke  man  sich  einen  mit  D 
concentrischen  Strahibüschel  IV , dessen  Strahlen  a',  6',  d , d! .... 
auf  den  Ebenen  a,  ß,  y,  ö....  senkrecht  stehen;  so  ist,  weil  nach 
Lehrsatz  11.  Zusatz,  die  Strahlbüschel  Dt  und  Dt,  li  und  IV 
reciprok  sind: 
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D (a,lt,c,  d....)  — A (o, , > Ci  * ft-»«-)  — öa  («2,  ft>  y*,  ft....)  sz. 

A («2.  ft . ft,  ft-  ) = *>(«,  ß,  y,  S.....)  = D'(a',  b',  c',  d' ), 

also  auch 

D(a,  b,  c,  — D' («',  b',  c',  d'...). 

So  oft  nun  in  diesen  letzten  Strahlbüscheln  D,  D'  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  e,  e'  sich  vereinigen,  muss  die  zu  D gehö- 
rige, auf  ( ee ')  senkrechte  Ebene  i in  D,  einer  Ebene  t2  entsprechen, 
selche  auf  einem  Strahle  i’t  dieses  Strahlbüschels  senkrecht  steht, 
der  seinerseits  wieder  jenem  ersten  Strahle  e oder  ( ee ')  von  I)  ent- 
spricht. Nun  aber  gibt  es  nach  Lehrsatz  13.  allemal  ein  Paar 
solche  Strahlen  e,  c';  also  gibt  es  in  den  Strahlbüscheln  D,  1 '). 
auch  allemal  zwei  sich  entsprechende  Strahlen,  welche  auf  zwei 
Ebenen  senkrecht  stehen , die  sich  ebenfalls  entsprechen.  Die  die- 
sen Ebenen  angehörigen  entsprechenden  projektivischen  Strahl- 
büschel aber  enthalten  allemal  zwei  entsprechende  rechte  Win- 
kel; also  bilden  die  Schenkel  des  einen  dieser  Winkel  mit  dem 
auf  ihrer  Ebene  senkrechten  Strahle  ein  normales  gleichseitiges 
Dreikant,  weichem  ein  ebensolches  Dreikant  im  anderen  Stranl- 
büschel  entspricht. 

Die  entsprechenden  Kanten  und  Seiten  dieser  beiden  Drei- 
kante sollen  die  entsprechenden  drei  Paar  Normalstrah- 
len und  die  entsprechenden  drei  Paar  Normalebenen  der 
collinearen  räumlichen  Strahlbüschel  heissen. 

Lehrsatz  16. 

Zwei  collineare  räumliche  Strahlbüschel  lassen  eich 
allemal  und  zwar  auf  unzählige  Weisen  in  perspektivi- 
sche Lage  bringen;  doch  fallen  in  jeder  dieser  Lagen 
immer  nur  ein  bestimmtes  Paar  entsprechende  Normal- 
ebenen aufeinander. 

B e weis.  Es  seien  D,  A (Taf.  V.  Fig.  3.)  irgend  zwei  collineare 
räumliche  Strahlbüschel , deren  Mittelpunkte  eine  beliebig  gewählte 
feste  Lage,  haben;  r,  rx ; s,  i, ; t,  tx  seien  die  entsprechenden 
drei  Paar  NoTmalstrahlen ; und  p,  p, ; a.  ax ; r,  t,  die  denselben 
gegenüberliegenden  entsprechenden  drei  Paar  Normalebenen.  Man 
denke  sich  beide  Strahlbüschel  so  gedreht,  dass  ein  Paar  dieser 
Ebenen,  z.  B.  p,  p, , sich  vereinigen,  und  sodann  wieder  den  einen 
der  in  (ppt)  liegenden  entsprechenden  ebenen  Strahlbüschel  derge- 
stalt um  seinen  festen  Mittelpunkt  Di  gedreht,  dass  irgend 
zwei  entsprechende  Strahlen  r',  rx  derselben  mit  der  Verbin- 
dungslinie der  festen  Punkte  D , A zusammenfallen.  Diess  vor- 
ausgesetzt, so  müssen  diese  ebenen  Strahlbüschel  perspektivisch 
sein,  und  sämmtliche  entsprechende  Ebenenpaare  von  D,  A, 
welche  durch  die  parallelen  Strahlen  r,  r,  gehen,  werden  sich  in 
lauter  mit  r,  r,  parallelen  Geraden,  welche  auf  dem  perspekti- 
vischen Durchschnitt  jener  ebenen  Strahlbüschel,  also  in  einer 
Ebene  fl*  liegen,  durchschneiden.  Kann  man  nun  zeigen,  dass 
ausser  r,  rx  noch  irgend  ein  zweites  Paar  entsprechende  Strah- 
len , welche  nicht  aut  der  Ebene  (po,)  liegen,  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  oder  dass  ausser  den  Ebenen  r'r  und  r,'r, , p und  p, 
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noch  irgend  ein  Paar  entsprechende  sich  vereinigen,  so  werden, 
da  zwei  proj.  Ebcnenbüscnel  durch  drei  Paar  entsprechende  Ebe- 
nen bestimmt  sind,  je  zwei  entsprechende  Ebenen,  welche  durch 
den  Strahl  DD,  gehen,  sich  vereinigen,  und  demnach  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  von  D,  D,  sich  in  der  Ebene  t£  schnei- 
den müssen. 

Zu  diesem  Behufe  denlce  man  sich  durch  den  Strahl  r'  eine 
Ebene  gelegt,  welche  die  Ebenen  0,  t in  den  Strahlen  i',  t'  schnei- 
det, und  durch  r, ' die  der  ersteren  entsprechende  Ebene,  welche 
die  Ebenen  u, , t,  in  den  entsprechenden  Strahlen  schnei- 

det. Jetzt  bestimme  man  auf  der  Geraden  DZ),  zwei  Punkte  p 
und  q dergestalt,  dass 

■ i . Dp_ Pq  cotsr' 

D,p  2),  q cot*,?1,'’ 

und  errichte  in  diesen  Punkten  in  der  Ebene  (pp,)  auf  DDt  zwei 
Senkrechte  p,  q.  Ferner  bestimme  man  auf  DZ), 1 zwei  andere 
Punkte  m,  n so,  dass 

Dm Dn  cot  st’ 

D,m- D,n  cot 

und  beschreibe  in  der  Ebene  (pp.)  über  der  Strecke  mn  als  Durch- 
messer einen  Kreis  K.  Es  sind  nun  bloss  drei  Fälle  möglich: 
a)  die  Punkte  m und  n schliessen  die  Punkte  p und  q ein , und 
die  Geraden  p,  «schneiden  den  Kreis  K ; b)  die  Punkte  m,  n 
werden  von  den  Punkten  p,  q eingeschlossen,  und  die  Geraden 
p,  q schneiden  K nicht ; c)  die  Punktenpaare  m,  rt  und  p,  q schlies- 
seq  sieb  gegenseitig  aus,  und  die  Geraden  p,  q schneiden  K 
nicht;  denn  der  Fall,  dass  m,  n mit  p,  q zusammenfallen,  lässt 
sich  immer  durch  eine  andere  Wahl  der  Strahlen  t',  f, ' vermeiden. 
Man  bemerke  hierbei,  dass  sowohl  m,  n als  p,  q mit  den  Puuk- 
ten  D,  D,  harmonisch  sind. 

a)  Es  schneide  p den  Kreis  K in  s ; so  denke  man  sich  die 
in  (pp,)  liegenden  ebenen  Strahlbüschel,  (und  zugleich  die  räum- 
lichen Strahlbüschel  selbst)  so  lange  um  die  Punkte  /),  D,  ge- 
dreht, bis  die  Strahlen  t,  s,  durch  den  Punkt  s gehen;  dann  ist 


cot  p Da  _ 
eotpD,»  — 


tngpDt.tngpDji, 


pD.  pP' 
pa  ’ ps 


Dp  cot. st' 

D,  p “ cot4,r,' 


tngfr'  . tngr,r,'. 


Aber  tngfr' .tngs,r,'  ist  das  Produkt  der  Tangenten  der  Win- 
kel, welche  zwei  entsprechende  Strahlen  der  gedachten  ebenen 
Strahlbüschel  mit  zwei  ungleichnamigen  Schenkeln  der  entsprechen- 
den rechten  Winkel  einschliessen,  und  diess  ist  nach  Archiv  Thl.  IV. 
S.  250.  6.  constant;  also  werden  durch  diese  letzte  Drehung  längs 
der  Geraden  DD,  wiederum  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt. 

Nach  einem  bekannten  Satze  hat  jeder  Punkt  8 des  Kreises 
K die  Eigenschaft,  dass 
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Da  _ Dm  Dn cot»«' 

Dla~D1m  Z^n  cot»,^" 
also  ist  ■ • • " 


Da . tng»t'  =s  Z),  a.  tng»,  t,'- 

Die  den  Ebenen  r,  t,  gemeinsame  Gerade  steht  im  Punkte  8 auf 
(QPi)  senkrecht,  und  sind  nun  t',  t, ' die  Punkte,  wo  diese  Gerade 
von  den  Strahlen  f,  geschnitten  wird,  so  ist  at' ==  Da  .tungsf 
= Z),3.tng»1tI' = at/;  entweder  also  schneiden  sich  die  Strah- 
len r,  ti  in  einem  Punkte  jener  Geraden,  oder  die  Punkte  t',  f,' 
Jiegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  8 gleich  weit  davon  entfernt; 
hn  letzten  Falle  aber  bilden  die  Ebenen  Dt'  Ö, , Dt,1  D,  gleiche 
Winkel  mit  (Qpi) ; man  kann  also  den  räumlichen  Stranlbüschel 
Dt  dergestalt  um  seinen  Mittelpunkt  drehen,  dass  drei  Paar  ent- 
sprechende Ebenen,  nämlich  q und  p, , rDp  und  r.O,p,  Dt' Dx 
und  Dtx' Dt  sich  decken.  Folglich  sind  die  räumlichen  Strahl- 
büschel  D,  Dx  in  beiden  Fällen  perspektivisch. 

b)  Werden  die  Punkte  m,  n von  den  Punkten  p,  c]  einge- 
schlossen, so  denke  man  sich  die  Strahlbüschel  D,  Dy  so  gedreht, 
dass  jetzt  die  Ebenen  %,  r,  zusammenfallen  und  die  Strahlen  f, 
t,'  sich  längs  DDt  vereinigen,  und  lasse  jetzt  die  Strahlen  *,  *, 
dieselbe  Rolle  wie  früher,  und  die  Strahlen  r',  r/  diejenige  der 
Strahlen  f,  tt'  spielen.  Dann  aber  vertauschen  die  Winkel  sr'  und 
tf,  i^r,'  und  gegenseitig  ihre  Rollen,  und  folglich  die  nun- 
mehrigen Punkte  p , q und  m,  n bezüglich  mit  den  früheren  Punk-, 
ten  m,  n und  p,  q ihre  Stellen;  der  neue  Kreis  K wird  also  von 
den  neuen  Geraden  p,  q geschnitten,  und  folglich  lassen  sich  die 
Strahlbüschel  D,  Dx  perspektivisch  legen. 

c)  Schliessen  die  Punktenpjare  m,  n und  p,  q sich  gegensei- 
tig aus,  so  muss,  wenn  z.  B.  die  Strecke  Z>q  kleiner  als  Z),q  ist, 
dagegen  Dn  grösser  als  Dxn  sein,  folglich 

• i .•  -i  ' i i 


W.  *r*>  W.  und  W.  tf 

dr. i !'•  ■ n : > •> 1 

wo  immer  nur  spitze  Winkel  zu  verstehen  sind.  Ist  nun  in  Taf.  V- 
Fig.  4.  nt  ein  normales  gleichseitiges  sphärisches  Dreieck,  dessen 
Seiten  von  einem  grössten  Kreise  der  Kugel  in  den  Punkten  r\ 
f , f geschnitten  werden,  so  ist  bekanntlich 


oder 

also 


tng»tV .sin»t,=tng»r'  und  tng rtV . sin rf  = tng rs' 


tng  tfr1 . cos  sf  = tng  r»' , 


tngrr'  = tngri'.tng*«'. 


Verbindet  man  hiermit  noch 

: . !•  i . • . \ i . 

tng  *ir,'  zrtngf!»,' . tng», 

1 .»!.  • i . ‘I  * : 

und  nimmt,  was  offenbar  erlaubt  ist,  die  jetzige  Bezeichnung  im 
Sinne  der  früheren , so  sieht  man , dass , wenn 

V.l’.Ui'V.-oW.  jt' >-W.  *!»•,'  und  W.  <W. 
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ist,  dann  noth wendig  W.  r*'> W.  rxSj'  sein  muss,  während  auch 
W.  rf>  W.  Vi' 

ist.  Auch  bemerke  man,  dass  dann  der  stumpfe  W.  W grösser 
als  der  stumpfe  tj*.',  also  der  spitze  \\.  ts'  kleiner  als  der  spitze 

und  zugleich  W.  tr'  < W.  tjCj'  ist. 

Können  also  im  Falle  e)  die  Strahlbüschel  D , Dl  nicht  perspek- 
tivisch werden,  so  lange  man  die  Ebenen  p,  ßi  oder  t , tj  sich 
decken  lässt,  so  müssen  sie  es  nothwendig  werden,  wenn  die 
Ebenen  a,  el  sich  decken. 

Und  umgekehrt : sind  dieselben  der  genannten  Lage  fähig, 
indem  die  Ebenen  p,  px  sich  decken,  so  ist  nothwendig  der  Fall 
ri)  vorhanden , also 

W.  sr'  ^ W.  Sjrj'  und  zugleich  W.  sf  ^ W.  s,  tx' ; . , 

^ ^ . * . \ i*.:’ 

w.  tr' y vv,  tiV  „ „ w.k'^„Wr/ 

W.  rs'^W.  rj»,'  „ „ W.rt'^W.  nV;  ; 

es  sind  also  die  Strahlbüschel  der  perspektivischen  Lage  nicht 
fähig,  weder  wenn  die  Ebenen  r,  t,  noch  wenn  a,  ox  zur  Deckung 
gebracht  werden.  Endlich  leuchtet  ein,  dass  dieselben  in  der 
perspektivischen  Lage  verharren,  wenn  man  ihren  Mittelpunkten 
immer  andere  Lagen  gibt,  aber  dafür  sorgt,  dass  ihre  vereinigten 
Ebenenpaare  vereinigt  bleiben.  ''  \t  Vv 

Erklärung. 

In  zwei  reciproken  räumlichen  Strahlbüscbeln  soll  jeder 
Strahl  die  Polare  der  ihm  entsprechenden  Ebene,  und 
jede  Ebene  die  Polare  des  ihr  entsprechenden  Strah- 
les; und  wenn  erstere  concentriseh  sind,  sollen  je  zwei  Strah- 
len einer  Ebene,  von  denen  der  eine  in  der  Polare  des  aadereu 
liegt,  zugeordnete  Polaren  dieser  Ebene,  und  je  zwei 
Ebenen,  von  denen  die  eine  die  Polare  der  anderen  enthält,  *u- 
geordnete  Polaren  des  Strahles,  in  welchem  sie  sich 
schneiden , genannt  werden.  Entsprechen  sich  je  zwei  Elementen- 
paare  in  doppeltem  Sinne,  so  wird  diess  durch  das  Beiwort  „har- 
monisch“ angedeutet,  und  die  Strahlbüschel  heissen  dann  inyo- 
lutorisch. 

Die  folgenden  drei  Sätze  wird  man  ohne  Schwierigkeit  aus 
den  Sätzen  11,  5 und  6 abzuleiten  wissen. 

Lehrsatz  17. 

In  zwei  concentrischen  reciproken  räumlichen  Strahl- 
büscheln bil  den  die  sämmtlichen  Paare  zugeordneter 
Polaren  einer  Ebene,  in  bestimmtem  Sinne  genommen, 
zwei*  projektivische  ebene  Strahlbüschel,  und  die 
sämmtlichen  Paare  zugeordneter  Po laren  eines  Strahls, 
in  bestimmtem  Sinne  genommen,  zwei  projektivische 
Ebenenbüschel,  und  zwar  sind  jene  ebenen  Strahl- 
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büsehel  sowohl  als  diese  Ebenenbüschel  involutorisch, 
wenn  die  räumliehen  S t r a h I b ü s ch  e I involutorisch 
sind. 

Lehrsatz  18. 

In  zwei  concentrischeu  reciproken  räumlichen  Strahl- 
biischeln  gibt  es  entweder  keinen  oder  nur  einen  oder 
unzählige  Strahlen,  welche  auf  ihren  Polaren  liegen, 
und  diese  Strahlen  bilden  entweder  einen  Kegel  des 
zweiten  Grades  oder  zwei  Ebenen  oder  nur  eine  ein- 
zige Ebene. 


Lehrsatz  19. 

ln  zwei  involutorischen  räumlichen  Strahlbüscheln 
gibt  es  en  t weder  keinen  odeT  unzählige  Strahlen,  welche 
auf  ihren  Polaren  liegen,  und  diese  Strahlen  bilden  alle- 
mal einen  Kegel  des"  zweiten  Grades,  dessen  Derflh- 
rungsebenen  ihre  Polaren  sind. 

Lehrsatz  20. 

Liegen  zwei  reciproke  räumliche  Strahlbüschel  be- 
liebig im  Raume,  so  gibt  es  entweder  in  keinem  von 
beiden  einen  Strahl,  der  mit  seiner  Polare  parallel  ist, 
oder  es  gibt  io  jedem  nur  einen  solchen  Strahl,  und 
diese  beiden  Strahlen  sind  unter  sich  parallel,  oder  es 
gibt  in  jedem  unzählige  solche  Strahlen;  und  zwar  bil- 
den diese  Strahlen  entweder  zwei  Kegel  des  zweiten 
Grades,  deren  Strahlen  paarweise  parallel  sind,  oder 
zwei  Paar  parallele  Ebenen,  oder  ein  einziges  Paar 
solche  Ebenen. 

Beweis.  Denn  denkt  man  sich  einen  dritten  räumlichen 
Strahlbüschel  Z)2,  welcher  mit  dem  einen  der  in  Rede  stehenden, 
z.  B.  U,  concentrisch  Ist  und  dessen  Strahlen  a,,  c2,  rij.... 

mit  den  Strahlen  ax,  bx,  clt  dx....  des  anderen  D,  parallel  sind, 
so  sind  D und  Z)a  reciprok ; so  oft  nun  ein  Strahl  o2  auf  seiner 
Polare  a liegt,  wird  der  Strahl  a,  mit  seiner  Polare  a parallel 
sein,  und  ist  a der  mit  (i%  vereinigte  Strahl  von  D,  so  muss  auch 
die  dem  Dx  angehörige  Polare  «i  von  a durch  den  Strahl  a,  gehen, 
also  auch  a mit  seiner  Polare  parallel  sein.  Folglich  ergibt  sich 
unser  Satz  ganz  einfach  aus  Lehrsatz  18. 

Lehrsatz  21. 

In  zwei  reciproken  räumlichen  St  ra  biblisch  ein  gibt 
es  allemal  ein  Paar  entsprechende  normale  gleichsei- 
tige Dreikante,  d.  h.  die  Kantendes  einen  sind  die  Pola- 
ren der  Seitenflächen  des  anderen. 

Beweis.  Denn  ist 

D{a,  b,  c,  d....)  = Dx  (a, , ßx , yx , Sx ....>, 
und  denkt  man  sich  einen  mit  Dx  concentrischen  räumlichen  Strahl- 
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btische)  lh,  dessen  Strahlen  at,  bt,  c2;  dg....  auf  den  Eirenen  au 
ßi  • Yi  > ^1—*  senkrecht  sind,  rechnet  jetzt  diese  Strahlen  zu  l)t 
und  denkt  sich  wieder  einen  mit  D concentrischen  Strahlbüschel 
/>',  dessen  Strahlen  u',  b' , c',  d' ....  auf  denjenigen  Ebenen  a,  ß, 
y,  6....  von  ü senkrecht  sind,  welche  den  Strahlen  Og,  b2,  ct,  d2... 
entsprechen,  so  ist 

D(a,b,  c,d....)  = Dl(al,ßl,y1,ö1....)=zD2(a2,  bt,  ca, dg....) 

— />,  (%,  6a,  e2,  dg-.-.)  = -D(«*  ß>  7> s—)  = ('*'.  c',  d'....), 

also 

D(a,b,  c,  d....)=  />' (a',  6',  c',  d'....). 

So  oft  nun  in  den  collinearcn  Strahlbüscheln  D,  D'  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  e,  e'  sich  vereinigen,  muss  auch  der  auf  (ee') 
senkrechten  Ebene  £ von  D ein  Strahl  e«  in  I\  entsprechen, 
welcher  auf  einer  Ebene  £,  von  Dx  senkrecht  steht,  die  ihrerseits 
wieder  dem  Strahle  (ee')  von  D entspricht.  Nun  aber  gibt  es 
nach  Lehrsatz  13.  allemal  zwei  solche  Strahlen  c,  e';  also  gibt 
es  in  J)  allemal  einen  Strahl  und  eine  darauf  senkrechte  Ebene, 
deren  Polaren  in  Dl  bezüglich  eine  Ebene  und  ein  darauf  senk- 
rechter Strahl  sind.  Erstere  mögen  r,  p,  letztere  p, , r,  heissen. 
Sämmtliche  der  Ebene  p angebürige  Strahlen  von  I)  bilden  einen 
ebenen  Strahlbüschel  B,  und  deren  Polaren  einen  mit  B projekti- 
vischen  Ebenenbüsehel  2t]  , dessen  Achse  r,  ist,  dessen  Ebenen 
also  auf  pj  senkrecht  stehen , und  2ft  schneidet  P]  in  einem  ebe- 
nen Strahlbüschel  2?, , der  also  auch  mit  B projektivisch  ist.  Aber 
B,  Bt  haben  allemal  zwei  entsprechende  rechte  Winkel;  also 
gibt  es  in  B zwei  rechtwinklige  Strahlen  s,  t,  denen  in  2t]  zwei 
Ebenen  e, , r,  entsprechen,  welche  ebenfalls  einen  rechten  Flächcn- 
winkel  einschliesscn ; und  somit  gibt  es  in  1)  drei  zu  einander 
rechtwinklige  Strahlen  r,  t,  t,  denen  in  Dx  drei  zu  einander  recht- 
winklige Ebenen  p, , ax,  rx  entsprechen,  und  p,  ö,  t sind  die 
Verbindungsebenen  von  s und  t,  r und  t,  r und  t;  und  sind  r,, 
, tx  die  Durchschnittslinien  von  <Jt  und  rt , pj  und  tx,  pj  und  alt 
so  müssen  auch  p,  a,  r und  rx , tft , rx  sich  bezüglich  entsprechen. 

r Erklärung.  1 • 

Die  so  erhaltenen  drei  Strahlen  r,  r,  t und  deren  Polaren  pA, 
öl , T]  (oder  rx,Si,  t]  und  p,o,r)  sollen  drei  polarische  Nor- 
malstrahleu  und  Normalebenen,  und  je  zwei  Strahlen  r,  r4 ; 
s,  Sj ; t , tx  zugeordnete  NormaLstrahlon,  je  zwei  Ebenen 
p,  p, ; o , ffj ; t,  t,  zugeordneto  No  r mal  eben  en  der  reci- 
proken  Strahlbüschel  D,  Z),  heissen. 

Lehrsatz  22. 

Zwei  concentrische  reciproke  räumliche  StrahL 
büschel  sind  in volutorisch,  wenn  irgend  zwei  Strahlen^ 
welche  nicht,  oder  wenn  irgend  drei  Strahlen,  welche 
auf  ihren  Polaren,  doch  nicht  in  einer  Ebene,  liegen, 
denselben  in  doppeltem  SinDe  entsprechen;  und  daher 
auch,  wenn  ihre  zugeordneten  Normalstrahlen  sich 
paarweise 'vereinigen.  . l.ir  •» 


Digitized  by  Google 


177 


Beweis  nach  Lehrsatz  1.  mittels  zweier  auf  einander  geleg- 
ter Ebenen,  welche  einzeln  mit  den  beiden  Strahlbüscheln  per- 
spektivisch sind. 

Erklärung. 

Die  vereinigten  Normalstrahlen  ( rr ,),  (stj ) , (?<,)  oder  r,  s,  t 
zweier  involutonschen  räumlichen  Strahlbüschel  sollen  die  Achsen, 
und  die  vereinigten  Normalebenen  (rr,)  oder  p,  a,  z 

sollen  die  Achsenebenen  dieser  Strahlbüschel  heissen;  ferner 
jede  Ebene,  welche  durch  eine  Achse  geht,  eine  D urch m esser- 
ebene  dieser  Achse,  jeder  Strahl  einer  Achsenebene  ein 
Achsenstrahl  dieser  Ebene.  Die  Hauptstrahlen  der  von  den 
zug.  bann.  Polaren  einer  Durchmesserebene  gebildeten  Involution 
oder  auch  die  von  der  betreffenden  Achse  gleichweit  abstehenden 
zug.  harm.  Polaren  bilden  zwei  Winkel;  derjenige  von  beiden, 
welcher  von  der  Achse  gehälftet  wird,  heisst  ein  Durchmesser- 
winkel, und  die  zwei  zugeordneten  Durchmesserebeuen  zugehö- 
rigen Durchmesserwinkel  heissen  selber  zugeordnete.  Die  bei- 
den einer  Achsenebene  zugehörigen  Durchmesserwinkcl  heissen 
Achsenwinkel  in  Bezug  auf  die  Achse,  von  welcher  sie 
gehälftet  werden,  und  ihre  Schenkel  Scheitelkanten  der  invo- 
lutorischen  Strahlbüschel.  Ebenso  bilden  die  Hauptebenen  der  von 
den  zug.  harm.  Polaren  eines  Achscnstrahls  gebildeten  Involution 
von  Ebenen  oder  auch  die  von  der  Achsenehene  gleichweit  abste- 
henden zug.  harm.  Polaren  zwei  Winkel;  derjenige  von  beiden, 
welcher  von  der  Achsenebene  gehälftet  wird,  heisstein  Achsen- 
strahlw  inkel.  und  die  zwei  zug.  Achsenstrahlen  zugehörigen 
Achsenstrahlwinkel  heissen  selber  zu  geordnete.  Die  beiden 
einer  Achse  zugehörigen  Achsenstrahlwinkel  sind  den  beiden  Ach- 
senwinkeln gleich,  welche  der  gegenüberliegenden  Achsenebene 
angehören;  ihre  Schenkelebenen  können  Scheitelebenen  der 
Strahlbüschel  genannt  werden. 

I'I!  ■ * • ' , i .’  1,1  : 

Erzeugen  diese  letzteren  einen  Kegel,  so  sind  die  Achsen  und 
Achsenebenen  derselben  zugleich  auch  Achsen  und  Achsenebenen 
des  Kegels.  Die  ihnerhall»  des  letzteren  liegende  Achse  heisst 
die  innere  und  die  ihr  entsprechende  Achsenebene  die  äus- 
sere; von  den  beiden  Achscmvinkeln,  die  dfer  inneren  Achse  zu- 
gehören,  heisst  der  grössere  der  Haupt-,  der  kleinere  der. Neben- 
achsenwinkel', und  der  spitze,  welcher  in  der  äusseren  Ach- 
senebene liegt,  der  äussere  Achsenwinkel;  Haupt-  oder 
Nebenachsenebene  sagt  man,  jenachdcm  dieselbe  den  Haupt- 
oder Nebenachsenwinkel  enthält;  und  auch  die  entsprechende 
Achse  heisst  Haupt-  oder  Nebenachse.  Erzengen  aller  die 
Strahlbüschel  keinen  Kegel,  so  sollen  die  drei  spitzen  Achsen- 
winkel je  nach  ihrer  Grösse  Haupt-,  Mittel*  und  Nebenach- 
senwinkel, die  sie  enthaltenden  Achsenebenen  Haupt-,  Mit- 
tel- und  Nebenachsenebene,  und  die  darauf  senkrechten  Ach- 
sen bezüglich  Haupt-,  Mittel-  und  Nebenachse  heissen. 
Kommt  nur  eine  einzige  Achse  in  Betracht,  so  wird  derjenige  Ach- 
senwinkel, dessen  Schenkel  wirkliche’  Scheitelkanten  des  Kegels 
sind,  und  wenn  kein  Kegel  vorhanden  ist,  der  grössere  der  Ach- 
senwinkel, welche  dieser  Achse  zugehören,  Haupt-,  der  kleinere 
Nebenachsenwinkel  genannt  werden. 
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Leb  rsatz  23. 

Der  Süssere  Achseinvinfeel  und  der  Mittelachsen- 
winkel gehören  allemal  der  Nebenachse  an;  und  der 
Mittelachse  gehören  allemal  der  Haupt-  und  der  Neben- 
achsenwinkel  an. 

Beweis.  Man  denke  sich  et)  wenn  ein  Kegel  erzeugt  wird, 
auf  die  innere  Achse,  b)  wenn  keiner  erzeugt  wird,  auf  irgend 
eine  Achse  eine  Ebene  senkrecht  gelegt,  so  erhält  man  zwei  in- 
voiutorische  Ebenen,  deren  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  jener  Achse 
ist  und  deren  Achsen  mit  den  beiden  anderen  Achsen  der  iuvo- 
lutorischen  Strahlbuschel  parallel  sind.  Ausserdem  ist  der  von  der 
grösseren  Achse  der  Ebenen  gehälftete  kleinste  Winkel,  den  zwei 
zug.  Durchmesser  derselben  einschliessen,  demjenigen  Achsen  win- 
i kel  gleich,  welcher  der  mit  jener  Ebene  parallelen  Achsenebene 
und  der  mit  der  grösseren  Achse  der  Ebenen  parallelen  Achse 
der  Strahlbüschel  an^ebört.  Bezeichnet  man  nun  die  Hälfte  jenes 
kleinsten  Winkels  mit  y.  die  halbe  grosse  Achse  der  Ebenen  mit 
A,  die  halbe  kleinere  mit  B,  den  balben  Achsenwinkel,  welcher 
jener  ersten  Achse  angchört  und  die  Strecke  A bestimmt,  mit  a 
und  den  halben  anderen,  welcher  die  Strecke  ß bestimmt,  mit  ß, 
endlich  den  Abstand  der  Mittelpunkte  der  Ebenen  und  der  Strahl- 
büschel  von  einander  mit  h ; so  ist 

,4=A.tnga,  B—A.tngß, 

und  nicht  nur  im  Falle  a ),  wo  A und  B einer  Ellipse  angeboren, 
sondern  auch  im  Falle  b),  wie  aus  der  am  Ende  des  1.  ent- 
wickelten Gleichung  (2)  hervorgeht,  wenn  Al=y,  /?,  =0  gesetzt 
wird : 

' 

Da  nun  B < A , 60  ist  auch  ß < a und  y < 45°.  Hiermit  ist 
also  bewiesen,-  dass  im  Falle  a)  von  den  beiden  Achsenwinkeln, 
welche  auf  der  äusseren  Acbsenebene  liegen,  detjenige  ein  spit- 
zer, d.  h.  der  äussere  Achsenwinkel  ist,  welcher  der  auf  der  Ebene 
von  ß stehenden  Achse,  d.  h.  der  Nebenachse  aogehürt.  Im 
Falle  b)  denke  man  sich  in  Taf.  V.  Fig.  4.  die  Bogen  rr, , rt'  \ st,  rr'; 
fr',  als  die  Maasse  der  halben  Achsenwinkel,  welche  bezüg- 
lich den  Achsen  r,  r,  t angehören  ; so  ergibt  sich  aus  dem  Vori- 
gen, dass  wenn  rr'  < st  ist,  rr,  < 45°  sein  muss.  Ist  nun  rt' < 45°, 
so  ist  tr,  < tr'  aus  demselben  Grunde,  als  rr,<45°  ist,  wenn 
rr'  <rt' ; und  folglich  ist  rr,  > rr' ; also  messen  die  doppelten 
Bogen  st’ , rr,  und  rr'  drei  spitze  Achsenwinkel , von  denen  der 
erste  der  grösste  und  der  letzte  der  kleinste  ist.  Ist  dagegen 
rt'>43°,  so  ist  ausser  rr,  auch  rt'<46°.  Es  sei  nun  rr,<rt'; 
so  ist  rr'<43°.  und  da  rt' < 45°,  so  ist  <r'<tr, , also  sr'  > rr, ; 
die  doppelten  Bogen  rt , sr1,  rr,  messen  also  drei  spitze  Winkel, 
von  denen  der  erste  der  grösste,  der  letzte  der  kleinste  ist.  Oder 
ist  endlich  rt,  >rt',  während  st  > 45°  ist,  so  ist  tr1  <46°,  und 
weil  von  vornherein  rr'<rf'  ist,  so  ist  <r'>rt';  also  messen  wie- 
der die  doppelten  Bogen : rr,  den  grössten,  tr'  den  mittleren  und 
rt  den  kleinsten  spitzen  Achsenwinkel.  Unser  Satz  ist  also  voll- 
ständig erwiesen.  . i 


B tng/J 
tngy=-v=7--J-- 
° ' A tilg  a 
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Anmerkung.  Vergleicht  man  die  Relation tang/S— tanea.  tang y 
mit  einer  im  Beweise  von  Lehrsatz  10.  gebrauchten,  so  sieht  man 
sogleich , dass  die  sechs  .Scheitelkanten  zweier  iuvolutoriacker 
räumlicher  Strahlbüschei  drei  zu  drei  in  vier  Ebenen  liegen. 

ln  der  Figur,  welche  der  letzten  Betrachtung  zu  Grunde  lag, 
seien  Ay , Bf  irgend  zwei  halbe  zugeordnete  Durchmesserlängen 
der  involutorischen  Ebenen,  or, , ßy  die  dieselben  bestimmenden 
halben  Durchinesserwinkel  der  involutorischen  Strahlbüschel,  und 
tp,  a' , ß'  die  Winkel,  welche  jene  Durchmesser  bezüglich  mit 
einander  und  mit  der  grossen  Achse  einschliessen,  oder,  was  offen- 
bar einerlei  ist,  die  Winkel,  welche  die  betreffenden  Durchmesser- 
ebenen bezüglich  mit  einander  und  mit  der  den  Winkel  a enthal- 
tenden Achsenebene  einschliessen  ; so  ist 

Al=A.tngal,  Bt  — A.tngßy,  A=h  Anga,  B=A  tng/J; 
und  nach  Archiv.  Thl.  IV.  S.  273.  und  §.  1.  ist 
Ay2-\-Bl2=A2-{-B1\  Ay.By.&mtp^A.B',  Ay2:  /i1,=sio2a':sin2/F. 
Hieraus  folgt 

I ,,  +tng*ft=tng*a  + tng*^;  (1) 

tngnri  .tug ßy  .sin <p:=tng  a . tng /i;  (2) 

' ; *'  tng^  :tng^?l=sin2n':sin2/S'.  (3) 

Steht  in  dem  Falle,  dass  die  involutorischen  Strahlbüschel  einen 
Kegel  erzengen,  eine  Ebene  nicht  auf  der  inneren,  sondern  auf 
der  Haupt-  oder  ISebenachse  senkrecht,  so  erhält  man  statt  der 
Ellipse  eine  Hyperbel,  und  da  für  diese 

I At2 By2  =2  A2 — B2 

ist,  so  ist  auch 

<tiigan, — tng%  = tngao — tng*jJ  u.  s.  w. 

• t ( I ‘ * 

Andererseits  denke  man  sich  jetzt  wieder  auf  eine  Achse  r 
irgend  zweier  involutoriseber  Strahlbiischel  eine  Ebene  <£  senk- 
recht errichtet;  es  sei  « der  in  der  Achsenebene  rs  oder  r lie- 
gende. ß der  il>  der  Achsenebene  rt  oder  o liegende,  zur  Achse 
r gehörige,  halbe  Achsenwinkcl ; a,  a,  seien  irgend  zwei  zag. 
harm.  Polaren  oder  Achsenstrahlcn  der  Ebene  r,  welche  mit  r 
bezüglich  die  WTinkel  a',  «, ' einschliessen,  und  zwar  sei  «*'  grös- 
ser als  tty  ; und  f\  seien  irgend  zwei  zug.  harm.  Polaren  des 
Achsenstrahles  a,  welche  mit  der  Achsenebene  t bezüglich  die 
Flächcnwinkel  <p,  <p,  einschliessen.  Endlich  seien  Ay , B,  bezüg- 
lich die  den  Strahlen  a,  a ■ zugehörigen  hallten  Achscnstrahlwin- 
kel.  Es  werde  die  Ebene  tfe,  welche  auch  jetzt  zwei  involutorische 
Ebenen  enthält,  von  der  Achse  r im  Punkte  M , von  den  Aehsen- 
ebenen  x und  <j  in  den  Geraden  (Achsen)  A , ß,  welche  zugleich 
die  betreffenden  halben  Achsenlängen  vorstellen  mögen,  von  den 
Achsenstrahlen  n.  a,  in  den  Punkten  «,  a,  und  von  den  Ebenen 
F,  Fy  in  den  Geraden  f,  /|  geschnitten,  und  es  seien  cp',  qp,'  die 
Winkel,  welche  f,  fy  bezüglich  mit  A einschliessen.  Diess  vor- 
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ansgesetzt,  so  sind  f,  f[  zwei  zu",  harm.  Polaren  des  Achsen- 
punktfes  a in  Bezug  auf  nie  involutorischen  Ebenen,  also  nach  der 
am  Ende  des  §.  1.  und  anderwärts  'entwickelten  Gleichung  (1)  ist 

. .1  , . B* 

tng9>  -tngqp, 

i ' c ' ' • i • ' • V''J 

aber  in  dem  Dreikant,  dessen  Scheitel  (t  und  dessen  Kanten  a,  A, 
f sind , ist  der  von  den  Ebenen  (E  und  r eingeschlossene  Flächen- 
winkel ein  rechter,  cp'  der  von  /"und  A;  R—c d der  von  «und  A 
eingeschlossene  Kantenwinkel  und  <p  der  dem  <p'  gegenüberliegende 
Flächenwinkel ; also  ist 

tng  <p'  = tng  <p . sin  (ß — a')  — tng  <p  cos  vt 

und  ebeuso 

• . . 

tng  qp| ' = tng  cpl . cos  c d ; 

also 

B* 

tngp'  .tngy,'  = tngy.  tng  p,  .cos  V = m — • 


Das  Produkt  tng<p.tng(p,  ist  für  je  zwei  zug.  harm.  Pola- 
ren des  Strahles  a constant  und  der  zweiten  Potenz  der  Tangente 
des  halben  Achsenstrahlwinkels  gleich,  welcher  dem  Strahle  a zu- 
gehört; B=h.tn"ß,  d/«=/i.tngo'  und  fta1=A(tnga'±tngori')» 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jenachdem  die  Strahlen 
a,  flji  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  einerlei  Seite  von  r lie- 
gen;, also  ist  , ! \ 


oder 


tng*» 

tng^.cosV  = 


. , . _ tng*ft tng  ^(1+ tng  V)  . 

® 1 sined  . cosa' (tngo' ± tng«i')  tng  cd  (tng  a'  ± tng  «,')  ’ 


ebenso  aber  auch 


J tnga/3  tng«/3(1-f  tngV) 

o 1 sfn(lf1^coscf1,  (tngw'  + tngaj')  tilg (togo*  ± tngofi')*'  * 


Hieraus  folgt 

tng  *At  ± tng  *B,  = tnga'ltngo!' 

tng2/3  tng«,'  4 tng«'  -f  tng«'. tng  «,' (tng«'  :1  tng«,') 

tngo'itng«,'  tng«'. tng«,'  . 

i ii'iiuxkt 

folglich,  da  tng«'. tngcl'  = tang*a  ist:  .ti.,1 

in  *Ä  '-.d'iA 

■ . . tng2^i  ±tng25,  ==-^^t^-Ctng^o±1)=tng,p(l ±cot*o). 


/1  + tngV  1 + tnga«,'  \ 
V tng  cd  ~ tng«,'  ) 
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• tng*(3 

Ö*g  ^1  • tag  Bi  tngo'  cos ^a!  (tngo'  ± tngaj') 

y ; .•  x wp 

tng«!'.  cosVj'  (tiiga'i  tng«|  ) 

, tag2)?,  tng  *ß tng2ft.tng2/? 

tngo* . tilg«,'  (sin e'coso/Jt cos d sin oj big 2o  . sin^o'  ± 0|')’ 


folglich,  wenn  ip  der  von  a,  at  eingeschossene  Winkel  ist: 


(3) 


tng/f,  .tng/?i  ,sinip=:tng*j3.coto, 

tnga^, : tng2/?,  =— — ^ 7:  — ; = sin  '2a,' : sin  ‘io*.  (4) 

B 1 ° 1 sin«  .cos«  sinoj  .cosai  1 


Isty  der  halbe  Achsenwinkel,  welcher  der  Achsenehene  p und 
zwar  der  Achse  s angehört,  so  ist,  wie  wir  oben  gesehen, 

tng/J  = tngo  . tngy 

oder  auch 

tng/3. goto  = tngy;  . r 

daher  lassen  sich  die  zweite  und  dritte  der  obigen  Relationen  auch 
so  wie  folgt  ausdriieken: 

tag2^!  ifctng2/?,  =tng2^+tngay, 
tag  Ai . tng  Bt . sin  y = tng  ß . tngy ; 

was  auch  an  und  für  sich  klar  ist,  da  ß und  y den,  den  zug.  Ach- 
senstrahlen 1,  r ungehörigen  halben  Achse  «strahl  winkeln  gleich 
sind,  für  welche  siniO=l  ist. 

Bedenkt  man  endlich,  dass  die  Strahlen  a,  at  nur  dann  auf 
einerlei  Seite  der  Achse  r liegen,  wenn  die  Achsenebene  r den 
erzeugten  Kegel  durchschneidet,  so  wird  man  sich  vollkommen 
von  folgenden  Doppclsäizen  überzeugt  halten ! 


Lehrsatz  24. 

ln  zwei  involutorischen  räumlichen  Strahlbüscheln 
ist  allemal 


die  Summe  oder  der  Unter- 
schied der  zweiten  Poten- 
zen der  Tangenten  zweier 
zugeordneten  halben  Durch- 
messerwinkel, jenachdem 
die  betreffende  Achse  in- 
nerhalb eines  Kegels  liegt 
oder  nicht,  von  un veränlder-' 
liebem  Wferthe,  und  zwar 
bezüglich  der  Summe  oder 
dem  Unterschiede  derzwei* 
ten  Potenzen  der  Tangen- 
ten der  zu  jener  Achse  ge- 
hörigen halben  Achsenwin- 
kel gleich. 


die  Summe  oder  der  Unter- 
schied der  zweiten  Poten- 
zen der  Tangenten  zweier 
zugeordneten  halben  Ach- 
senstrahlwinkel, jenachdem 
die  betreffende  Achsenebe- 
ne ausserhalb  eines  Kegels 
liegt  oder  nicht.  Von  unver- 
änderlichem Wertbe,  und 
zwar  bezüglich  der  Summe 
oder  dem  Unterschiede  der 
zweiten  Potenzen  der  Tan- 
genten der  an  jene  Achsen- 
ebene stossenden  halben 
Achsen winkcl  gleich. 
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Lehr« 

Das  Produkt  derTangen- 
ten  je  zweier  zugeordneter 
halber  Durchraesserwinkel 
in  den  Sinus  des  von  ihren  ‘ 
Ebenen  eingeschlossenen 
Winkels  ist  von  unverän- 
derlichem Werthe,  und  zwar 
dem  Produkte  der  Tangen- 
ten der  halben  Aehsen- 
winkel  gleich,  welche  der 
betreffenden  Achse  ange- 
boren. 


atz  25. 

Das  Produkt  der  Tan 
genten  je  zweier  zugeord- 
neter halber  Achsenstrahl- 
winkel in  den  Sinus  des  von 
den  Achsenstrah  len  ein^e- 
schlossencu  Winkels  ist 
von  unveränderlichem  Wer- 
the, und  zwar  dem  Produkte 
der  Tangenten  der  halben 
Achsenwinkel  gleich,  wel- 
che an  die  betreffende  Ach- 
senebene stossen. 


Lehrsatz  26. 


Die  zweiten  Potenzen 
der  Tangenten  je  zweier 
zu  ge  ordneterhal  ner  Durch- 
messerwinkel verhalten 
sich  umgekehrt  wie  die 
Sinus  der  doppelten  Win- 
kel, welche  ihre  Ebenen 
mit  einer  Achsenebene  ein- 
sch  li  essen. 


Die  zweiten  Potenzen 
der  Tangenten  je  zweier 
zugeordneter  halber  Ach- 
senstrahlwinkel verhalten 
sich  umgekehrt  wie  die 
Sinus  der  doppelten  Win- 
kel, welche  nie  Achsen 
strahlen  mit  einer  Achse 
einschlicssen. 


Durch  die  Achse  t und  den  der  Achsenebene  x ungehörigen 
Achsenstrahl  a sei  eine  Durchmesserebene  gelegt,  und  die  Schen- 
kel m,  m'  des  dieser  Ebene  angehörigen  Durchmesserwinkel.s  2 S 
mit  dem  zugeordneten  Achsenstrable  o, , d.  h.  der  barm.  Polare 
dieser  Ebene,  durch  zwei  Ebenen  verbunden;  so  ist  der  von  den 
letzteren  eingeschlossene  Winkel  2 Bx  der  dem  nl  angehörige  Ach- 
senstrahlwinkel , und  man  hat  für  die  Winkel  S,  q,  Zf,  des  von 
den  Strahlen  a,  al , m gebildeten  rechtwinkligen  Dreikants  fol- 
gende Relation: 

tng  Bl  . sin  ip  = tng  <5. 

Nun  aber  war 


tng  At  . tng  ß, . sin  ip  = tng  ß . tngy  = tng  *jS . cot  a ; 

also  ist 

tng  A1 . tng  S = tng  ß . tng  y == tn  g xß . cot  er. 

Lehrsatz  27.  • 

-•  Das  Produkt  der  Tangenten  eines  beliebigen  hal>- 
ben  D nrchmesserwinkels,  welcher  einer  bestimmten 
Achse  angehört,  und  des  halben  Achs enstrahlwi n kel 
welcher  demjenigen  Achsenstrahle  angehört,  in  wel- 
chem die  entsprechende'' Achsenebene  von  der  Durch- 
messerebene geschnitten  wird,  ist  von  unveränderlichem 
Werthe,  und  zwar  dem  Produkte  der  Tangenten  der  an 
diese  Achsenebene  stosseDden  halben  Ächsenwinkel 
gleich. 
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Es  entsteht  nun  die  Frage:  a)  ob  und  nie  viele  Ebenen,  und 
b)  ob  und  n ie  viele  Strahlen  in  zu  ei  involutorischeu  räumlichen 
Strahlbüscheln  es  gibt,  deren  zugeordnete  harmonische  Polaren 
eine  Involution  der  rechten  Winkel  bilden?  und  diese  Frage  wird 
entschieden  sein,  nenn  ausser  den  sog.  Schenkeln  der  entsprechen- 
den rechten  Winkel  noch  ein  einziges  Paar  zue.  harm.  Polaren 
einer  Ebene  oder  eines  Strahles,  welche  rechte  Winkel  einschlies* 
sen,  nachgewiescn  werden  können. 

a)  Gibt  es  eine  solche  Ebene,  so  muss  sie  eine  Durchmes- 
serebene sein.  Denn  wäre  sie  dieses  nicht,  so  sei  a der  Strahl, 
in  welchem  sie  irgend  eine  Achsenebene,  z.  B.  p,  schneidet;  die 
harm.  Polare  von  a würde  durch  die  Achse  r gehen  und  jene 
Ebene  in  einem  Strahle  Uj  schneiden,  welcher  mit  a einen  rech- 
ten Winkel  bildet.  Also  würde  a auf  r und  u,  , d.  h.  auf  seiner 
Polare  senkrecht  sein,  folglich  entweder  mit  t oder  t zusammen- 
fallen,  oder  je  zwei  zug.  harm.  Polaren  von  p würden  rechte  Win- 
kel einschliessen , was  im  Allgemeinen  nicht  angenommen  wer- 
den kann. 

Ferner  kann  eine  Durchmesserebenc , deren  zug.  harm.  Pola- 
ren eine  Involution  der  rechten  Winkel  bilden,  ira  Fall  dass  ein 
Kegel  erzeugt  wird,  denselben  nicht  durchschneiden,  weil  sonst 
jene  Involution  aus  ungleichliegeuden  Gebilden  bestehen  würde, 
was  widersprechend  ist;  sie  kann  also  nicht  der  inneren  Achse 
angeboren,  und  der  Strahl  u,  in  welchem  sie  die  betreffende  Ach- 
senebene schneidet,  muss  mit  der  inneren  Achse  einen  grösseren 
Winkel  a!  einschliessen,  als  der  zugeofdnete  Achsenstrahl  u,. 

Es  seien  a,  ß die  der  inneren  Achse  angehörigen  halben  Ach- 

senwinkel,  wobei  unentschieden  bleibt,  ob  ist,  und  y der 

halbe  äussere  Achsenwinkel ; r sei  die  innere  Achse ; der  Win- 
kel o gehöre  der  Ebene  r,  ß der  Ebene  a an ; n sei  der  Strahl, 
in  welchem  eine  beliebige,  durch  die  Achse  t gebende  Durchmes- 
serebene 21  die  Achsenebene  t schneidet;  -1,  der  dem  a ungehö- 
rige halbe  Aehsenstrahlwinkel,  fi  der  der  21  ungehörige  halbe 
Durchmessern iukel,  und  a'  der  Winkel,  welchen  « und  r ein- 
schliessen; so  ist  nach  dem  Obigen: 


tng/f, . tag d = tng2|3.cota 


nnd 

: ^ S\  ! : 


,1'll'n 


: tilg  er*  (tng  «'  — tilg  ßj')  cos  *ß' 


J’ldlli 


1»K*P 


tng*|3 


sin  *ß'  — cos  *«' . tng  *ß  1 — cos  *a'  (1  + tng  *ß)’ 


Wäre  nun  <5 — 45n , so  wäre  21  eine  Ebene,  wie  wir  sie  suchen; 
man  setze  also  tngö=:i,  so  ist 
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Jedenfalls  muss  also  §*>a  sein,-  und  da  dann  auch 

.!  i ■■  i . i.  . . ' 

1 — tng*«. cot *ß  < 1 + tng2« 

■;:n  • • inm  n-.  -Vit  i l ■ ■ ; : >01  i inn'li  ■ ■.  • • ■ . i » 

ist,  so  gibt  es  aMemal  zu  ei  Ebenen  21,  aber  auch  nur  zwei;  und 
zwar  gehören  dieselben  der  Nebenachse  t an  und  bilden  mit 
der  inneren  Achse  r einen  Winkel«',  welcher  durch  die  Gleichung 

„ , 1 — tng*c.cot*i?  1 — tng*y  cos*a  „ 

C«V=  1 f-  tng  *«  ^rTtn^==cosgy-C°s2y 

bestimmt  ist,  indem  jetzt  tng«=tngjS.tngy  ist. 

Ist  kein  Kegel  vorhanden,  und  werden  alle  vorigen  Bestim- 
mungen mit  Ausnahme  der  besonderen  Bedeutung  der  Achsen  ipd 
Achsenebenen  beibehälteo , so  ist 

tngrlt..lngä  = tog*/3.cot«; 

- 

® 1 tng«'  (tnga'  + tng«j')cos2«'  sin*a'  + cos2«'  .tng2« 

..  tng  aß  ; 

1 | cos2«'  (tng2« — 1)  ’ 

also,  wenn  tng 5=1  gesetzt  wird: 

2 , tng*« — tng*j?  tng*tt.cot*j3  — 1 1 — tng*c.cot*/? 

cos  « tng*/J(tng*o — 1)  tng2« — 1 I— tng*a 

,,  • f»  * . n , r 

; Es  sind  nun  bloss  drei  Fälle  denkbar: 

■ Jf:  \ * v.i  /,*.  * . - 'ja 

1)«<45°,  /3<45°;  2) «>45»,  /3>45<>;  3) «^45°,  ß %48». 

Ist  im  Falle  1)  a>  ß,  so  wird  der  ganze  Ausdruck  negativ,  was 
unmöglich  ist,  da  cos *a'  ■ immer  positiv  ist;  diess  ist  aber  nicht 
der  Fall,  wenn  ß>a,  und  dann  ist  auch  1 — tng*« . cot*/S 
1—  tng2«.  Im  Falle  2)  muss  «>|3  sein,  und  im  Falle  o)  fuhrt  jede 
Annahme  zum  Widerspruch.  Geht  man  nun  auf  Lehrsatz  ‘23.  zu- 
rück und  bedenkt,  dass  wenn  in  Taf.  V.  Fig.  4.  sr1  und  st1  kleiner  als 
45°,  und  sr'  < st‘ , dann  ir'  und  fr,  grösser  als  45°,  und  fr'  > tst; 
rsj  <45°,  rt'  > 43°  sind,  so  schliesst  man  aus  dem  Vorigen,  dass 
die  gesuchte  Ebene  21  nur  auf  derjenigen  Aehsenebene  senkrecht 
stehen  kann,  welche  den  kleinsten,  d.  h.  den  Nebenachsenu  inkel, 
enthält,  UDd  also  durch  die  Nebenachse  gehen  muss,  und  dass  es 
nothwendig  zwei,  aber  auch  nur  ztvei  solche  Ebenen  gibt,  deren 
Ngigung  «'  gegen  die  Mittelachse  oder,  was  einerlei  ist,  gegen 
die  Hauptacnseuebene  durch  die  Gleichung  : 


COS2«'  : 


1 — tilg*« cot 2ß  1 — tng2/ cos2a  cos2y 

V 1— tng*«  I — tng3«  cos  *y  ’ cos  2« 


bestimmt  wird,  indem  ß,  y,  a der  lieihe  nach  den  halben  Haupt-, 
Mittel-  und  Nebenachsenwiukel  bedeuten. 
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b)  Gibt  es  einen  Strahl  a,  dessen  zug.  harm.  Polaren  eine 
Involution  der  rechten  Winkel  bilden,  so  muss  derselbe  einer 
Achsenebene  angeboren;  denn  die  harm.  Polare  a,  derjenigen 
Ebene  er,  welche  o mit  einer  Achse,  z.  B.  mit  r,  verbindet,  liegt 
in  der  Achsenebene  g,  welche  auf  er  senkrecht  steht;  läge  non 
a nicht  in  q,  so  würde  auch  die  Ebene,  welche  a,  mit  a verbin- 
det, auf  a senkrecht  sein  und  folglich  auch  ax  aul  a ; entweder 
würde  also  a mit  einer  der  Acbsenebenen  a,  t Zusammenfällen,  oder 
je  zwei  zug.  harm.  Polaren  der  Ebene  g würden  rechte  Winkel 
einschliesseu , was  im  Allgemeinen  nicht  anzunehmen  ist. 

Ferner  muss  der  Strahl  a,  wenn  ein  Kegel  erzeugt  wird,  in- 
nerhalb desselben  liegen , weil  nur  dann  seine  zug.  harm.  Polaren 
gleichiiegende  involutorisclie  Ebenenbüschel  bilden,  und  muss  da- 
her mit  der  inneren  Achse  einen  kleineren  Winkel  er' , als  sein 
zug.  Achsenstrahl  a, , einschliesseu.  Daher  ist,  wenn  wir  alle  un- 
ter a)  gemachten  Bestimmungen  beibehalten,  jetzt 

fn  , , tngSft tng9/? 

° 1 tng u!  (tng er/  — tnga') . cos 2a'  cos  ®cr* . tng  V — sin9!/ 



cos  2a'  (tng  2a  + 1)  — 1 ’ 

Wäre  nun  der  halbe  Achsenstrahlwinkel  Al  =43°,  oder  tngrlj^l, 
so  wäre  a der  gesuchte  Strahl.  Unter  dieser  Annahme  aber  ist 


oder 


cos  9a'  = 


1 -E  tng  cos9« 

1 + tng9«  cos9/} 


cos  o'  — 


cos  ß' 


Es  gibt  also  allemal  zwei  Strahlen  a,  wenn  « > ß,  d.  h.  auf 
der  Hauptachsenebene,  und  zwar  ist  der  von  ihnen  und  der  inne- 
ren Achse  eingeschlossene  Winkel  die  eine  Kathete  eines  recht- 
winkligen Dreikants,  dessen  andere  Kathete  dem  halben  Neben- 
achsenwinkel, und  dessen  Hypotenuse  dem  halben  Hauptachsen- 
winkel gleich  ist. 

Wird  kein  Kegel  erzeugt,  so  ist 


. 2 j r r / 

1 “ tng a' (tng a!  + tng «, ') cos*?  sin 9a'  f cos  . tng 9a 

_ tng9/? 

1 cos9«'  (tng9« — 1)  ’ 

also,  wenn  tng^ssl  gesetzt  wird: 

. ’ 1 . . 

2 , tng2/3  — 1 1 — tilg2/? cos2a  cos  ‘Iß  i 

1 cos  a tng2« — t 1. — tng9«  cos9(S  cos 2« 

1 . i . i ■ 

Ist  nun  «<43°,  /?<45°,  so  muss  a</?  sein,  wenn  ein  Werth  Ihr 
a*  existiren  soll;  ist  «>45°,  j3>45°,  so  ist  /?5*aj  und  ist 

Theil  IX.  13 
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a^4!l<,J  so  ist  kein  Winkel  a'  denkbar.  Also  gibt  es 

such  jetzt  allemal  zwei,  aber  auch  uur  zwei  Strahlen  a;  dieselben 
liegen  aut'  der  Nebenachsenebene  und  schüessen  mit  der  Mittel- 
achse einen  Winkel  «'  ein,  welcher  durch  den  halben  Hauptach- 
senwiukel  ß und  den  halben  Nebenachsenwinkel  « so,  wie  gezeigt, 
bestimmt  wird,  ■ d-  ••  •.  1 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  a — ß ist,  im  Falle  a ) 
cos«'=0  ist,  also  beide  Ebenen  2t  bezüglich  mit  der  äusseren 
oder  der  Mittelachsenebene  zusammenfallen,  was  auch  daraus  folgt, 
dass  dann  die  Gleichung  tngß  — tnga.tney  flir  den  halben  äusse- 
ren oder  Mittclacbscrmmkel  y den  Werth  von  45°  liefert ; und 
dass  ftn  Falle,  b)  cos  a‘  — l ist , also  die  beiden  Strahlen  a bezüg- 
lich mit  der  inneren  oder  der“  Mittelachse  sich  vereinigen,  womit 
wiederum  die  Gleichung  tngy=il  überelnstimmt. 

■ ■ r M noli;  -i 

Erklärung. 

ln  zwei  irivolutorlschen  räumlichen  Strahlbüscbeln  soll  jeder 
Strahl  und  jede  Ebene,  deren.,  zug.  harm.  Polaren  eine  Involution 
der  rechten  Winkel  bilden,  bezüglich  eine  Brennlinie  und  eine 
Brennebene' dieser  Strahlbüschel  heissen. 


Lehrsatz 


T(l: 

„ I. 


I..IU  • 1. 

* I Ü I . . . 


Zwei  involutorische  räumliche  Strahlbüschel 


besitzen  im  AI  lg  ein  eilten: 
allemal  zwei,  aberauchnur 
zwei  Brennebenen,  und 
zwar  gehen  dieselben  in 
jedem  Falle  durch  die  Nd 
nenachse  und  haben  gegen 
die  innere  oder  4i«  Mittel*, 
achse  gleiche  N.fligupg.,1,  \A 
lilj‘>l  -'»ui;  dl  :/*  o ll  ! 

(oit  ■ ’ i .i  - ,i  .!■  /i  n 

ii'iAll-i-..  üiiii  iY!  <■.  t»  ->  'iii.'i 


besitzen  im  Allgemeinen 
allemal  zwei,  aberauchnur 
zweiBrennlinien.undzwar 
liegen  dieselben  auf  der 
Haupt-  oder  derNehenach- 
senebene,  jenachdem  er- 
stete  einen  Kegel  erzeu- 
gen1 «der  niebt,  und  sie 
haben  gegen  die  innere 
«der  die  Mittelachse  gleiche 
Neigung.  ! . ■ d-.e. 

• I — i li'l  . ?*».  ni  • 


^ '.-i  na  . •.  xv>  ;•>.•/  I u ■'/ 

L e h r s a t z,  29. 

Jeder  Kegel  des  zweiten  Grades  wird  in  zwei  ver- 
schiedenen Richtungen,  welche  auf  der  Nebenachsen- 
ebene senkrecht  sind,  von  einer  beliebigen  Ebene  in 
einer  Kreislinie  geschnitten. 

Beweis.  Denn  aus  Archiv.  Thl.  VIII.  S.  44.  geht  hervor, 
dass  ein  jeder  solcher  Kegel  zwei  involutorische  räumliche  Strahl- 
büschel bestimmt,  und  da  die  zug.  Durchmesser  eines  jeden  ebe- 
nen Schnittes  des  ersteren  deh  zug.  harm.  Polaren  einer  Ebene 
der  letzteren  parallel  sein  müssen,  so  bilden  die  zug.  Durchmes- 
ser derjenigen  Schnitte  des  Kegels,  welche  einer  Brennebene  die- 
ser Strahlbüschel  parallel  sind,  eine  Involution  der  rechten  Win- 
kel, gehören  also  lauter  Kreisen  an.  
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Anmerkung.  Die  Brciinlinicnund  Brennebenen  zweier  involuto- 
riseher  räumlicher  StrahlbÜsbhel  sind  nicht  nur  für  die  Theorie  des 
Kegels,  sondern  mich  für  die  der  Flächen  des  zweiten  Grades 
überhaupt  von  Wichtigkeit.  Hat  man  nämlich  sich  überzeugt, 
dass  die  zug.  Durchmesser  und  Durchmesserehenen  einer  Fläche 
des  zweiten  Grades  zwei  involntorische  räumliche  Strahlbüschel 
bilden,  und  dass  einerseits  die  zug.  bann.  Polaren  irgend  einer 
Ebene  der  letzteren  zug.  Durchmesser  des  dieser  Ebene  und  der 
Fläche  zweiten  Grades  gemeinschaftlichen  Schnittes,  und  dass 
andererseits  die  zug.  harni.  Polaren  eines  beliebigen  »Strahles  jener 
Strahlbiischel  zug.  Durchmesserebenen  aller  derjenigen  Kegel  sind, 
welche  diese  Fläche  umhüllen,  und  deren  .Scheitel  in  diesem 
Strahle  liegen,  so  übersieht  man  mit  einem  Bücke,  dass  1)  alle 
den  Brennebenen  parallele  Ebenen  die  Fläche  in  Krei- 
sen schneiden  müssen,  und  dass  dieselben  auf  der  Nebenach- 
senebene des  Hyperboloids  und  auf  deijenigen  Achsenebene  des 
Ellipsoids,  welche  die  grösste  und  kleinste  Achse  enthält,  senk- 
recht sind;  2)  dass  es  unzählige  senkrechte  Kegei  gibt, 
welche  die  Fläche  umhüllen,  dass  die  Scheitel  derselben 
zwei  Durchmessern  der  letzteren , nämlich  den  Breunlinien  jener 
inrolutorischer  Strahlbüschel,  angehören  und  daher  auf  der  Haupt- 
achsenebene des  Hyperboloids  und  auf  derjenigen  Ebene  des  El- 
lipsoids, welche  die  grösste  mul  kleinste  Achse  enthält,  liegen. 


J. 


■ v ' 

Zweiter  Th  eil. 

....  $-3- 

Unmittelbare  Erzeugung  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
und  Klasse  durch  reciproke  räumliche  Strahlbüschel 
und  Ebenen. 

' I.  Flächen  zweiter  Ordnung.  Sind  im  Raume  eine  Ge- 
rade und  eine  Ebene  beliebig  gegeben,  so  Ist  hierdurch,  jenach- 
dem  sie  sich  schneiden  oder  nicht,  ein  Punkt  von  endlicher  oder 
unendlicher  Entfemang  gegeben ; und  ist  irgend  ein  System  von 
Geraden  und  ein  demselben  entsprechendes  System  von  Ebenen 
gegeben,  so  bilden  die  Durchschnitte  je  einer  Geraden  und  einer 
Ebene  ein  bestimmtes  Svstem  von  Punkten,  dessen  Gesetz  von 
der  Beziehung  jener  beiden  Systeme  auf  einander  abhängig  ist. 
E«  ist  die  Frage:  welcher  Art  dieses  Gesetz  sei,  wenn  die 
gegebenen  Systeme  zwei  im  Raume  beliebig  liegende 
reeiprolce  Strahl  hüschel  /),  Z),  sind  ! 

Es  sei  B irgend  eine  'Ebene  oder  ein  ebener  Strahlbüschel 
von  D mH  den  Strahlen  a.  ft,  r,  und  es  sei  2t,  die  Polare 

von  B oder  der  entsprechende  Ebenenbüschel  mit  den  Ebenen  c,,- 

13* 
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ft,  yx , ft..,.,  den  Polaren  von  a,  b,  c,  d.... ; endlich  seien  a,t  ft 
Ci,  ft....  diejenigen  Geraden,  in  welchen  die  Ebene  B von  den 
Ebenen  at  , 3, , y, , ft....  geschnitten  wird,  welche  also  einen  zwei- 
ten ebenen  Strahibfischel  Zf,  bilden,  und  fl,  b,  c,  t>...  die  Durch- 
schnittspunkte von  a,  b,  c,  d....  und  tr, , ft,  y, , ft ....  oder  ax,  ft, 

c,  , ft....  Diese  vorausgesetzt,  so  ist  nach  Lehrsatz  11. 

B(a , ft c, d....)  = 2 1,  («i , ft , y , ft....)  = ^ (o, , ft . c,  ft....), 

also 

B(a,b,e,  rf....)  = (Oj , ft , c, , ft....); 

d.  Ii.  siimmtliche  Punkte  fl,  b,  c,  Ö.... , in  welchen  die  Strahlen 
der  Ebene  /<  von  den  entsprechenden  Ebenen  des  Strahlbüschels 
Z),  geschnitten  werden,  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  K,  welcher 
auch  die  Mittelpunkte  D,  Zf,  des  räumlichen  und  des  ebenen 
Strahlbüschels  I),  Zf,  enthalt  und  im  Punkte  I)  von  demjenigen 
Strahle  e berührt  wird,  dessen  Polare  rx  die  Punkte  D,  JJ.  und 
Zf,  verbindet.  Im  Punkte  Zf,  berührt  den  K derjenige  Strahl  r«t 
oder  diejenige  Ebene  px,  welchen  im  Strablbüschel  Zf  oder  D der 
Strahl  DBl  oder  m entspricht. 

Vertauscht  man  jetzt  B mit  beliebigen  anderen  Ebenen  Zf', 
B" ....  des  Strahibüschels  Z>,  so  erhält  man  eben  so  viele  neue 
Kegelschnitte  K! , K" ....,  deren  Tangenten  in  D lauter  solchen  Ebe- 
nen von  I\ , die  durch  den  gemeinschaftlichen  Strahl  Z>Z>,  oder 
( fiq ) beider  Strahlbüschel  D,  I)l  gehen,  entsprechen,  also  siimmt- 
lich  in  einer  Ebene  <p  liegen  müssen,  welche  die  Polare  des  Strah- 
les f ist.  Gehen  die  Ebenen  B,  B' , Zf"....  alle  durch  einerlei 
Strahl  m oder  DBl , bilden  sie  also  einen  Ebenenbüschel,  so  lie- 
gen ihre  Polaren  2t, , 2t,',  2t,",...  alle  in  einerlei  Ebene  p, ; die  in 
den  ersteren  liegenden  Kegelschnitte  K,  K' , K"....  gehen  sämmt- 
lich  durch  die  Punkte  D und  Zf, , werden  von  der  Ebene  px  in 
den  neuen  Punkten  Zf,',  Z?,"....,  die  den  Strahlen  2t,',  21,"....  an- 
gehören , geschnitten,  und  in  diesen  Punkten  von  denjenigen  Ebe- 
nen p,',  p,"....  berührt,  welche  den  Strahlen  ÖZf,',  Z)Zf, *....  oder 
»i‘,  m ....  entsprechen.  Aus  demselben  Grunde,  weshalb  die  Punkte 
fl,  b,  C,  ör;.  der  Ebene  B einen  Kegelschnitt  K bilden,  müssen 
nun  auch  andererseits  die  Punkte  Zf,.  Z?,',  Zf,"....  der  Ebene  pt 
einen  Kegelschnitt  Zf,  bilden,  dessen  Tangente  in  Z)x  die  Polare 
der  Ebene  Z)Z>,Zf,  ist,  und  dessen  Tangente  in  Zf,  der  Ebene  B 
angehört.  Und  so  erhält  man  auch  in  allen  übrigen  Ebenen  von 
Dx  Kegelschnitte  K,',  A\ ,in  deren  Punkten  die  in  diesen  Ebe- 
nen liegenden  Strahlen  von  ihren  Polaren  geschnitten  werden; 
und  die  Geraden , welche  diese  Kegelschnitte  im  Punkte  Z)x  be- 
rühren, gehören  sämmtlich  einer  Ebene  y, , der  Polare  des  gemein- 
schaftlichen Strahles  y der  Strahlbüscnel  D,  Z), , an.  Ist  a 
irgend  ein  Punkt  eines  der  Kegelschnitte,  welche  in  den  Ebenen 
von  D liegen,  und  sind  a,  a,  die  nach  diesem  Punkte  gehenden 
Strahlen  von  I),  Zft,  so  geht  die  Polare  «,  von  a durch  den 
Punkt  a und  also  auch  durch  den  Strahl  a, , und  folglich  geht 
die  Polare  a von  fl,  durch  den  Strahl  a;  der  Punkt  fl  wird  also 
auf  doppelte  Weise  erhalten:  einmal  als  Durchschnitt  eines  Strah- 
les von  D und  dessen  Polare  in  ZJ, , sodann  als  Durchschnitt  eines 
Strahles  von  Z>,  und  desseu  Polare  in  D.  Ferner  berührt  die 
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Gerade,  in  welcher  sich  die  Ebenen  er,  er,  schneiden,  sowohl  den 
in  o,  als  auch  den  in  o1  liegenden  Kegelschnitt  im  Punkte  a. 

Geht  die  Ebene  B durch  den  gemeinschaftlichen  Strahl  von 
D,  D.,  so  fällt  der  Punkt  ßl  mit  dem  Punkte  zusammen,  und 
der  Kegelschnitt  K wird  in  den  Punkten  D,  D1  von  denjenigen 
Geraden  berührt,  in  welchen  B von  den  Polaren  <j>,  y,  des  Strah- 
les  (fg)  geschnitten  wird.  Nach  den  Punkten  ö,  b,  c,  Ö....  dieses 
Kegelschnittes  K gehen  von  D und  I)l  die  Strahlenpaare  a,  b,  c, 
d- •••;  o,,  ft,  clt  di....;  es  seien  ft,  y,,  d,....;  a,  ß,  y,  d.... 
bezüglich  die  Polaren  dieser  Strahlen;  so  bilden  erster©  einen 
Ebeaenbüschel  3j,  letztere  einen  Ebenenbüschel  21,  deren  Achsen 
3,,  3,  die  Polaren  der  Ebene  B,  im  Allgemeinen  sich  nicht 
schneiden,  und  da 

2f(a,fty,J.„.)  = /?(«,  b,c,  d....)  ~ Bx  (o, , 6, , c, , ft 

— 2t»  (°i  > ßi  > yi > di-  .) 

ist,  so  ist 

X (er,  ß,  y,  ö....)  = 2f,  (tr, , ft  , y, , ft ....) ; 

aber  die  Durchscbnittslinien  je  zweier  Ebenen  a,  «, ; ß,  ft  ; y , yt ; 
J,  ft....  berühren  in  den  Punkten  a,  b,  c,  ö....  ebensoviele  Paare 
ron  Kegelschnitten,  welche  auch  von  den  Geraden  3,  3,  berührt 
»erden;  also  sind  alle  jene  rienihrungslinieo  die  liurchschnitte 
der  entsprechenden  Ebenenpaare  zweier  .projektivischer  F.benen- 
büsehel,  welche  schief  im  Raume  liegen,  und  bilden  also  die  eine 
Schaar  der  Geraden  eines  einfachen  Hyperboloids,  zu  dessen  an- 
derer Schaar  3,  3j  gehören  *). 

’)  Die  Theorie  der  Fliehen  de*  zweiten  Grade»  hnt  die  de*  einfachen 
Hyperboloid«  und  de«  hyperbolischen  Paraboloid» , cbenio  wie  die  de« 
Krgtl«  de«  zweiten  Grade«,  zur  Voraussetzung;  denn  obschon  dieselben, 
vie  »ogteich  gezeigt  werden  wird,  auf  dieselbe  allgemeine  Weise,  wie 
di*  übrigen  Flüchen  dieses  Grades  erzeugt  werden  können,  so  lässt  sich 
doch  die  Genesis  derselben  mittels  einfacherer  Gebilde  bewerkstelligen, 
und  hierdurch  die  Erkenntnis«  ihrer  Eigenschaften  um  Vieles  erleichtern. 
Die*«  letztere  ist  durch  Steiner  bereits  geschehen,  und  es  wird  daher  zu 
»sverem  Zwecke  genügen,  ans  dein  ersten  Theile  «eines  Werke«  nur  fol- 
genden Lehrsatz  nebst  Definition  atiszuziehen  und  wegen  des  Beweises 
tsf  das  Werk  selber  zu  verweisen. 

„Wenn  im  Raume  irgend  drei  Gerade  4,  <4,,  .1,  irgend  drei  andere 
Gerade  a,  b,  C schneiden,  so  schneiden  alle  Geraden  d,  <T... , welche  den 
drei  ersten  begegnen,  alle  Geraden  .4,,  44.... , welche  den  drei  letzten 
begegnen,  und  cs  haben  die  zwei  Schnaren  Geraden  4,  4, , A.t,  4;,  4,...; 
*i  b,  C,  d,  e....  solche  Beziehung  zn  einander: 

dss*  je  zwei  Gerade,  die  der  näm-  das«  je  zwei  Gerade  au«  einer 
liehen  Schaar  angeboren , unter  sich  Schaur  die  Achsen  projektivischer 
pesjektivisch  sind , und  zwar  die  Ehenenhüschcl  sind  , deren  entspre- 
•nder*  Schaar  Gerader  zu  Projek-  chendc  Ebenen  die  andere  Schaar 
üooutrahlen  haben.  “ zu  Durchschnittslinien  haben.  “ 

„ Zwei  solche  zusammengehörige  Schnaren  von  Geraden , die  einnn- 
d*f  gegenseitig  schneiden,  erfüllen  eine  krumme,  windschiefe  Flüche 
weiter  Ordnung,  nämlich  das  „einfache  Hyperboloid“  (hyperboioide 
* ose  nappe).  Man  kann  daher,  gemäss  der  vorstehenden  Sätze  nuch 
•*gea: 
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Endlich  denke  man  sich  irgend  eine  im  Raume  beliebig  lie- 
gende Ebene  <E:  so  wird  dieselbe  sowohl  von  den  Strahlen  und 
Ebenen  des  räumlichen  Strahjbüschels  J) , als  auch  von  denen  des 
räumlichen  Strahlhiischelä  />j  geschnitten,  und  dieselbe  vereinigt 
zwei  Ebenen  <E,  iE, , welche  in  Ansehung  der  Punkte  und  (Jera- 
den, in  welchen  sie  von  je  einem  Strahle  jener  Strahlbiischel  und 
seiner  Polare  geschnitten  werdet),  recinrok  sind.  Ein  jeder  Punkt 
dieser  Ebenen,  welcher  auf  seiner  Polare  liegt,  ist  zugleich  auch 
ein  Punkt  der  durch  die  Strahlbiischel  /).  /),  erzeugten  Fläche, 
und  wenn  in  IE,  *.£,  kein  solcher  Punkt  vorhanden  ist,  hat  auch 
die  Ebene  (E  mH  dieser  Fläche  kidoeri  Punkt  gemein.  Dem  Lehr- 
satz 5.  zufolge  hat  also  die  beliebige  Ebene  <£  mit  dieser  Fläche 
entweder  keinen  oder  nur  einen  oder  unzählige  Punkte  gemein, 
und  diese  Punkte  bilden  entweder  einen  Kegelschnitt  oder  zwei 
Gerade  oder  eine  einzige  Gerade. 


Erklärung. 


Diejenige  Fläche,  welche  mit  einer  sie  schneidenden  Ebene 
im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  und  folglich  mit  einer  sie 
schneidenden  Geraden  höchstens  zwei  Punkte  gemein  hat,  wird 
eine  Fläche  deT  zweiten  O rd  n ung  genannt ; jede  Ebene,  welche 
mit  einer  solchen  Fläche  nur  einen  Punkt  oder  zwei  Gerade  oder 
nur  eine  Gerade  gemein  hat,  heisst  eine  Berührungsebene 
dieser  Fläche,  und  zwar  jener  Punkt  oder  der  Durchschnittspunkt 
der  zwei  Geraden  ihr  Berührungspunkt,  jene  eine  Gerade  ihre 
Berührungslinie,  und  diesen  letzteren  Namen  trägt  auch  jede 
Gerade,  welche  mit  der  Fläche  nur  einen  Punkt  gemein  hat. 

II.  Flächen  zweiter  Klasse.  Eine  Ebene  im  Raume  ist 
bestimmt,  wenn  irgend  ein  Punkt  und  eine  Gerade  derselben, 
welche  nicht  durch  jenen  Punkt  geht,  gegeben  sind.  Es  seien 
nun  iE,  iE]  irgend  zwei  im  Raume  beliebig  liegende  reeiproke 
Ebenen ; so  ist  durch  die  Gesammtheit  ihrer  entsprechenden  Eie- 
mentennaare  ein  System  von  Ebenen  bestimmt,  dessen  Gesetz  zu 
ermitteln  der  Zweck  der  nächsten  Betrachtung  ist. 

Es  sei  B der  Mittelpunkt  irgend  eines  ebenen  StrahlbüscheU 
iil  IE;  Ai  die  Polare  desselben  in  iE,.  und  a,  6,  c,  <t, , blt 

Ci , ö,....  die  entsprechenden  Elementenpaare  von  B und  At; 
ferner  sei  Bt  die  durch  B und  At;  und  21,  JB,  C,  £>....  die  durch 
a und  «j , b und  b4,  c und  c, , d Und  ö,....  gelegten  Ebenen, 

, .-  .■ 


Irgend  zwei  im  Ranmc  beliebig 
schiefliegende  projcktivisclie  Gerade 
A , A,  erzeugen  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, d.  h.  sie  und  alle  ihre  l’ro- 
jcktionsstrahlen , nebst  der  Schaar 
Gerader,  welche  die  letzteren  schnei- 
den , liegen  in  einen  einfachen  Hy- 
perboloid.“ 


Irgend  zwei  im  Raume  beliebig 
schiefliegende  projektivische  Ehe- 
nenbüsehel  A , A,  erzeugen  ein  ein- 
faches Hyperboloid , d.  h.  die  Durch- 
schnittslinien ihrer  entsprechenden 
Ebenen,  nebst  der  Seltaar  Gerader, 
welche  dieselben  schneiden,  liegen 
in  einem  einfachen  Hyperboloid.“ 


Ist  eine  der  Geraden  if , 6,  C,  d , e....  unendlich  entfernt,  oder,  was 
einerlei  ist,  sind  die  Geraden  A,  A,  projektivisch-ahnlich , so  heisst  die 
durch  sie  erzeugte  Fläche  ..hyperbolisches  Faraholoid“,  und  dann 
ist  auch  eine  der  Geraden  A , At , At,  A} , At....  unendlich  entfernt  u.  e.  w. 


y Google 


m 


welche  die  Ebene  Hl  in  den  Strahle«  öj  , bx.  ex,  d^....  eines 
Strahlbüschels  Bx  schneiden.  Diess  vorausgesetzt,  so  ist 

B(a,  b,  c,  d....)  = At  (fl, , b, , Cj , Ö, ....)  s Äj  («, , *1 , Ci , tf, ....), 

also  auch 

D(a,  6,  c,  d....)  = Bx  (at , bt , cx,  dt 

demnach  müssen,  zufolge  „Abh.  der  geom.  Gest.  §.  38.  II.“  oder 
auch  Archiv.  Tbl.  IV.  S.  252.  10.,  säinmtliche  Ebenen  21,  25,  <£, 
ID....  nebst  <S  und  /?,  einen  und  denselben  Kegel  K des  zweiten 
Grades  umhüllen , und  zwar  muss  derselbe  die  Ebene  (E  in  dem- 
jenigen Strahle  e von  B berühren,  welcher  in  Bx  der  Durch- 
schnittslinie fi  von  (E  und  Bx,  oder  in  (Ei  dem  Durchschnittspunkte 
f,  der  Ebene  <5  und  der  Geraden  At  entspicht.  Und  ebenso  be- 
rührt K die  Ebene  /?,  in  demjenigen  Strahle  >», , und  folglich  die 
Gerade  .4,  in  demjenigen  Punkte  ntu  welcher  derselben  Durch- 
schnitt slinie  von  (E  und  Bx,  nämlich  dem  Strahle  m von  B , entspricht. 

Alle  Ebenen  des  in  Rede  stehenden  Systems,  welche  von 
einerlei  Punkte  B,  Bf , B" ....  der  Ebene  (E  ausgehen,  umhüllen 
also  einen  Kegel  K,  K! , K"....  des  zweiten  Grades,  und  da  die 
Punkte  e.  , t\  . e, in  welchen  die  Polaren  .1, , Ax,  der 

Punkte  B,  B‘ , Bf'....  die  Ebene  £E  treffen  , alle  in  einer  geraden 
Linie,  nämlich  in  der  Durchschnittslinie  (fxg)  der  Ebenen  (E, 

liegen,  so  gehen  säinmtliche  Gerade  e,  e , e" in  welchen  die 

Kegel  K,  K',  K" ....  die  Ebene  <£  berühren,  durch  einerlei  Punkt 
f,  den  Pol  der  Geraden  — Liegen  die  Punkte  B,  Bf,  B" .... 
alle  in  einer  Geradeo  m,  so  gehen  ihre  Polaren  Ax , A,' , A/'.... 
alle  durch  einerlei  Punkt  m,  ; die  Kegel  K,  K‘ , K"....  haben 
sämnitlich  diejenige  Ebene  Bx  gemein,  welche  durch  m und  lt>i 
geht,  und  berühren  die  Ebenen  Bx , By' , B,"....  hl  denjenigen 
Strahlen  m, , rn,',  mx"....,  und  folglich  die  Geraden  Ax,  Ax,  Ax”... 
in  denjenigen  Punkten  mt , mx' , mx"....  , welche  in  (E  den  Durch* 
echnittslimen  m,  in',  m"....  der  Ebene  IE  und  der  Ebenen  Bx , Bx  , 
H" ....  entsprechen. 

..  • ■,  • | ..  • 

Das  nämliche,  was  von  einem  beliebigen  Punkte  B der  Ebene 
ffi  gilt,  muss  nun  auch  von  einem  jeden  Punkte  der  Ebene  SEt 
gelten,  d.  h.  alle  von  ihm  ausgehende  Ebenen  unseres  Systems 
umhüllen  einen  Kegel  Kx  zweiten  Grades , welcher  auch  die  Ebene 
tEt  berührt,  und  säinmtliche  Beriihrungslinien  dieser  Ebene  und 
der  verschiedenen  Kegel  Kx,  Kx' , hx"....  gehen  durch  einerlei 
Punkt  u.  s.  w. 

Ist  2(  irgend  eine  Berührungsebene  eines  der  Kefpl  K,  K', 
welche  einen  Punkt  der  Ebene  IE  zum  Scheitel  haben, 
und  hat  2t  mit  iE  die  Gerade  a , mit  (Ei  die  Gerade  ax  gemein,  so 
liegt  der  Pol  at  von  u auf  2(  und  also  auch  auf  und  demnach 
der  Pol  a von  u,  auf  der  Geraden  a.  Die  Ebene  21  gehört  also 
nicht  nur  einem  Kegel , dessen  Scheitel  auf  St  liegt,  sondern  nuch 
entern  Kegel«  dessen  Scheitel  auf  (Ei  liegt,  an,  und  man  erhält 
also  keine  zwei  besonderen  Systeme  von  Ebenen,  jenachdem  man 
die  Punkte  von  (E  oder  die  Punkte  von  (Ei  mit  deren  Polaren  in 
(Ei,  (E  durch  Ebenen  verbindet.  Ferner  müssen  die  beiden  Kegel. 
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deren  Scheitel  die  Punkte  ft;  fl,  sind,  die  Ebene  2t  läng»  dersel- 
ben Geraden  flfl,  berühren. 

Liegt  der  Punkt  B auf  der  Durcbechnittsliriie  (/,#)  von  (E,  t£,, 
so  fällt  die  Ebene  Bx  mit  £E,  zusammen,  und  der  Kegel  K berührt 
die  Ebenen  Ü,  CE,  in  denjenigen  Geraden,  welche  den  Puukt  B 
mit  den  Polen  von  fx  unu  n verbinden.  Pie  Berührungsebenen 
2t,  £>,  <L , £>....  dieses  Kegels  mögen  die  iE , CE,  in  den  Geraden 

a,  b,  c,  d....  und  bx,  c, , dl....  schneiden;  es  seien  a,,b|,Ci, 
0X....  und  «,  b,  C,  D,...  die  Pole  dieser  Geraden;  so  bilden  a,  b, 
c,  d....  und  a, , bx,  c, , </,....  zwei  proj.  Strahlbüschel  ß,  /?, , und 
die  Punkte  a,  b,  c,  0....  eine  Gerade  A , welche  mit  Bx ; und 
die  Punkte  fl,,  b, , c^,  0,....  eine  Gerade  Ax,  welche  mit  B pro- 
jektivisch  ist;  also  ist  auch 

b,  c,  Ö....)  = Ax  (fl, , b, , f, , ö, ....). 

Aber  «ft, , bb, , ec,,  ÖÖ,....  sind  die  Geraden,  in  welchen  die  Ebe- 
nen 2l,  23,  C,  2>....  von  je  zwei  Kegeln,  deren  Scheitel  fl,  a, ; 

b,  bj ; c,  c, ; D,  ö,....  sind,  berührt  werden;  folglich  bilden  alle 
diese  Geraden,  da  sie  die  A,  Ax  projektivisch  schneiden,  nebst 
A , A{  ein  einfaches  Hyperboloid. 

Endlich  denke  man  sich  irgend  einen  beliebig  im  Raume  lie- 
genden Punkt  D;  so  ist  derselbe  der  gemeinschaftlirhe  Mittel- 
punkt zweier  reciproker  räumlicher  Strahlbüschel  I),  Dl  , deren 
entsprechende  Elementenpanre  nach  den  entsprechenden  Elemen- 
tenpaaren  der  Ebenen  <6 , iE,  gerichtet  sind.  Jede  Ebene  von  D, 
weiche  ihre  Polare  von  Dx  enthält,  verbindet  zwei  entsprechende 
Elemente  von  CE,  CE,  und  gehört  also  zu  dem  in  Rede  stehenden 
System  von  Ebenen;  und  wenn  in  D,  i>,  keine  solche  Ebene 
existirt,  so  geht  auch  keine  Ebene  jenes  Systems  durch  den  Punkt 
/>.  Geht  man  nun  auf  die  Satze  5.  und  IS.  zurück  und  trägt  das 
dort  von  Punkten  und  Strahlen  Gesagte  auf  deren  Polaren  über, 
wozu  man  offenbar  berechtigt  ist,  so  sieht  man.  dass  unser  System 
von  Ebenen  mit  einem  beliebigen  Punkte  D des  Raumes  entwe- 
der keine  oder  nur  eine  oder  unzählige  Ebenen  gemein  habe,  und 
dass  diese  letzteren  entweder  einen  Kegel  des  zweiten  Grades 
umhüllen  oder  zwei  Ebenenbüschel  oder  nur  einen  Ebenenbüschel 
bilden. 


Erklärung.  . ; 

Jedes  System  von  Ebenen,  welches  mit  einem  beliebigen 
Punkte  im  Raume  im  Allgemeinen  eine,  einen  Kegel  zweiten 
Grades  umhüllende  Schaar  von  Ebenen  und  folglich  mit  einer  be- 
liebigen Geraden  im  Raume  im  Allgemeinen  höchstens  zwei  Ebe- 
nen gemein  hat , wird  eine  Fläche  der  zweiten  Klasse  genannt; 
jene  Ebenen  selbst  heissen  Berührungsebenen  dieser  Fläche; 
eine  jede  Gerade,  durch  welche  unzählige  solche  Ebenen  gehen, 
wird  ein  Strahl,  und  jeder  Punkt,  durch  welchen  nur  eine  solche 
Ebene  geht  oder  in  welchem  zwei  Strahlen  der  Fläche  sich 
schneiden,  ein  Punkt  der  Fläche  genannt. 

i.i 
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Lehrt 

a)  Zwei  beliebig  im  Raume 
liegende  reciproke  räum- 
liche Strahl  husch  el  I),  Dl 
erzeugen  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung,  welche 
auch  durch  ihre  Mittel- 
punkte geht;  nämlich  die 
Durchschnittspunkte  aller 
Strahlen  des  einen  und 
ihrer  Polaren  im  anderen 
liegen  in  einer  solchen 
Fläche;  und  zwar  wird  die- 
selbe in  den  Mittelpunk- 
ten der  Strahlhüschel  von 
denjenigen  Ebenen  berührt, 
deren  Polaren  im  gemein- 
schaftlichen Strahle  der- 
selben vereinigt  sind. 

Ij)  Man  erhält  nur  eine 
solche  Fläche,  man  mag 
nun  die  Strahlen  des  einen 
S trahlbüschels  oder  die  des 
anderen  auf  ihre  Polaren 
beziehen- 

c)  DieFläche  wird  in  jedem 
i hrer  Punkte  von  der  ßurch- 
schnittslinie  derjenigen 
zwei  Ebenen  der  räumli- 
chen Strahlhüschel  berührt, 
deren  P ol aren  nach  d i esem 
Dünkte  gehe n. 

d)  Alle  diese  Du rchschnitts- 
linien,  deren  Berührungs- 
punkte einer  den  b ei d e n 
Strahlbüscheln  gemein- 
schaftlichen Ebene  ange- 
boren, bilden  ein  einfaches 
Hyperboloid. 

Nun  lässt  sich  aber  auch  um 


L e h r s 

Alle  Flächen  der  zw  eiten 
Ordnung  sich  durch  reci- 
proke Strahlbüschel,  und 
zwar  auf  un zäh lige  Weisen 
erzeugen  lassen. 


atz  30. 

a)  Zwei  beliebig  im  Raume 
liege ndereciproke  Ebenen 
t£,  erzeugen  eine  Fläche 
der  zweiten  Klasse,  welche 
auch  diese  Ebenen  seihst 
zu  Berührungsebenen  hat; 
nämlich  die  V erbin  d u ngs- 
e heuen  aller  Punkte  der 
einen  Ebene  mit  ihren  Po- 
laren in  der  anderen  um- 
hüllen eine  solche  Fläche; 
und  zwar  berührt  dieselbe 
die  Ebenen  <£,  f£,  in  den- 
jenigen zwei  Punkten,  de- 
ren Polaren  sich  in  der 
Durchschnitts  linie  beider 
Ebenen  vereinigen. 

b)  Man  erhält  nur  eine 
solche  Fläche,  man  mag 
nun  die  Punkte  der  einen 
Ebene  oder  di“  der  ande- 
ren mit  ihren  Polaren  ver- 
binden. 

c)  In  jeder  Berührungs- 
ebene der  Fläche  geht  die 
Verbindungslinie  derjeni- 
gen zwei  Punkte  der  Ebe- 
nen ®,  fS, , deren  Polaren 
die  Durchschnittslinien  die- 
ser Ebenen  und  jener  Be- 
rühru ngsebene  sind,  durch 
einen  Punkt  der  Fläche. 

d)  Alle  diese  Verbindungs- 
iinien,  welche  den  durch 
einen  gemeiuseba  ft li che  n 
Punkt  der  Ebenen  ffi , 
gehenden  Berüh rungselie- 
iien  angeboren,  bilden  ein 
eiufaches  Hyperboloid. 

gekehrt  zeigen,  dass 
atz  31 . 

Alle  Flächen  der  zw  eiten 
K lasse  sich  durch  reciproke 
Ebenen,  und  zwar  auf  mn 
zäh  lige  Weisen  erzeugen 
lassen. 
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Beweis  (links,).  Denn  ist  irgend  eine  Fläche  F der  zweiten 
Ordnung  gegeben,  so  kann  man  drei  Punkte  D,  Dlt  8 derselben 
beliebig  auswählen  und  durch  zwei  dieser  Punkte,  i.  • R.  durch 
Di  und  s,  zwei  Ebenen  Mk,  ' legen,  welche  F in  zwei  Kegel- 
schnitten K,  K'  schneiden,  und  sofort  durch  den  dritten  Punkt 
D und  den  Punkt  8 eine  beliebige  dritte  Ebene  (tfrf'),  welche  den 
Kegelschnitt  K zum  zweltenmale  im  Punkte  B,  und  den  Kegel- 
schnitt K'  im  Punkte  K schneidet.  Vom  Punkte  Dk  atis  denke 
man  sich  nach  den  Sä  mm  fliehen  Punkten  s,  a,  b,  c,  0....  des 
Kegelschnittes  K die  Strahlen  , ak,  b, , c, , dl.... , und  nach  den 
sninmtlichen  Punkten  s'  (d.  h.  8),  ß'.  b',  c',  6'....  des  Kegelschnit- 
tes K'  die  Strahlen  sL'  (oder  sk),  a ,',  b.' , ck,  d^  ....  gezogen;  so 
bilden  diese  Strahlen  zwei  ebene  Strahllnischel  /?, , B/ , deren 
Mittelpunkte  in  Dk  liegen;  ferner  denke  man  sich  vom  Punkte  D 
nach  den  Punkten  B,  B'  die  Geraden  21,  21' gezogen,  und  einmal 
durch  21  und  die  Punkte  s,  ft,  b,  c,  ö....  die  Ebenen  a,  a,  ß,  y, 
S..„,  welche  die  Ebene  A/,  in  den  Geraden  x,a,  b,  c,  d....  schnei- 
den, sodann  durch  21'  und  die  Punkte  a'  , «',  b'1,  c',  ö'....  die  Ebe- 
nen a'  (oder  a),  a',  ß',  y' , S' ....  gelegt,  welche  die  Ebene  Mk  m 
den  Geraden  *',  a' , b' , c',  d' ....  schneiden;  so  bilden  die  genann- 
ten Ebenen  zwei  Ebenenhüschel  2t,  21'  und  die  neuen  Geraden 
zwei  ebene  Straldhüschcl  B,  B',  und  zwar  ist: 

Bl(sl,al,b1,cl,dl...)  = B (i,  a,  b,  c,  d.  ,.)=2t(o,  a,ß,  y,  S...) 

und 


®i'(Vr  ax'>  V.  «M  «VvO  =#  (*'. *'.c',  d'...)= 2t'  («',  ct',  ß',  /,  d'...) ; 


also  auch 

• * . < / . • * 

Bl(sl,al,/>1,cl,dl...)  — ‘2l(o,a,  ß,y,d...) 
und  > i 

Bi ' (*i',  fl',  f'i c/>  d1'...)  = 2t'  (0',  a', /?',/,  d'...). 

'Betrachtet  man  nun  die  Punkte  D,  Dk  als  die  Mittelpunkte 
zweier  räumlichen  Strahlbüschel  D,  Dk,  so  hat  man  in  dem  einen 
zwei  Ebenenbüschel  2t , 2t'  und  in  dem  anderen  zwei  ebene  Strahl- 
bfischel  Bt , Bi  , welche  bezüglich  mit  den  ersteren  in  Ansehung 
der  Elementen  paare,  die  sich  in  den  Punkten  8,  «,  b,  c,  Ö....  und 
a',  ß' b' , C',  ö'....  der  Fläche  F schneiden,  projektivisch  sind, 
und  zvtar  entspricht  der  gemeinschaftlichen  Ebene  («ff')  von  21,  2t' 
der  gemeinschaftliche  Strahl  (sks, ')  von  Bt  , BL'.  Also  darf  man 
festsetzen:  die  räumlichen  Strahlbüschel  D,  />,  sollen  rcciprok, 
und  zwar  die  Elementenpaare  21  und  Mk,  21'  und  A/,';  ff,  ct,  ß, 
y,  $....  und  st,  a , , bk,  ck,  r/j  — ; <j',  cd,  ß',  y' , 6'....  und  a,', 
bi',  Ci',  di'....  sollen  entsprechende  Elementenpaare  von  D,  Dk 
selber  sein.  Aber,  kraft  des  vorigen  Satzes,  erzeugen  diese 
Strahlbüschel  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  F' , welche  durch  die 
Punkte  D,  />,  und  durch  sämmtliche  Punkte  B,  a,  ß,  b,  c,  0...., 
B,  ß',  b',  c',  ö'....  der  Kegelschnitte  K,  K'  geht;  ist  also  C ein 
beliebiger  Punkt  der  Fläche  F' , so  kann  man  sich  durch  die 
Punkte  I)  und  ff  allemal  eine  Ebene  gelegt  deuken,  welche  die 
Kegelschnitte  K,  K!  in  zwei  Punktenpaaren  m,  n;  m',  n'  schnei- 
det, und  da  nun  dio  beiden  Kegelschnitte,  welche  dksse  £bene 
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mit  den  Flächen  F,  F'  gemein  hat,  durch  die  nämlichen  fünf 
Punkte  D,  m,  n,  m',  n'  gehen,  also  zusummenfnllen,  so  muss 
auch  der  dem  einen  angohiirige  Punkt  ff  auf  dem  anderen  und  so- 
mit auf  der  Fläche  F liegen ; folglich  die  durch  die  reciproken 
Strahlbfischel  /),  1\  erzeugte  Fläche  F'  mit  der  gegebenen 
Fläche  F identisch  sein,  w.  z.  b.  w. 

Der  Beweis  der  rechten  Seite  wird  auf  ähnliche  Weise  geführt, 
und  man  ist  also  nun  berechtigt,  die  allgemeine  Einteilung  und 
die  Eigenschaften  der  durch  reciproke  Gebilde  erzeugten  Flächen 
des  zweiten  Grades  als  die  der  säuuntlichen  Flächen  dieses  Gra-, 
des  auszusprechen.  Unter  anderen  leuchten  nun  folgende  zwei 
Sätze  ein; 

..  , ‘ . > I . 

Lehrsatz  32. 

Eine  Fläche  der  zweiten  An  eine  Fläche  der  zwei- 
Ordnung  hat  mit  einer  he-  ten  Klasse  gehen  von  einem 
liebigen  Ebene  im  Raume  beliebigen  Punkte  im  Rau- 
entweder  keinen  oder  nur  me  entweder  kein e oder  nur 
einen  oder  unzähligePunkte  eine  oder  unzählige  Berüh- 
gemein,  unddiese letzteren  rungsebenen,  und  diese 
bilden  entweder  einen  Ke-  letzteren  umhüllen  entwe- 
gelschnitt  oder  zwei  Gera-  der  einen  Kegel  des  zwei- 
rade  oder  nur  eine  einzige  ten  Grades  oder  bilden 
Gerade.  l:  zwei  Ebeaeobügchel  oder 

nureiuen  einzigen  Ebenen- 
. i > | ■ | büscbel. 

• i ....  . • r 

Lehrsatz  33. 

Ist  irgend  eine  Fläche  der  Ist  irgend  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  gegeben,  zweiten  Klasse  gegeben^ 
so  darf  man  vier  Punkte  D,  so  darf  man  vier  Beruh-; 
DX,B,  o derselben  beliebig  rungsebenen  tE,  (Ej,  25,  <tt 
auswähle  ii  und,  nachdem  derselben  beliebig  aus-' 
man  zwei  dieser  Punkte,  wählen  und.  wenn  A, 

*.  B . D,  I) j,  bezüglich  mit  die  Durchscttnittslinien,  s 
B und  s durch  zwei  Gerade  und  m,  die  D urchsch n itts- 
3t  und  ^ und  mit  beiden  punkte  zweier  dieser  Ebc- 
Punkten  B,  8 durch  zwei  neu,  z.  B.  tE,  £E, , und  bezug- 
Ebenen  o ii nd  TW,  verbunden  lieh  d er, «in z e I nen  Ebenen 
hat,  festsetzen:  die  Punkte  25,  o und  wieder  beider 
D,  Z),  sollen  die  Mittel-  Ebenen  25,  a zugleich  her 
punkte  zweier  reciproker  zeichnen,  festsetzen  : : di^ 
räumlicher  S trahlbiisch el,  Ebenen  fE,  £Ej  sollen  rec'lr 
welche  die  gegebene  Fläche  prok  sein  und  die  gegebene 
erzeugen,  und  die  Ebenen  Fläche  erzeugen,  und  zwar 
«und  sollen  die  Pola-  sollen  die  Punkte  8 und  m| 
ren  der  Strahlen  ij  und  21  die  Pole  der  Geraden 
sein.  , und  A in  diesen  Ebenen 

sein. 

« * .,!**  . ' . , * * 

• .•  • • • i ••  .•  . w . 
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§•  * 

Klassifikation  der  Flächen  der  zweiten  Ordnung  und 

Klasse. 

I.  Z»vei  reciproke  räumliche  Strahlbüschel  D,  Dy  mögen  ganz 
beliebig  im  Räume  liegen;  es  sei  2t,  ihr  gemeinschaftlicher  Strahl ; 
“i  > ßi  ’ Yi * 8t....  ihre  gemeinschaftlichen  Ebenen;  a,  b,  c,  d.... 
die  den  letzteren  in  D entsprechenden  Strahlen,  und  a, , by , c„ 
dt....  diejenigen  Strahlen,  in  welchen  die  Ebene  der  a,  b,  c,  d...., 
oder  die  Polare  von  TI, , von  den  Ebenen  , /3, , y,  , d,....  ge- 
schnitten wird;  so  bilden  n,  b,  c,  «?....  und  o,,  6,,  e, , dt.... 
zwei  concentrische  ebene  Strahlbüschel  B,  Bl ; a, , ßi>  Yi>  8y... 
einen  Ebcnenbüschel  21, , und  es  ist 

B(a,b,c,d....)  = 21,  (», , ßy s Yi  > (at,  by,  Cy,  <2, ...), 

also 

ß(a,b, c,  d....)  = Bx  (o, , 2/, , c, , v 

Es  sind  nun,  nach  Archiv  Thl.  IV.  S.  252.,  drei  und  zwar  nur 
drei  Fälle  denkbar:  n)  Entweder  besitzen  die  concentrischen 
proj.  ebenen  Strahlbüschel  B,  By  zwei,  oder  b)  nur  einen  oder 
c)  keinen  Strahl,  in  welchem  sich  entsprechende  Strahlen  verei- 
nigen, oder  mit  anderen  Worten:  Von  den  Ebenen  alt  ßlf  y,,  St... 
gehen  entweder  zwei,  oder  nur  eine  oder  keine  durch  ihre  Polare 
in?/).  Geht  aber  irgend  eine  jener  Ebenen,  z.  B.  er, , durch  ihre 
Polare  n,  und  man  rechnet  dieselbe  jetzt  zu/),  so  muss  ihre  Po- 
lare in  Dy  gleichfalls  auf  a, , d.  h.  auf  dieser  Ebene  liegen. 

u)  Es  seien  in  Taf.  V.  Fig.  5.  DM  Dy  und  DM'  D,  zwei,  den  Strahl- 
büscheln D,  Dt  gemeinschaftliche  Ebenen,  welche  durch  ihre  Po- 
laren DM,  D,M  und  DM' , Dy M'  gehen.  Da  allen  Ebenen  a,  ß, 
y,  8....,  welche  z.  B.  durch  DM  gehen,  lauter  Strahlen  von  /)„ 
die  in  der  Ebene  DM  Dy  liegen,  entsprechen  müssen,  so  gehören 
alle  Punkte  der  Geraden  DM,  und  ebenso  auch  die  der  Geraden 
DyM,  DM',  f)y M' , zu  der  durch  D,  D , erzeugten  Fläche  F. 
Es  sei  nun  DMb  oder  B irgend  eine  durch  DM  gehende  Ebene, 
welche  die  Ebene  DM' Dy  in  der  Geraden  Db  oder  b schneidet, 
und  ps  seien  n,  c,  d...  sämmtliche  übrigen  in  B liegenden  Strah- 
len von  D;  DyBy  oder  21,  sei  die  auf  DMDx  liegende  Polare  der 
Ebene  B.  welche  DM  in  By  schneidet,  und  ßy,  y„  8,....  die 
Polaren  der  Strahlen  a,  b , c,  d....,  welche  einen  Ebenenbüschel 
2f,  bilden  und  die  Ebene  B in  den  Geraden  at,  by,  c, , dy....,  so 
wie  die  Strahlen  a,  b,  c,  d....  in  den  Punkten  «,  b,  £,  0....  schnei- 
den ; so  ist 

B(a,b,c,d....)— 2(,  (er, , ßi , Yi > 8x...)=By  («, , 6, , c,,  dy...), 

also 

B{a,b,c,d....)=By  (a, , 6, , c, , rf, ....). 

Aber  dem  Strahle  DM  von  B entspricht  in  2fx  die  Ebene  DMDt 
und  folglich  in  By  ein  mit  DM  vereinigter  Strahl;  also  sind  die 
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ebenen  Strahlbfischel  B,  B1  perspektivisch,  <i.  h.  siimmtliche 
Punkte  a,  b,  C,ö....  — Punkte,  welche  der  Fläche  F ansehören  — 
liegen  in  einer  Geraden  A ; uud  da  die  Polare  des  Strahles  b 
durch  0,2?,  und  durch  DyM'  gehen  muss,  also  mit  der  Ebene 
2>, M' Bt  einerlei  ist,  so  gehört  der  Punkt  b der  Geraden  Dy M' 
an,  oder  die  Gerade  A begegnet  den  Linien  DM  und  ü,  M'  zugleich. 

Die  Fläche  F wird  also  von  allen  Ebenen,  welche  durch  eine 
der  vier  Linien  DM,  Dt M.  DM',  DyM',  z.  ß.  durch  DM,  gehen, 
in  lauter  geraden  Linien  geschnitten , zu  denen  auch  DM'  und 
/>, M gehören,  und  alle  diese  Linien  treffen  auch  die  Linien  DlM'. 

Es  seien  nun  in  Taf.  V.  Fig.  <i.  Daa, , /Jbb, , DcCy , 2>ÖÖ,....  oder 
et,  ß,  y,  S....  sämmtliche  durch  DM  gehende  Ebenen , welche  einen 
Ebenenlmsehel  21  bilden;  A , B,  C,  D.„.  die  in  denselben  und 
in  der  Fläche  F liegenden  Geraden;  at,  ß^,  ylt  <5, ....  die  durch 
DyM'  und  dieselben  Geraden  gehenden  Ebenen,  welche  einen 
Ebenenbi'isehcl  21,  bilden  ; und  eine  den  Strahlbiischeln  D,  Dt 
gemeinschaftliche  Ebene,  welche  weder  mit  DMDl  noch  mit 
DM' Dy  identisch  ist,  schneide  die  Geraden  A , B,  6,  /)....  in 
den  Punkten  a',  b',  c',  0'....;  so  liegen  diese  Punkte  in  einem 
Kegelschnitte  (oder  in  einer  Geraden),  indem  sie  der  Fläche  F 
angehören,  und  verbindet  man  dieselben  mit  D,  Dy  durch  die 
Strahlen  a,  b,  c,  d....;  «, , b,  , c, , d,.... , so  bilden  die  letzteren 
zwei  projektivische  ebene  Stranlhilschel , von  denen  der  eine  mit 
dem  Ebenenbüschel  21 , der  andere  mit  dem  Ebenenbüschet  21, 
perspektivisch  ist;  also  ist 

3C  (a>  ß,  y,  S... o = 31»  (o, , ßy , y, , Sy...,). 

Da  nun  die  Achsen  DM,  Dy  M'  dieser  Ebenenbüschel  sich  nicht 
schneiden,  so  folgt  aus  dem  letzteren,  dass  die  sämmtlichen  Ge- 
raden A,  B,  C,  D.„.  die  eine  Schaar  der  Geraden  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  bilden , zu  dessen  anderer  Schaar  DM  und 
DyM'  gehören;  d.  h.  die  Fläche  F ist  im  Falle  a)  ein  einfaches 
Hyperboloid. 

b)  Gibt  es  nur  einen  Strahl  DM  und  DyM,  welcher  auf  sei- 
ner Polare  DM  Dy  liegt,  so  zeigt  man,  wie  vorhin,  dass  jede 
Ebene  B,  welche  durch  DM  (oder  DyM)  geht,  die  Fläche  F in 
einer  Geraden  A schneidet.  Ist  nun  /?,  die  durch  den  Punkt  Dy 
und  die  Gerade  A gehende  Ebene,  so  muss,  eben  weil  A eine 
der  Fläche  F angehörige  Gerade  ist,  "von  allen  Strahlen  in  der 
Ebene  By  einer  auf  seiner  Polare  liegen,  also,  da  DyM  der  ein- 
zige derartige  Strahl  ist,  mit  diesem  zusammenfallen.  Die  Gerade 
A trifft  also  die  beiden  Geraden  DM  und  DyM,  geht  demnach, 
da  sie  nicht  in  die  Ebene  DMD,  lallt,  durch  den  Punkt  M.  So- 
mit schneiden  alle  durch  DM  und  DyM  gelegten  Ebenen  die  Fläche 
F in  geraden  Linien,  welche  durch  einerlei  Punkt  M gehen,  und 
weil  jede  von  DMD i verschiedene,,  den  Strahlbüscheln  D,  Dy 
gemeinschaftliche  Ebene  die  Fläche  F in  einem  Kegelschnitte 
schneidet,  so  ist  diese  Fläche  im  Falle  b)  ein  Kegel  des  zwei- 
ten Grades. 

c)  Enthielte  in  diesem  dritten  Falle  die  Fläche  F eine  gerade 
Linie,  so  würde  die  nach  dieser  letzteren  gehende  Ebene  des 
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Strahlbüschels  D oder  Dt  einen  Strahl  enthalten  müssen  , »reicher 
auf  seiner  Polare  liegt,  was  gegen  die  Voraussetzung  streitet. 

.\  Auf  die  so  eben  betrachteten  drei  Fälle  und  die  denselben 
entsprechenden  drei  Hauptgattungcn  von  Flachen  der  zweiten 
Ordnung  kommt  man  zurück,  »vcnn  man  von  der  Art  des  Schnit- 
tes einer  beliebigen  Ebene  (&  mit  der  Fläche  F ausgeht.  Besteht 
nämlich  I)  dieser  Schnitt  aus  z»vei  Geraden  (AAX)  uud  (A'AX'), 
so  sind  in  den  mit  iE  vereinigten  z»vei  reciproken  Ebenen  iE,  iEi 
die  Pole  dieser  Geraden  ein  einziges  Paar  Punkte  (#,  B)  und 
(Bx  B1),  welche  mit  dem  Durchschnitte  jener  Geraden  in  einer 
geraden  Linie  S liegen;  und  jedem  Punkte  der  ersteren,  z.  B. 
von  A,  entspricht  ein  durch  ihn  selbst  gehender  Strahl  von  Bx> 
sowie  demselben  Punkte,  insofern  er  zu  Ax  gezahlt  wird,  ein 
durch  ihn  selbst  gehender  Strahl  von  B.  Legt  man  nun  durch  die 
Gerade  DDX  und  den  Punkt  (BBX)  eine  Ebene,  welche  (AAX)  in 
tn,  (A'AX’)  in  m,  schneidet,  so  ist  die  Polare  dieser  Ebene,  In- 
sofern sie  zu  D gebürt , der  nach  m,  gehende  Strahl  von  I) , , und 
die  Polare  derselben  Ebene,  insofern  sie  zu  Dx  gehört,  der  nach 
m gehende  Strahl  .von  D.  Die  Polaren  dieser  Ebene  liegen  also 
auf  ihr  selbst  und  das  nämliche  gilt  von  der  durch  DDX  und 
(B'B,‘)  gelegten  Ebene.  Jenachdem  also  die  Gerade  S mit  der 
Geraden  DDX  in  einerlei  Ebene  liegt  oder  nicht,  ist  der  Fall  0) 
oder  <*)  vorhanden.  . ...... 

Ist  2)  der  Schnitt  von  F uml  IE  unreine  einzige  Gerade  (AAX), 
so  hat  dieselbe  in  den  mit  (E  vereinigten  reciproken  Ebenen  nur 
einen  Pol  (BXB),  und  ein  jeder  Strahl  des  letzteren  nur  einen  auf 
ihm  seihst  und  auf  (AAX)  liegenden  Pol.  Die  Polaren  derjenigen 
Ebene  also,  »velche  durch  UDX  und  (BBA  gelegt  wird,  genen 
nach  dem  Durchschnitte  dieser  Ebene  und  der  Geraden  (A  /!,)  und 
liegen  also  auf  ihr  selber.  Gäbe  es  nun  eine  zweite  durch  DI\ 

Sehende  Ebene,  deren  Polaren  auf  ihr  selber  liegen,  so  würde  in 
en  Ebenen  tE,  ftx  die  Durchschnittslinie  der  letzteren  und  jener 
Ebene  die  Polare  eines  auf  ihr  liegenden  Punktes  sein,  also  durch 
den  Pankt  ( BBX ) gehen;  diese  zweite  Ebene  »»ürde  also  in  drtr 
That  von  der  ersteren  nicht  verschieden  sein.  Der  ln  Rede 


stehende  Fall  ist  also  mit  dem  früheren  b)  identisch. 

3)  Hat  die  Ebene  IE  nur  einen  Punkt  jß  mit  F gemein,  so 
hat  dieser  j Punkt  in  den  mit  tE  vereinigten  reciproken'  Ebenen 
pur  eine  einzige  Polare  A.  Existirte  nun  eine  Ebene  BMÜX, 
welche  ihre  Polaren  DM , DXM  enthielte,  so  würden  diese,  letzte- 
ren beide  durch  den  Punkt  B,  und  die  Ebene  selbst  durch  die 
Gerade  A geben  müssen,  und  es  könnte  wenigstens  keine  zweite 
solche  Ebene  existiren.  Es  ist  also  dieser  Fall  mit  b)  oder  c) 
identisch,  jenachdem  die  Geraden  1)DX  und  A in  einerlei  Ebene 
liegen-  oder  nicht.  ' ■ .n  . , ,i 

Fj  Ist  der  Schnitt  der  Ebene  fiE  und  der  Fläche  F ein  Kegel- 
schnitt, so  kann  jeder  der  Fälle  a),  .b),  c)  stattfinden. 

,-JH.  - Sind  andererseits  IE,  tEi  irgend  z»vei  reciproke  Ebenen 
im  Raume;  Ax  der  Durchschnitt  beider;  «i,  , c, , Öj,.-,  die 

Punkte  von  Ax;  a,  b,  c,  d....  die  in  (E  liegenden  Polaren  dieser 
Punkte,  »velche  einen  Strahlbüschel  B bilden,  und  </,  ,A,  ci>  d,.„ 
die  Strahlen  eines  mit  B concen frischen  Strahlbüschels  Bx , »vClcne 
nach  jenen  Punkten  gehen;  so  Ist  1 " 
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B(a,b,c,d....)=  Al(Ot,  b, , c, , 0,....)==ßi'(a, , A, , e,,  dt 
also  ,, 

! ß(a,  b,  e,d....)  = B,  (u, , 6, , c, , 

. C -.io  f! 

Entweder  nun  besitzen  die  Strahlbüschei  ß,  B,  d)  nvel,  oder 
b)  nur  einen,  oder  c)  keinen  Strahl,  in  welchem  sich  entspre- 
chende vereinigen,  d.  h.  von  den  Punkten  ö,,  b, , c, , ö, liegen 

entweder  zwei,  oder  nur  einer,  oder  keiner  auf  seiner  Polare. 
Liegt  aber  irgend  ein  Punkt  von  Al  auf  seiner  Polare  in  JE,  so 
liegt  er  auch  auf  seiner  Polare  in  JE,. 

VV)]i  VT  I**  ■ . !|..)||*>-  * * | » 

n)  Es  Selen  tri,  iri'  zwei  Punkte  der  Geraden  A, , welche  auf 
ihren  Polaren  m,  tn'  in  iE,  und  m, , m, ' in  JE,  liegen.  Da  allen 
Punkten  der  Linie  tu  solche  Gerade  in  iE,  entsprechen , weiche 
durch  den  Punkt  m gehen,  so  sind  alle  Ebenen,  welche  durch 
m gehen,  und  desgleichen  alle,  yvelche  durch  nt,,  rn',  m,'  gehen, 
Berüh rungsebenen  der  Fläche  F,  die  durch  iE,  CE,  erzeugt  wird. 

Es  sei  nun  ß irgend  ein  Punkt  vön  m,  welcher  mit  dem 
Punkte  m'  die  Linie  h gemein  hat;  u,  c,  d....  beliebige  andere 
Strahlen  von  B;  Al  die  (vom  Durchschnitte  der  iE,  iE,  jetzt  zu 
unterscheidende)  Polare  des  Punktes  B in  iE, . und  6,  , b, , t,.  £>,... 
die  Pole  von  a,  b,  c,  d....,  welche  mit  dem  Punkte  B die  Gera- 
den Oj,  6,,  c, , tf,....  und  mit  den  Geraden  a,  b,  c,  d....  die  Ebe- 
nen a,  ß,  y,  gemein  haben;  so  ist 


B ( a , b,  c,  d....) — -I,  (a, , b, , C, , £>, ....) = F,  (o, , 6, , c, , ,/, ....) , 

•>  . . , ,|i  ..!  , -i  hst,.,  i;  I : i ! 

also  i i,*.  tu  > i i . : O iti  ; 

B(a,b,  c,  d....)=zßl  (ax , 6,,>,,  <&,-•)■ 

Aber  dem  Strahle  m von  B entspricht  in  iE,  der  Punkt  tri,  und 
somit  in  B,  ein  mit  m vereinigter  Strahl ; also  liegen  die  concen- 
trischen  ebenen  Strahlbfischel  B,  B,  perspektivisch,  d.  h.  säiftmt- 
Uche  Ebenen  a,  ß,  y,  S....  oder  die  ßerflhnriigscbenen  von  F, 
welche  durch  den  Punkt  B gehen,  schneiden  sich  in  einer  Gera- 
den H,  welche  auch  der  Geraden  tn  begegnet;  und  da  dem  Strahle 
b ein  auf  m,'  liegender  Punkt  entspricht*,  also  die  Ebene  ß durch 

m,*'geht,  so  begegnet  die  31  auch  der  m, 

& r»ii  j I l .i  i • ' 

i.ßmd  nun  21,23,  <£,  2) die  verschiedenen,  durch  sämmtliche 

Punkte  B von  m erhaltenen  Geraden , und  legt  man  durch  diesel- 
ben und  einen  beliebigen  Punkt,  z.  ß.  durch  einen,  den  Ebenen 
£E,  IE,  gemeinschaftlichen  Punkt  (BB,),  die  Ebenen  ct,  ß,  y,  Ö...., 
welche  JE  in  a,  b,  c,  d ... ; iE,  in  n, , A, , c,,  schneiden,  so 
umhüllen  diese,  als  Uerilhrungsebenen  der  Fläche  F,  einen  Kegel 
zweiten  Grades,  rielcher  auch  fE,  CE,  berfihrt;  'also  ist 

ii»  *i**l  * «i|«M*r*ti  i.it*!»  : iv»  ■ ii'Dri  «JhjjTm  r 


*T'i> 


«in 


B{n,  b,  C,  d;.'J.j!=  Bi  (g, , A, , ; 

und  folglich  sind  auch  die  Geraden  m,  m,'  hinsichtlich  der  Punkto, 
in  denen  sie  von  31,  Z , <L , Jbi...  getroffen  werden,  nrojektivlsch ; 
d.  h.  die  Geraden  31,  Z , <E,  JD....,  wozu  auch  m!  und  rn,  gehöre«, 
durch  welche  sämmtliche  Berührungsebenen  von  F gehen , bilden 
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die  eine  Schaar,  und  m,  ro,'  gehören  zur  anderen  Schaar  Gerader 
eines  einfaohen  Hyperboloids. 

b)  Pallen,  uro  das  Räsonnement  abzukürzen,  die  Punkte  m, 
m'  zusammen,  so  schneiden  sich  die  Geraden  m,  ml ' ; und  folg- 
lich umhüllen  3,  2>,  <£.  2)....  nebst  m,  m / einen  Kegelschnitt, 
ohne  dass  jedoch  die  Ebenen  «r,  ß,  y,  8....  einen  Kegel  zweiten 
Grades  umhüllen,  indem  dieselben  nicht  durch  einerlei  Punkt 
geben. 

c)  Gibt  es  keinen  Punkt  m , so  können  auch  keine  drei  Berüh- 
rungsebenen von  F durch  eine  Gerade  gehen;  denn  sonst  würde 
der  Durchschnittspunkt  dieser  letzteren  mit  der  Ebene  IE  (oder  tE,J 
einen  Strahl  in  IE  enthalten , dessen  Pol  auf  ihm  selber  lüge. 


Auf  ähnliche  Weise,  wie  oben,  lässt  sich  ferner  darthun , dass 
wenn  die  von  einem  beliebigen  Punkte  im  Raume  an  die  Flüche  F 
gehenden  Berührungsebenen  zwei  Ebenenbüsehel  bilden,  die 
Fülle  o)  oder  b);  wenn  sie  nur  einen  Ebenenbüschel  bilden, 
bloss  der  Fall  »);  wenn  nur  eine  einzige  Berührungsebene  an  F 

Seht,  die  Fälle  b)  oder  c),  und  wenn  unzählige  Ebenen,  die  einen 
legel  zweiten  Grades  umhüllen,  alle  drei  Fälle  e),  6),  c)  statt- 
finueo  können. 

i . Durch  die  beiden  letzten  Betrachtungen  hat  sich  uns  also  nun 
folgende  ganz  allgemeine  Eintheilung  der  Flächen  der  zweiten 
Ordnung  und  Klasse  ergeben: 


Lehrsatz 

Ei  ne  jede  Fläche  der  zwei- 
ten Ordnung  ist  entweder 
ein  Kegel  des  zweiten  Gra- 
des, oder  im  Allgemeinen 
ein  einfaches  Hyperboloid, 
oder  eine  durchaus  krumm- 
linige Fläche,  welche  mit 
einer  beliebigen  Ebene 
entweder  eine nKegelschnitt 
oder  nur  einen  Punkt  oder 
keinen  Punkt  gemein  hat. 


34. 


.u.>i 


Eine  jede  Fläche  der  zwe  1- 
ten  Klasse  ist  entweder 
ein  Kegelschnitt,  durchdes- 
sen  Tangenten,  oder  im 
Allgemeinen  ein  einfaches 
Hyperboloid,  durch  dessen 
Geraden  die  Berührungs- 
ebenen der  erst  er  en  gehen, 
oder  eine  Fläch  e,  an  welche 
von  einem  beliebigen  Punkte 
des  Raumes  entweder  un- 
zählige, einen  Kegel  des 
zweiten  Grades  umhüllende 
Berührungsebenen,  oder 
nur  eine  einzige  oder  gar 
keine  gehen. 


Ein  dem  so  eben  gebrauchten  untergeordneter  Eintheiiiings- 
grund  der  Flächen  der  zweiten  Ordnung  und  Klasse  ist  derjenige, 
welcher  von  den  unendlich  entfernten  Punkten  und  Berührungsene- 
nen  hergeuoramen  wird;  doch  ist  derselbe  für  die  ersteren  bei 
Weitem  ergiebiger,  als  für  die  letzteren,  indem  hier  nur  der  eine 
Fall,  dass  die  Mittelpunkte  der  reciproken  Ebenen  IE,  unend- 
lich entfernt  sind,  und  also  eine  einzige  unendlich  entfernte  Be- 
rührtuigsebene  vorhanden  ist,  in  Betracht  kommen  kann.  — Wendet 
man  den  Lehrsatz  20.  auf  die  Strahlbüschel  D,  ö,  au,  welche 
sine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  erzeugen,  so  sieht  man  sogleich. 
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weil  jeder  Strahl,  welcher  mit  seiner  Polare  parallel  ist,  einen  un- 
endlich entfernten  Punkt  der  Fläche  F bestimmt,  da««  eine  solche 
Fläche  entweder  1)  keinen,  oder  2)  nur  einen  oder  unzählige 
unendlich  entfernte  Punkte  besitzt,  und  dass  die  nach  die- 
sen Punkten  gehenden  Strahlen  eines  beliebigen  Punktes  entweder 
3)  einen  Kegel  des  zweiten  Grades  oder  4)  zwei  Ebenen, 
oder  5)  eine  einzige  Ebene  bilden.  Im  ersten  Falle,  welcher 
offenbar  bei  keiner  geradlinigen  Fläche  stattlinden  kann , heisst 
die  erzeugte  Fläche  Ellipsoid,  im  dritten  Falle,  wenn  dieselbe 
ebenfalls  keine  geraden  Linien  enthält,  elliptisches  Hyperbo- 
loid, und  im  zweiten  unter  derselben  Bedingung  elliptisches 
Paraboioid.  Der  dritte  Fall  tritt  ausserdem  beim  Kegel  ein, 
wenn  sein  Scheitel  in  endlicher  Entfernung  Hegt,  und  bei  dem 
einfachen  Hyperboloid;  und  der  zweite,  vierte  und  fünfte 
beim  Kegel,  wenn  sein  Scheitel  unendlich  entfernt,  und  seine 
Grundfläche  bezüglich  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist 
( el liptischer,  hyperbolischer,  parabolischer  Cylinder). 
Endlich  gilt  der  vierte  Fall  auch  noch  vom  hyperbolischen 
Paraboioid,  nach  dessen  unendlich  entfernten  Geraden  die  bei- 
den Ebenen  gerichtet  sind,  und  dasselbe  heisst  gleichseitig, 
wenn  diese  Ebenen  auf  einander  senkrecht  sind. 

• ••  r-  ' i r . , ' 

Lehrsatz  35.-  ■ 

Alle  Flächen  der  zweiten  Ordnung  zerfallen  in  fol- 
gende drei  Hanptgattübgen  und  deren  Artenr  1)  der 
Kegel  nebst  dem  elliptischen,  hyperbolischen  und  pa- 
rabolischen Gelinder;  2)  geradlinige  windschiefe 
Flächen,  nämlich  das  einfache  Hyperboloid  nebst  dem 
hyperbolischen  Paraboioid  ; 3)  d u rchaus  krummlinige 
Flächen,  das  Ellipsoid,  das  elliptische  Hyperboloid 
und  das  elliptische  Paraboioid. 

Eine  Aufgabe,  welche  über  die  Grenzen  dieser  Abhandlung 
hinausgeht,  ist,  zu  zeigen,  dass  jede  Fläche  der  zweiten  Klasse 
zugleich  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  ist ; und  dann  ergibt 
sieb , dass  nur  das  eliiptisebe  Paraboioid  eine  unendlich  entfernte 
Berührungsebeue  mit  einem  einzigen  Berührungspunkte,  und  nur 
der  parabolische  (’ylinder  eine  solche  Ebene  mit  einer  Berührungs- 
linie besitzt. 

Aufgabe. 

• Mittels  rgeiproker  räumlicher  Strahlbüscheleine 
Kugel  zu  erzeugen 

Auflösung.  Man  lege  zwei  reciproke  gleiche  räumliche 
Strahlbüsehel  dergestalt,  dass  jeder  Strahl  des  einen  auf  seiner 
Polare  senkrecht  steht;  so  erzeugen  dieselben,  was  unmittelbar 
cinleuchtet,  eine’ Kugel,  deren  Durchmesser  der  gemeinschaftliche 
Strahl  ist.  .... 

A u f g a b e. 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reciproker  räum- 
licher Strahlbüsehel  ein  einfaches  Hyperboloid  zu  er- 
zeugen. 

Theil  IX.  14 
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Auflösuhg.  «)  Man  wähle  einen  beliebigen  Strahl  g in  D 
und  eine  durch  denselben  gehende  Ebene  cp , suche  in  Z),  die 
‘Polare  fx  von  cp  und  die  durch  letztere  gehende  Polare  von  g, 
und  lege  nun  die  .Strahlbüsehel  D,  />,  so,  dass  die  Strahlen  g 
und  f-,  nicht  aber  die  Ebenen  cp  und  & zusammenfallen;  so  er- 
zeugen sie  ein  einfaches  Hyperboloid.,  b)  Oder  man  gebe  den 
Strahlbüscheln  eine  beliebige  Lage;  erzeugen  dieselben  nun  nicht 
:die  verlangte  Fläche,  so  drehe  man  den  einen  so  herum,  dass  die 
vereinigt  gewesenen.  Strahlen  in  entgegengesetzter  Richtung  wie- 
der Zusammenhalten;  so  entsteht  nothwendig  ein  einfaches  Hyper- 
boloid. . ‘ i . 


Beweis'  a)  ähnlich  wie  oben  ini  Falle  «)  ; A)  denn  durch 
die  Umdrehung  erhält  man  dann  nothwendig'zwei  unglelchliegende 
ebene  Strahlbüsehel  Zf,  Zf, , von  welchen  zu  Anfang  dieses  Paragra- 
phen die  Hede  war,  und  es  muss  also  der  dortige  Fall«)  elntreten. 

.(  vi  !l  il  i I . • . i ! '■  » ± + _.L  ij  Io  i!  i . / ,i  .‘l  i } i;  . i . 

u-iil  tsi  I i , . i .■  i • . • ■ i *•  .•  i;  . i .• ./  :*ib  • t!  ti 


-i  Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reciptober  räum- 
licher Strahlbüsehel  einen  Kegel  des  .Zweiten  Grades 

zu  erzeugen.  ..  , >• . hou  ul’;  ,iTi - 


Auflösung.  Man  verfahre  ebenso,  wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe; doch  lasse  man  jetzt  auch  die  Ebenen  cp  und  & zusam- 
mep  fallen,  • . . ? 

r ■»  1*  Beweis.:  Denn  dann  hat  die  Ebene  (<pxi)  mit  •1er  Flache 
nur  den  einen  Strahl  (ftg)  gemein,  eine  Eigenschaft,  welche  der 
Kegel  ausschliesslich  besitzt.  •.» 

ori . i Aufgabe. 

^'  Mittels  zweier  beliebig  gegebc  ner  recipfok  er  räum- 
licher Strahlbüschel  ein  hyperbolisches  Paraboloid  zu 

esaeugen.  . uh.  oii'jB 

. ‘ Auftöbung.  Mau  bringe  die  gegebenen  Strahlbüschel  Iti  involntb- 
flsehe  Lage  , buche  eine  Brenhenene  derselben  und  drehe  nun  den 
‘^th'cp  StranlhüSchel  dergestalt  um  seinen  Mittelpunkt,  dass  die  in 
dieser  Brennebene  vereinigten  Ebenen  vereinigt  bleiben,  und  jeder 
Strähl  derselben  einen  Winkel  von  00°  beschreibt;  so  Wird  jetzt 
ein  jeder  solche  Strahl  auf  seiner  Polare  liegen.  Wird  nun  der 
• eine  Strahlbüschel  parallel  mit  sich  selber  in  irgend  eine  Stelle 
des  Raumes  versetzt,  so  werden  alle  jene  Strahlen  mit  ihren  Po- 
lare« parallel  sein  und  folglich  unzählige*  ln  gerader  Lihie  liegende, 
unendlich  entfernte  Punkte  bestimmen,  im  Allgemeinen  also  die 
Fjäche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  sein. 

i'iiiiu'  i »oh  ! il , : -i  . - : . T 1. 1 • . : io1  !•  il  . I:  • , ; , 

vn«l!' • t '. I;i: i: : >/  u . Aufgabe,  :li H n in 

Mittels  zwelär  beliebig  )g'egebener'1recH>rokdfe  rSum- 
licher  Strahlbüschel  ein  Ellipsoid  zu  erzeugen.  ‘ '•i.il' 

Auflösung.  MaD  bringe  die  gegebenen  Strahlbüschel  in  die- 
jenige. copcentriscbe , z.  B,  igvolutoiipchq  Lage,  in  weichet  dieselben 
kplnen  Kegel  erzeugen,  und;  versetze  dann  den  einen  Strahlbüschel 
parallel  mit  sich  selber  in  irgend  eine  Stelle  des  Raumes;  so, wird 
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kein  Strahl  des  einen,  mich  <le«  anderen,  mit  seiner  Polare  paral- 
lel «ein,  die  erzeugte  Flüche  also  auch  keinen  unendlich  entfern- 
ten Punkt  enthalten  können.  Dieselbe  muss  also  ein  Ellipsoid  sein. 

Aufgabe. 

Mittels  zweier  belieb!"  gegebener  recinroker  räum- 
licher Strnhlbtischel  ein  elliptisches  Hyperboloid  zu  er- 
zeugen. 

Auflösung.  Man  bringe  die  gegebeneu  Strahlbüschcl  in  die- 
jenige coucentrische  Lage,  in  welcher  dieselben  einen  Kegei  erzeugen, 
und  versetze  jetzt,  was  immer  möglich  ist,  dun  eineu  parallel  mit 
sich  selber  und,  ohne  dass  ein  Strahl  des  Kegels  auf  seiner  Po- 
lare verharrt,  in  irgend  eine  Stelle  des  Raumes  ; so  werden  erst- 
lich alle  Strahlen  des  Kegels  jetzt  mit  ihren  Polaren  parallel  sein 
und  folglich  unzählige  unendlich  entfernte  Punkte  bestimmen,  deren 
Richtungen  mit  den  Strahlen  eines  Kegels  parallel  sind  ; zweitens 
wird  weder  ein  Strahl  jenes  Kegels,  noch  auch  irgend  ein  anderer 
Strahl  atif  seiner  Polare  liegen,  weil  ein  solcher  letzterer  vor  der 
Trennung  der  Strahlbüschel,  seine  Polare  durchschläft,  und  folg- 
lich aueb  nach  derselben  durchschneiden  muss.  Hie  erzeugte 
Fläche  kann  also  aus  dem  letzteren  0 runde  keine  geradlinige,  und 
muss  folglich  aus  dem  ersteren  ein  elliptisches  Hyperboloid  sein. 

> Aufgabe. 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reciproker  räum- 
licher Strahl biiscliel  ein  elliptisches  Paraboloid  zu  er- 
zeugen. 

° . I!  ' 

Auflösung.  Man  bringe  die  gegebenen  Strahlbüschcl  in  die- 

1 eilige  involutorische  Laue,  in  w elcher  dieselben  einen  Kegel  erzeugen, 
in  Allgemeinen  wird  nuo  eine,  auf  einem  Strahle  dieses  Kegels 
senkrechte  Ebene  denselben  in  einer  Ellipse  schneiden,  imd  dreht 
man  min  den  einen  Strahlbüschel  um  diesen  Strahl,  und  zwar  um 
einen  Winkel  von  zwei  Rechten  herum,  so  werden  die  in  jeuer 
Ebene  vereinigten  reciproken'  Ebenen,  kraft  Lehrsatz  2.,  nur  einen 
einzigen  Punkt  besitzen,  welcher  auf  seiner  Polare  liegt:  und  da- 
her auch  in  den  beiden  Strahlbüscheln  bloss  jener  eine  Strahl  auf 
seiner  Polare  liegen.  Versetzt  man  also  jetzt  den  eiuen  Strahl- 
büschel  parallel  mit  sich  selber  in  irgend  eine  andere  Stelle  des 
Raumes,  so  wird  auch  nur  ein  einziger  Strahl  mit  seiner  Polare 
parallel  sein;  die  erzeugte  Fläche  also,  weil  sie  nur  einen  unend- 
nch  entfernten  Punkt  besitzt,  im  Allgemeinen  ciu  elliptisches  Pa- 
raboloid sein  müssen. 

Aufgabe. 

Zwei  beliebig  gegebene  reciproke  räumliche  Strahl- 
büschel so  zu  legen,  dass  die  durch  dieselben  erzeugte 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  iD  der  Richtung  einer  gege- 
benen Ebene  in  lauter  Kreisen  geschnitten  werde. 

Auflösung.  Man  lege  die  gegebenen  Strahlbüschcl  D,  ö, 
involutorisch  und  Stiche  eine  Brennebene  derselben.  -Jetzt  gebe  man 
denselben,  ohne  ihre  Lage  zu  einander  zu  ändern,  eine  solche 
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Lage  im  Raume,  »lass  diese  Brennebene  mit  der  gegebenen  Hich- 
tungsebeue  parallel  laufe,  und  versetze  den  einen  Strahlbüschel, 
z.  ß.  />, , parallel  mit  sich  selber  und  so,  dass  die  Polaren  der 
Brennebene  auf  einander  liegen  bleiben,  in  irgend  eine  Stölle  des 
Raumes;  so  haben  beide  Strahlbüschel  die  geforderte  Lage. 

Beweis.  Bei  der  involutorischen  Lage  von  D,  Dx  seien  B, 
By  die  von  den  zug.  barm.  Polaren  der  Brennebene  gebildeten 
Strahlbüschel , in  welchen  also  die  zug.  Strahlenpaare  a,  ft,  ft , ; 

c,  c, ; d,  di ....  lauter  rechte  Winkel  einschliessen ; und  2t 

seien  die  vereinigten  harm.  Polaren  jener  Ebene;  ferner  seien  a, 
ß,  y,  8....  die  durch  2t  und  u,  b,  e,  </....  gehenden  Ebenen,  d.  h. 
die  harm.  Polaren  von  ax,  bx,  c, , tf, — und  ctx,  ß, , y, , d,....  die 
durch  2ti  und  a,  , bXt  cx,  rf,....  gehenden  Ebenen  oder  die  barm. 
Polaren  von  <i,  ft,  c,  d....-,  ferner" a',  b',  c',  (i....  diejenigen  Strah- 
len von  B,  welche  mit  ax,  b, , ct,  dx.... ; und  wieder  ax',  ft, c,', 
di'....  diejenigen  Strahlen  von  Bx , welche  mit  a,  b,  c,‘  d ...  ver- 
einigt sind ; endlich  ce' , ß‘ , y‘ , 8'....  die  mit  er, , ß, , y. , 8,....  ver- 
einigten Polaren  von  al' , bt' , cx' , ' ; und  ax',  ßx,.yy,  5,'.... 

die  mit  a,  ß,  y,  8....  vereinigten  Polaren  von  a',  ft',  c'  d'....  Wird 
nun  der  Strahlbüschel  Dx  auf  die  angegebene  Weise  von  D ge- 
trennt, so  bleiben  je  zwei  Ebenen  a und  ; ß und  ßxr....a'  und  c^; 
ß'  und  ßi-...  vereinigt,  und  die  Ebenen  der  Strahlbüschel  B , Bx 
und  deren  Strahlenpanre  a,  nl ' ; ft,  bx'....a',  ax ; b',bx....  werden 
mit  einander  und  der  geg.  Richtungsebene  parallel.  Ist  nun  <£  irgend 
eine  Ebene,  welche  die  erzeugte  Fläche  F in  der  geg.  Richtung 
schneidet,  so  sind  in  derselben  zwei  Ebenen  (E,  £Et  vereinigt, 
welche  in  Ansehung  der  Punkte  und  Geraden,  in  denen  sie  von 
den  entsprechenden  Elementenpaaren  der  D,  Dx  geschnitten  wer- 
den, reciprok  sind.  Aber  der  unendlich  entfernten  Geraden  von 
fE,  entspricht  in  doppeltem  Sinne  ein  und  derselbe  Punkt, 
derjenige  nämlich,  welcher  dem  gern.  Strahle  (2C2I|)  der  räumlichen 
Strahlbüschel  angehört,  und  je  zwei  zug.  Durchmesser  von  <£, 
sind  mit  je  zwei  Strahlen  a,  a,;  b.  bx....  oder  ä,  ft',  by'.... 

oder  auch  n,  a;  ft,  ft'....  parallel,  bilden  also  eine  Involution  der 
rechten  Winkel.  Folglich  sind  die  Ebenen  involutorisch, 

und  die  Linie,  in  weicher  sie  die  Fläche  F schneiden,  ist  ein 
Kreis.  Auch  sieht  man,  dass  die  Ebenen  der  Strahlbüschel  JB, 
By  zwei  parallele  Berührungsebenen  dieser  Fläche  sind. 

Zusatz.  Haben  die  geg.  Strahlbüschel  D,  Dx,  involutorisch 
gelegt,  nur  eine  einzige  Brennebene,  d.  h.  fällt  die  letztere  mit 
einer  Achsenebene  zusammen,  so  stehen  sämmtliche  Kreise,  in 
welchen  die  Fläche  F geschnitten  wird,  auf  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  senkrecht;  die  Fläche  F kann  also  durch  Rota- 
tion eines  Kegelschnittes  um  seine  Achse  erzeugt  werden,  und 
heisst  in  diesem  Falle  ein  Konoid. 

§■  5.  : 

Konstruktion  der  Flächen  des  zweiten  Grades  mittefs 
neun  gegebener  Punkte  oder  Beriihrungsebenen. 

Sind  />,  Dx,  «Q,  b0,  «o,  &o>  *o>  fo»  So»  b(,  zehD  im  Raume 
beliebig  gegebene  Punkte,  und  man  verbindet  irgend  zwei  dersel- 
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(teil,*.  H.  D,  Dy,  mit  den  acht  übrigen  durch  die  Strahlen  a,  b,  c, 
">  *>  f !/’  " und  o, , 6, , Cj , (/,,  *i>  ft  > ffis  hy  , welche  zwei  be- 
liebige, fest  im  Raume  liegende  Ebenen  <£,  fg,  bezüglich  in  den 
Punkten  a,  b,  c,  ö,  e,  f,  3,  b und  «l;  by,  c,  , ö . , c,  , f1<3l,  b, 
scnnpiaen,  so  kann  man  durch  eine  analytische  Betrachtung  ver- 
sucht werden,  festzusetzen:  die  Ebenen  (£,  i!£l  sollen  reciprok, 
nud  zwar  die  Polaren  der  Punkte  <t,  b,  C,  Ö,  e,  f,  3,  b sollen 
durch  die  Punkte  «,,  b, , C, , ö, , e, , f, , g, , b,  gehen. 

IJenn  sind  fiir  ein  beliebiges  Coordinatensystem  x,  y die  Coor- 
dioaten  eines  beliebigen  Punktes  Ton  (6 , und  lur  ein  anderes  be- 
liebiges Koordinatensystem  Xy , vy  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  von  16,,  so  ist 

(ny  + bx  f c)»/,  + (a'y  + b'x  + c')xy  + a"y + b"x  + c"= 0 

die  Gleichung  einer  Geraden  in  16, , welche  dem  beliebigen  Punkte 
(zy)  von  f£  entspricht,  und  zugleich  io  der  Form 

(a9i  + a'xi  + a")y  + (%i  + b'x 1 + b")x  + cyy  + c'xy  + c”=0 


die  Gleichung  einer  Geraden  in  16,  welche  dem 'beliebigen  Punkte 
™)  von  16,  entspricht,  und  es  ist  leiclit  zu  zeigen,  dass  alle, 
den  verschiedenen  Punkten  jener  ersteren  Geraden  entsprechenden 
Geraden  von  16  durch  einerlei  Punkt,  und  umgekehrt,  gehen,  und 
dass  jede  solche  Gerade  und  ihr  entsprechender  Strahibiischel  hin- 
sichtlich ihrer  entsnr.  Elementenpaare  projcktivisch  sein  müssen, 
uiese  Gleichung , deren  Constanten  sich  auf  acht  reduciren  lassen, 
drückt  also  dieselbe  Beziehung  der  Ebenen  lg.  16,  auf  einander 
aus,  welche  wir  mit  dem  Kamen  der  Reciprocitiit  bezeichnet  haben. 

Setzt  man  in  derselben  nun  an  die  Stelle  von  x,  y und  Xy,  yt 
nach  einander  die  Coordinaten  der  gegebenen  acht  Punktenpaare 
s und  ft,,  b und  bj,  c und  Cy , ö und  b, , e und  e, , funil  fx,  a und 
äi.b  ynd  bx,  so  erhält  man  acht  Gleichungen  mit  den  nämlichen 
acht  Constanten,  von  denen  eine  jede,  z.  B.  die  erste,  ausdrückt, 
dass  die  Polare  des  Punktes  ft  durch  den  Punkt  ft,  gehe ; und 
durch  jene  Gleichungen  sind  diese  Constanten  bestimmt. 

Hat  diess  nun  aber  seine  Richtigkeit,  und  man  denkt  sich  D, 
‘fi  als  die  Mittelpunkte  zweier  räumlichen  Strahlbüschel,  deren 
btrahlen  und  Ebenen  bezüglich  nach  den  entspr.  Elementenpaaren 
vn°  «,  IE,  gerichtet  sind,  so  sind  auch  diese  Strahlbüschei  reei- 
p™,  und  zwar  »erden  die  Strahlen  a,  b,  c,  d,  e,  f,  </,  h von 
ihr«  Polaren  in  den  Punkten  au,  b0,  c0,  öu,  c0,  f0,  aö,  b„  ge- 
scnmtten,  und  folglich  wird  die  durch  D,  Dy  erzeugte  Fläche  der 
«eiten  Ordnung  durch  die  gegebenen  zehn  beliebigen  Punkte  D, 
"i,«p....  gehen  müssen  — ein  Resultat,  welches  jenem  anderen 
analytischen  Satze  schnurstracks  widerspricht,  dass  eine  Fläche 
des  zweiten  Grades  durch  neun  Punkte,  sowie  ihre  Gleichung  durch 
neun  Constanten,  bestimmt  ist. 


Dieses  analytisch -geometrische  Paradoxon  ist  für  die  rein-geo- 
metrische Betrachtung  bereits  durch  Lehrsatz  33.  hinweggeräumt. 
JJie  analytische  Aufklärung  desselben  wird  durch  eine  vergleichende 
'-ntereuchuna;  der  Constanten  der  Gleichung  einer  Fläche  des 
weiten. Grades  und  derjenigen  Gleichung,  welche  die  Reciproci- 
•ät  zweier  räumlichen  Strahluüschel  darstellt,  sich  ergeben  müssen. 
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Im  Allgemeinen  steht  so  viel  fest,  dass  die  Aufgabe, 
durch  neun  gegebene  Punkte  eine  Fläche  des  zweiten 
Grades  zu  legepj,  auf  die  andere  zurückkommt,  um  ein 
gegebenes  n-Eck  (wo  n eine  durch  die  Natur  der  Aufgabe 
selbst  erst  zu  bestimmende  Zahl  bedeutet)  ein  anderes  n-Eck 
zu  beschreiben,  welches  mit  einem  zweiten  gegebenen 
n-Eck  reciprok  sei.  Diese  Aufgabe  aber  lässt  sich  wieder 
auf  folgende  reduciren,  welche  nichts  anderes  als  die  Verallgemei- 
nerung einer  Klasse  von  Aufgaben  ist.  die  seit  langer  Zeit  die 
Aufmerksamkeit  der  Geometer  beschäftigt  haben,  nämlich:  Um 
oder  in  ein  gegebenes  n-Eck  ein  anderes  zu  beschrei- 
ben, welches  einem  zweiten  gegebenen  n-Eck  colli- 
near  — und  insbesondere  affin,  ähnlich,  gleich,  con- 
gruent  — sei.  ' '-.Indem  ich  hiermit  Zur  Auflösung  dieser  allge- 
meinen Aufgabe  einlade,  bemerke  ich  nur  noch,  dass  dieselbe 
mittels  des  blossen  Lineals  sich  muss  ausführen  lassen,  während 
die  der  ungedeuteten  speciellercn  Aufgaben  den  Gebrauch  eines 
festen  Kreises  erfordert  ; und  dass  die  im  sechsten  Thcile  dos  Archivs 
S.  178.  behandelte  Aufgabe  ein  besonderer  Fall  derjenigen  ist: 
In  ein  gegebenes  Viereck  ein  anderes  zu  beschreiben,  das  einem 
zweiten  gegebenen  Viereck  ähnlich  sei. 

Eine  mehr  direkte,  wenn  auch  nicht  durchaus  symmetrische 
Auflösung  des  in  der  Ueberschrift  dieses  Paragraphen  genannten  Pro- 
blems wird  durch  die  folgendenden  zwei  Aufgaben  vermittelt  werden. 

• • ' 

Aufgabe.'! 

In  einer  Ebene  f£  sind  zwei  Gerade  A,  A' ; auf  der 
ersteren  ein  l*u"kt  8,  und  ausserdem  Sind  drei  Punkte 
a,  ß,  y beliebig  gegeben;  und  in  einer  zweiten  Ebene 
f£,  sind  zwei  Punkte  B,,  li\  \ eine  durch  den  ersteren 
gehende  Gerade  st  und  ausserdem  drei  Punkte  ft, 
y,  beliebig  gegeben;  man  stellt  sich  vor,  die  Ebenen 
ffi,  £C,  seien  reciprok,  und  zwar  A,  A'  die  Polaren  von 
ß, , Bi';  8 der  Pol  von  , und  die  Polaren  ßtJ  y , 
gehen  durch  die  Punkte  a,  ß,  y.  Man  soll  diese  drei 
Polaren  mit  Hülfe  des  blossen  Lineales  zeichnen. 

• * i 

Analysis.  . u»  , 


Es  seien  in  Taf.  V.  Fig.7.  a,  b,  c die  gesuchten  drei  Geraden;  sie 
schneiden  die  A in  den  Punkten  a,  b,  c ; die  Ä in  den  Punkten 
0,',  b',  i ; Ö sei  der  Durchschnitt  von  A,  A'.  Man  verbinde  in 
der  anderen  Ebene  den  Punkt  Bx  mit  den  Punkten  «j , ft  , y/. 
Bi  durch  die  Geraden  o, , 6,.  r, , ft ; und  den  Punkt  /?,'  mit 
«j,  ft , yi  durch  die  Geraden«/,  bi,  c/.  Da  die  Geraden  A,  A\ 
a,  b,  c die  Polaren  von  Bi , ß,',  ft,  y, , und  der  Punkt  8 
der  Pol  von  «,  werden  soll,  so  müssen  folgende  zwei  Bedingun- 
gen erfüllt  werden : 


und 


ci(a,b,c,«v,  e)=ß,  (a,,ft,«i,ft, «,) 

r - • . . • , 

•*  \ * »i  . . , • j • 

. •/  • ; 


1 : • * % 


b',  ft  b)=ß, 6,',  et’,  ft),  o i.i  : i . ,v%  i 
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Legen  wir  zu  diesem  Zwecke  durch  den  Punkt  a eine  belie- 
bige Gerade  A"  und  denkeu  ups  auf  derselben  die  Punkte  g",b",| 
c\  D"  oder  2b,  <£.  2)  w»  gewählt,  dass  dieselbe  mit  dem 
Strahlbüschel  ß,  und  folglich  auch  mit  der  Geraden  A tu  Ansehung 
de^ Elemente  « , b",  Ö",  3;  a, , bl , Cj , >1, , s, ; ö,  b,  c.  ö,  a 

|irm'ektivisch  ist;  so  werden  die  Projektionsstrahlen  fia".  bb",  cc", 
öö"  sich  in  einerlei  Punkte  f schneiden.  Ferner  lege  man  durrhl 
den  Punkt  ö irgend  eine  Gerade  Al"  und  wähle  auf  derselben  drei 
Punkte  ol“ . b“ , d"  oder  3t',  2b  , <T  so,  dass  dieselbe  mit  dem 
Straldhüschel  Bx‘  und  folglich  auch  mit  der  Geradeu  A'  in  An- 
sehung der  Elemente  a'",  b'",  d",  ö;  «x,  c,\  dx  ; «',  b’,  d,  0 

projektiviSch  ist ; so  werden  auch  die  drei  Projcktioijsstrahten 
old” , b'b"’,  tV"  durch  einerlei  Punkt  8 gehen  müssen. 

Denken  wir  uns  nun  die  Gerade  ÖD",  die  Punkte  31,  23,  <£, 
n,  ß,  y : 3t',  23'j  C'  als  fest  und  den  Punkt  i längs  der  ganzen 
Geraden  ÖD"  forthewegt,  so  werden  die  Punkte  «,  b,  caulzl  und 
«'.  b',  d auf  A'  ihre  Lage  änderen,  und  es  wird  zwar  in  jedem 
Momente  der  Bewegung  die  erste  der  obigen  Bedingungen . nicht, 
aber  die  zweite  erfüllt  sein,  indem  die  veränderlichen  Geraden) 
b’b'",  c'c"'  nicht  immer  durch  einerlei  Punkt  ( gehen.  Indes- 
sen hei  dieser  Bewegung  erzeugen  die  veränderlichen  Geraden 
««",  bb",  cc"  drei  perspektivische  fjtrahlbüschel  31,  25.  £;  je  zwei 
Punkte  a.  o';  b,  b';  c,  A zwei  perspektivische  Gerade  A , Ä , 
und  folglich  auch  je  zwei  Strahlen  b'b'";  ft'a'",  Ad";  b'b'". 

Ad"  zwei  projektivische  Strahlbflscbel  31',  2)';  31',  <L':  23',  <E'. 
Kiickt  der  Punkt  i in  die  Steile  des  Punktes  ö,  so  rücken  auch 
sänuntliche  Punkte  0,  b,  c und  a',  b',  A nach  D;  und  demnach 
sind  in  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  von  3t'  und  23  oder  3t'  und 
(T,  2b  und  <£',  d.  h.  längs  der  Geraden  A"'.  entsprechende  Strah- 
len vereinigt.  Hieraus  folgt,  dass  während  jener  Bewegung  der 
Dnrchsehnittspunkt  der  Geraden  a'a'"  und  b'b'"  eine  gerade  Linie 
und  ebenso  die  der  Gerädert  a'&'"  und  Ad",  b'b"'  und  AA"  ge- 
rade Linien  N,  P beschreiben;  hat  man  also  zwei  dieser  Gera- 
den gefunden,  so  ist  ihr  Durchschiiittspunkt,  welcher  natürlich 
auch  der  dritten  angehitren  muss,  der  Punkt  F,  durch  welchen 
alles  Uebrige  sofort  gegeben  ist. 

Konstruktion. 

Man  le<*e  durch  den  gegebenen  Punkt  a irgend  eine  Gerade 
A"  und  bestimme  auf  derselben  die  Punkte  a",  b",  c",  0"  so,  dass 

> b",c",ö",a)  = ß,  («, , b, , c, , rf, , *,) 

ist;  lege  ferner  durch  den  Punkt  Ö,  den  Durchschnitt  von  A,  A, 
irgend  eine  Gerade  A'"  und  bestimme  auf  derselben  ..die  Punkte 
dl”,  bn , d"  so,  dass  .. 1 

b'",  d",  ö)= ß/«,  bx,  cx, </,) 

ist;  ein  Geschäft,  dessen  man  in  der  Hauptaufgabe,  um  die  es 
sich  handelt,  sich  dadurch  ganz  üherhebe»  kann,  dass  man  sich 
bereits  vorhandener  Punkte  bedient.  Sodann  verbinde  man  den 
Punkt  a mit  den  Punkten  a,  ß,  y durch  drei  Gerade,  welche  die 
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Gerade  Ä in  den  Punkten  ft/,  b,',  Ct'  schneiden,  und  diese  letz- 
teren Punkte  mit  den  Punkten  «"',  b'",  «"'  durch  drei  Gerade, 
welche  sich  paarweise,  nämlich  ft/ft"'  und  b/b"' , ft/ft'"  und 
in  den  Punkten  b0  und  c0  schneiden. 

Jetzt  verbinde  man  den  Punkt  Ö mit  ö"  durch  eine  Gerade 
und  einen  beliebigen,  aber  Weder  mit  Ö noch  mit  Ö"  identischen 
Punkt  ia  dieser  letzteren  mit  den  Punkten  ft",  b",  c"  durch  drei 
Gerade,  welche  die  Gerade  A in  den  Punkten  «j,  ba,  treffen, 
sofort  diese  Punkte  wieder  mit  den  Punkten  a,  ß,  y durch  drei 
Gerade^  welche  die  Ä in  den  Punkten  o.,',  b2',  ca'  treffen;  und 
wiederum  diese  drei  Punkte  mH  den  Punkten  «"',  b'",  d”  durch 
drei  Gerade,  welche  sich' paarweise,  nämlich  die  erste  und  die 
zweite,  die  erste  und  die  dritte,  in  den  Punkten  b°  und  c° 
schneiden.  - ' ■ • :u  ■' 

Jetzt  verbinde  taian  die  Punkte  b0  und  b°  durch  eine  Gerade 
M,  und  die  Punkte  c0  und  c°  durch  eine  Gerade  N;  sofort 
den  Durchschnitt  f dieser  Geraden  AI  und  N mit  den  Punkten 
ft",  b'",  d"  durch  drei  Gerade,  welche  die  Ä in  den  Punkten  ft', 
b',  d treffen,  und  zuletzt  diese  drei  Punkte  mit  a,  ß,  y durch  drei 
Gerade  n,  b,  c;-  so  Sind  diese  die  drei  verlangten  Linien.  ' 

• 1 . f i I»  • I . ! v . 1 » 


B e w e i s.  _*  . . 

i • ) . ) , L < t . /•  * 1 1 . • . . 

Denn  geht  man  auf  die.  Analysis  zurück,  so  sind  fl,',  b,'.  e/ 
diejenigen  Punkte  von  Ä , welche  man  erhält,,  Wenn  der  Punkt  t 
in  die  Stelle  des  PoukteAd"  rückt,  und  folglich fc(,,  b°  zwei  Punkte 
der  dortigen  Geraden  AI,  c0-iund  c°  zwei  Punkte,  der  dortigen  Ge- 
raden Pi.  Da  nun  sowohl  die  Geraden  cd"  sich  in 

einem  Punkte  f , als  auch  die  Geraden  aa" , ibbfVcc",  öö"  sich  in 
einem  Punkte  i schneiden  müssen,  so  ist  euiadil  * 

A («,  b,  c, ö,  ay=  A" (ft", b", d',  Ö",  o)  — Dr («,, 6, , , dt, 4t) 


und 


(I 


Ä («',  b',  c',  ö) = A*  « b'",  d",  £>)  = 4 4,  )• 


Also  darf  man  festsetzen  : die  Ebenen  (B,  (B,  sollen  reciprok, 

und  zwar  die  Geraden  A,  .Ä  die  Polaren  der  Punkte  Blt  /?/, 
und  die  Punkte  «,  b , ‘ 'c V ö,1  a,  '«',  b',  '/‘die  Pole  der  Geraden 
O],  it  , r,,  dt , .V| , 6,',  sein.  Dann  aber  sind  nothwendig 

auch  die  Geraden  «,  6,  e die  Polaren  der  Punkte  «, , (S, , y, . 1 

. , v.  % 

* . » * • ; J.  . ’j  . } , o . 


D e t e r ra  i n a t 4 o u,-,,-:,  . i 

Gäbe  es  noch  drei  andere  Gerade  a,  b,  c,  welche  der  Auf- 
gabe genügten,  so  würden  die  Geraden,  welche  die  neuen  Punkte 
ft,  b,  c mit  den  früheren  Punkten  ft",  b",  c"  verbänden,  ebenfalls 
auf  der  Geraden'  öö;,  in  einem  Punkte  i convergiren  müssen ; es 
würden  also  die  Geraden , welche  die  früheren  Punkte  ft”,  b'*,  d" 
mit  den  riehen  Punkten  ft',  b',  d verbänden,  paarweise  entsprechende 
Strahlen  der  Strahlbüschel  2t',  £>' , <£'  sein,  also  auf  den  Geraden 
AI,  N sich  schneiden ; der  neue  Punkt  tr  würde  demnach  mit  dem 
früheren  f und  die  neuen  Geraden  a,  b,  c mit  den  früheren  zu- 
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sammenfallen.  Folglich  ist  die  vorstehende  Aufgabe  war 
einer  einzigen  Auflösung  fähig. 

%••••  '■  '*'• ' ! ••••  '■  '■ 

Hüifssatz. 

Haben  eine  Reihe  von  Kegelschnitten  21,  23,  C,  &.... 
drei  Punkte  B,  B‘ , B"  gemein,  und  sind  irgend  zwei 
Gerade  A,  A‘ , welche  durch  einen  dieser  Punkte,  z.  15. 
dnreh  B,  gehen,  in  Ansehung  der  übrigen  Punkte  ft,  b, 
c,  0,  9....  und  ft',  b',  d , Ör,  a'.... , in  denen  sie  von  den  Ke- 
gelschnitten  und  der  Verbihdun gsl inie  der  beiden  ande- 
ren Punkte  B',  B"  geschnitten  werden,  projektivisch,  so 
haben  sämmtliche  Kegelschnitte  noch  einen  vierten 
Punkt  gemein,  und  eine  jede  durch  B gehende  Gerade 
ist  mit  A,  A’  in  Ansehung  der  betreffenden  Punkte  pro- 
jektivisch. 

Beweis.  Mau  denke  sich  die  Ebene  der  Kegelschnitte  mit 
einer  anderen  in  höherem  Grqde  geometrisch  verwandt,  so  dass 
Punkt  und  Punkt  sich  entsprechen,  und  zwar  B,  B , B"  als  die 
Hauptpunkte  der  ersten,  und  Ä,.,  Bi , Bi‘  als  deren  zugeordnete 
in  der  zweiten  Ebene;  so  entsprechen  den  Kegelschnitten  2t,  23, 
C,  £>....  ebensoviele  Gerade  2t, , 8, , <E, , 2),  sämmtlichen  Ge- 
raden A , Ä,  A".... , welche  durch  B gehen,  wiederum  Gerade 
At,  Ai,  Ai1..,.,  welche  durch  B,  geben;  und  den  Punkten  ft,  b, 

c,  {>....;  ft',  b',  d,  0'....;  «",  b",  g,  von  A,  A! , A"....  und 
3,  23,  <L , l D....  entsprechen  die  Durchschnitte  fl,,  b, , C, , 0,....; 
«i'>  b,',  ei,  ö,'..,.;  ft,",  bp%  t'fj/.;.)  vön/t, , Ai,  Ai'....  mit 
3,,  23,,  tC, , 25,....;  endlich  allen  Punkten  8,  a',8"....  der  Haupt- 
linie B B"  lauter  Punkte  8,,  8,',  8,".... , welche  mit  dem  Haupt- 
punkte B,  sich  vereinigen.  Da  nun  nach  Archiv.  Theil  Yll.  S.  118. " 
einem  jeden  Strahlhüschel  Ii  ein  proj.  Strahlbüschel  Bi,  und 
folglich  auch  einem  jeden  Strahle  A des  Hauptpunktes  B ein  pro- 
jektivischer  Strahl  At  des  zugeordneten  BL  entspricht,  also 

A(s,  b,  c,  Ö,  8 Ay  (ft, , b, , c,, Ö,,a, ....); 

A (A,b,t',D,a....)t: Ai  (ft,  ,b, ,c, , ,8, ....);  . ,•> 

„I  A (ft  ,b  ,c  ,p  ,8  .,..)^=Ai  (ft,  ,b,  ,c,  , ö,  ,8,  ....) 

ist,  und  da  angenommen  ward,  dass  •’ 

1 A(a,b,  c,0,  a....)  = A'(a',b',  s'....) 

sei,  und  die  Punkte  8,,  8,'  sich  vereinigen,  so  ist  zunächst 
'i  . * . Ai  (ft, , b, , c, , Ö, , 8,.,..)  ==  (Ai  (ft, , b, , c, , Öi , g, ....) ; 

d.  h.  die  sämmtlichen  Projektionsstrahlen  21,,  23,,  <E,,  JD,  ...1 
Ai,  Ai  gehen  durch  einerlei  Punkt;  und  diesem  Punkte  r 
demnach  ein  vierter  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Kegeischl 
3,  23,  <£,  25.—  entsprechen.  Zugleich  aber  folgt,  dass  auch 

,«.,>«*  . m;i  . .\  . >* . . ■ , , ;».>•> m i . • ■,  •.  . > . 

A\  (fl, , b, , c, , Ö, , Si.,..)~ Ai' (ft,", b, ", c,*, Ö,", 8,"....); 


von 

muss 
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und  hieraus 'wieder,  «lass  - i„  r •••'S  > m .'!  dl  > 

A (a, b, c, ö, «....) =4"  (a", b", c", ö", 

W.  z.  b.  w. 

Ata  f gäbe.  , " / £'j  :j  v . 

Es  sind  in  einer  Ebene  iE  eine  Gerade  A und  eit»; 
P-önkt  e der  letzteren,  ausserdem  fünf  Punkte, p,,  ß.njfi. 
&,  <p ; in  einer  zweiten  Ebene  (ft  ein  Punkt  ßy  und  «*in, 
Strahl  ty  desselben,  ausserdem  fünf  Punkt*  »i,  ß,.  yt, 
ft,  15p,  beliebig, gegeben.  Man  stellt  sieh  vor,  die  Ebe- 
nen iiE,  15t  seien  reoiprok,  und  zwar  die  Gerade  4 die 
Polare  defc  Punktes  ßy,  der  Punkt  «der  Pol  der  Gera- 
den *j . und  die  Polaren  der  Punkte  o,,  ß,  , y, , ft,  <pt  geben 
durch  die  Punkte  o,  ß,  y,  ä,  cp.  Man  soll  diese  fünf  Po- 
laren mit  Hülfe  des  blossen  Lineales  zeichnen. 

t ■ , . i, 

• / 

Konstruktion.  • . 

lifun  verbinde  den  Punkt  By  -mit  den  Punkten  rr,  . ft,  ft.  ;ft, 

■ q>y  durch  die  Geraden  at,  by,  r, , dy , /,  und  irgend  einen  der  letB- 
teren,  z.  B.  ft,  mit  den  übrigen  , ft.  y, , <p,  durch  die  (Sera-’ 
den  ay’,  ft',  Cy,  Sodann  lege  man  durch  den  Punkt  « in  ® 

irgend  eine  Gerade  A”  und  Wühle  auf  derselben  die  Punkte  b'ft 
c",  t>", f"  oder  4,  25,  C,  25,  S dergestalt,  dass 

. 

A"  (ft*,  b",  C",  Oft  f",  »)  = By  (fl!  , ft  , ft  , ft  , , 4j) 

*'V"  . .*•  ! *.< : n . ^ 

sei,  Punkte,  welche  man  in  dar  nächstfolgenden  llnujrtaiirgabe  bei 
geschickter  Wahl  der  Ebenen  (6,  ©,  sieh  sehr  leicht  verschal- 
len  kann.  ! V . '••.*.•■[  .... 

.letzt  lege  man  durch  den  Punkt  d irgend  zwei  Gerade  ft,  ft, 
welche  die  4 in  ft , ft  schneiden , bezeichne  zugleich  eine  jede 
von  diesen  zwei  Geraden  nach  einander  mit  4',  denke  sich  beide- 
male  die  Elemente  A,  A,  s,  a,  ß,  y und  ft]  ß,’  (&.  h.  ft),  slt 
at,  ßy,  Yy  im  Sinne  der  gleichnamigen  Elemente  der  vorhergehen- 
den Aufgabe  gegeben , und  suche  der  dortigen  Vorschrift  gemSss 
die  drei  Geraden  n,'b,  c,  welche  jetzt,  in  Bezug  auf  ft  und  ft, 
alt  by,  Cy:  a2,  ft , c.  heissen  mögen.  Eis  seien  ft,  c,  und 
ft',  ft',  Cy  bezüglich  die  Durchschnitte  von  at,  by,  c,  mit  A und 
mit  ft;  und  ebenso  ft,  ft , C±  und  ft',  ft',  c2'  die  Durchschnitte 
von  ft,  ft,  ft  mit  4 und  mit  ft.  Durch  Ausnihrung  der  bezeich- 
neten  Konstruktionen  sind  bereits  die  Punkte  ft,  ft,  c4 ; ft  mit 
den  Punkten  a" , b",  c",  ö"  durch  vier  Gerade  Oin,  ft°,  ft0,  ft°, 
welche  sich  in  einem  Punkte  i,  schneiden;,  und  dje  Punkte  ft,  ft, 
ft,  ft  mit  ß",  b",  c",  ö"  durch  vier  Gerade  ft0',  ft° , ft°,  ft”, 
welche  sieh  in  eipem  Punkte  t*  schneiden,  verbunden.  Man  ziehe 
nun  durch  die  PuSikfe  i,  und  L eine  Gerade  C. 

Hiernach  vertausche  man  einen  der  Punkte  a,  ß,  y,  z.  B.  y, 
mit  dem  noch  nicht  berücksichtigten.  Punkte  tp,  .und  yftroit  <pt, 
lege  wieder  durch  ä irgend  zwei  Gerade,  z.  B.  die  vorigen  ft,  ft, 
betrachte  Rieder,  di«  Elentente  4,  4'.,  ft  ß>  <p  und  tly , By, 
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«i , öi,  ßi,  <Pi  im  Sinne  der  vorigen  Aufgabe  gegeben,  konstruire 
mit  Hülfe  der  Punkte  31,  Z>,  £ oder  a" , b",  f",  D"  zwei  neue 

Punkte  t,  und  i2  und  verbinde  die  letzteren  dureh  eine  Gerade  F. 

Es  sei  i der  Durchschnittspnnkt  der  Geraden  C und  F ; man 
verbinde  i mit  den  Punkten  a" , b",  c" , f",  ö*  durch  die  Geraden 
fl",  bn,  c°,  f",  il° , welche  A in  den  Punkten  a,  b,  C,  f,  ö schnei- 
den , und  sofort  diese  Punkte  bezüglich  mit  den  Punkten  a,  ß,  y, 
cp,  8 durch  die  Geraden  a,  b,  c,  f,  d\  so  sind  letztere  die  fünf 
gesuchten  Polaren  von  o, , ßl  , yx,  q>lt  dj. 

i '**  :• 

Beweis. 

Es  seien  noch  a',  b',  c die  Durchschnitte  von  a,  b,  c mit  d; 
man  denke  sich  von  jedem  Punkte  i,....  der  Geraden  C,  ausser 
den  schon  vorhandenen  i,  it , i2 , nach  den  Punkten  31,  25 , <L . £.... 
die  Geraden  a3°,  b3°,  c3°,  rf30,....  gezogen,  welche  die  A in  «3, 
b:) . c;, , b, , ....  schneiden;  diese  Punkte  wieder  bezüglich  mit  a, 
ß,  y,  8 «furch  die  Geraden  «3  , A,,  e3,  r/3  .....  verbunden,  von  denen 
die  drei  ersteren  die  letzte  d3  in  den  Punkten  aj , b3' , c,'  schnei' 
den,  und  bezeichne  die  um:ö,  ß,  y,  8 gebildeten  Straldbflschel 
mit  31',  25',  <£',  ID'.  Diess  vorausgesetzt,  so  hat  man: 


2 )'(d,  dltd2,  da....)=t>(d°,dl°, dS,dt°....)=Z(aO, 

„ , i i . „ : , («,«!,  «a,  «i*....)» 

ako 

V 0 j . *,  . fl  . U ' 1 . a . Ö '•  . ' • • • **  .Ml. 

• und  ebenso  ( , t 

, ^1'»;^* > ^ ^2»  i ,\  \ 

3D'(d,  dx,dt,  r^-.)— C'fc.cj.c*,  c3....). 


JD,  weicher  nach  dem  -Durchschnitte  der  Geraden  .1"  und  C gebt, 
in  den  Strahlbüscheln  £>',  21',  25' , C'  lauter  Strahlen  entsprechen, 
die  nach  dem  Punkte  s gehen,  und  demjenigen  Strahle  von  £, 
webber  nach  dem  Durchschnitte  t der  Geraden  A und  C geht, 
in  denselben  vier  Straldbiischeln  lauter  StraJden  entsprechen, 
welche  nach  demselben  Punkte  t gehen,  so  haben  die  Kegelschnitte 
2t<>.  .So-  Co  ausser  dem  Punkte  8 noch  zwei  Punkte  8 und  t ge- 
mein, welche  der  Geraden  A angehören.  Nun  aber  ist  der  Kon- 
struktion gemäss  '■[’  ..  ' ; 1 ,,  j‘;„  „ 

A‘ («/, b, '. cL\ öx) — Ä (o./. h*', fg» b2) = Bx  (ax  , bx , cx,dx ); 
also  ist  kraft  des  vorhergeschicktcn  Htllfssatzes  auch 


I Jlloh 


lll.l 

uni 


ibll 

b.h 


(<ti’,bi',Ci',Öi) *»-zl  (ft,b,c,0), — A (ö3,b3  ,c3 .03). ... 

— JS| '(«!',  6|',cj'.  </i). 
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Auf  dieselbe  Weise  wird  mittels  der  Geraden  F gezeigt , dass 

A'(a',  b', f ',  ü)=Bl'(a1',b1',/i't  d,) ; 

folglich , da  zwei  proj.  Gebilde  durch  drei  Paar  entsprechende 
Elemente  a',  b',  D una  af,  b </,  vollkommen  bestimmt  sind,  so 
ist  auch 

A (a , b , c',  f ,&)  — Bf  (af  .bf  ,c  x ,/j  ,dx); 
und  da  nach  der  Konstruktion  auch 


A (a , b,  c,  f,  ö,  s)= A"  (a",  b",  c",  p',  0", »)  = Bt  («„  öx,  cls  /i , d, , n) 

ist,  so  darf  man  festsetzen,  die  Ebenen  ffi,  (Ei  sollen  reciprok 
und  zwar  die  Elemente  A,  d,  8,  a,  b,  c,  Ö,  f,  b',  c',  f'  und 
/?l , <5, , r, , «, , 6,,  c.,  rf,  , f,  n,',  V,  f'}'>  /»'  entsprechende 
sein  (Archiv.  Thl.  VIII.  S.  2.).  Dann  aber  sind  auch  die  Geraden 
a,  b,  c,  f,  welche  die  Punktenpaare  a,  a';  b,  b';  C,  c';  f,  f' 
verbinden , und  die  Durchschnittspunkte  «| , ßi , yit  <pj  der  Strah- 
lenpaare Oj,  bi,  bf;  c, , Cj  ; fx , entsprechende  Elemen- 
tennaare.  ....  ' . . 

W.  z.  b.  w. 


Determination. 

Gäbe  es  noch  fünf  andere  Gerade  a,  b,  c,  d.,  f,  welche  der 
Aufgabe  genügten,  so  wären,  wenn  wieder  d mit  Ä bezeichnet 
wird,  für  die  neuen  Punkte  a',  b',  t',  f'  und  a,  b,  c,  f,  0 wie- 
derum die  Beziehungen 

A (a,  b,  c,  f,  0, 8)=B,  («aA.Cj,  fi,  di,sl)=A"  (aB,  b",c",  f",  Ö",  a) 


. . =B1’{af,bi’,ci:,ff,dl) 

vorhanden ; denkt  man  sich  nun  den  neuen  Punkt  0 mit  dem 
früheren  t>"  durch  eine  Gerade  verbunden,  welche  die  Gerade  C 
der  Konstruktion  in  einem  Punkte  i3  schneidet,  und  sofort  diesen 
Punkt  noch  mit  a",  b",  c"  verbunden,  wodurch  man,  wie  im  Be- 
weise angegeben,  die  Punkte  83,  b3,  c3  und  die  Geraden  a3,  b3, 
c3  erhalten  würde,  so  müssten  diese  letzteren  mit  n,  b,  c zu- 
sammenfallen, weil  nach  der  Determination  der  vorigen  Aufgabe  in 
den  rcciproken  Ebenen  (Ej , (6  nicht  zu  gleicher  Zeit  die  Elemente 
J}i,  \,  .?i , oj , ß,,  -/i  den  Elementen  A , d,  8,  n,  b,  c und  auch 
den  Elementen  A,  d,  s,  a3,  b3,  c3  entsprechen  können,  wenn  , 
sowohl  a,  b,  c als  auch  n3,  b3,  c3  durch  die  Punkte«,  ß,  y 
gehen.  Denkt  man  sich  also  die  neuen  Punkte  a,  b,  c,  Ö mit  den 
früheren  Punkten  a",  b",  c" , t>"  durch  Gerade  verbunden,  so 
müssen  diese  auf  der  Geraden  C der  Konstruktion  convergiren; 
und  denkt  man  sich  die  neuen  Punkte  a,  b,  f,  Ö mit  a",  b",  f",  ö" 
durch  Gerade  verbunden,  so  müssen  diese  auf  F,  sämmtliche  fünf 
Gerade  also  im  Durchnitte  i von  C und  F convergiren.  Folglich 
müssen  auch  die  gedachten  neuen  Geraden  o,  b,  c,d,  f mit  den 
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durch  die  Konstruktion  erhaltenen  zusammenfallen.  Also  lässt 
auch  diese  Aufgabe  nur  eine  einzige  Auflösung  zu. 

Au  ffiali  e. 

° ,-A  A'. 

Wenn  von  einer  Häche  der  zweiten  Ordnung  neun 
Punkte  beliebig  gegeben  sind,  mittels  des  gewöhnli- 
chen und  eines  Ebenen-Eineales  allein  beliebig  viele 
andere  Punkte  dieser  Fläche  zu  finden. 

,,  ' 

Konstruktion; 

Es  seien  D.  Dx , a , n,  «,  b,  c,  0,  f die  neun  gegebenen 
Punkte.  Man  verbinde  irgend  zwei  derselben,  z.  15.  I),  /), , mit 
den  sieben  übrigen  bezüglich  durch  die  Geraden  «,  p,  a,  b , c;  & 
f und  r,  , px , ax , b, , c, , dx , fx  und  gebe  zwei  gesonderten  oder 
auch  vereinigten  Ebenen  IS , irgend  eine  feste  Lagt-  im  llaume 
(am  Vortheilbaftesten  ist  es,  eine  der  Ebenen  zu  wühlen,  welche 
drei  der  sieben  Punkte  verbindet).  Es  seien  9,  p,  «,  ß,  y,  d,  tp 
die  Punkte,  in  weichen  die  Ebene  15  von  den  Geraden  t,  p,  a,  q, 

c,  d,  f — und  9j,  Bi,  «!.,  ßij  yx , Sx,  <px  die  Punkte,  in  welchen 

die  Ebene  lEi  von  den  Geraden  j, , px , nx , bx , r, , dx.  ft  getrof- 
fen wird.  Man  verbinde  zwei  jener  Punkte,  z.  B.  8 und  p,  dureh 
eine  Gerade  A,  und  demzufolge  die  Punkte  8,  und  /?,  durch  eine 
Gerade  j, , setze  fest,  die  Ebenen  (E,  ü~i  sollen  reriprok,  imd 
zwar  die  Gerade  A die  Polare  des  Punktes  Bx,  der  Punkt  8 det 
Pol  der  Geraden  ?,  sein,  und  die  Polaren  der  Punkte  «i>  ßi,  Yu 

d,  , cpi  sollen  durch  die  Punkte  a,  ß,  y,  8 , <p  gehen;  und  suche 

diese  fünf  Polaren  nach  der  in  der  vorigen  Aufgabe  gegebenen 
Vorschrift.  Hierdurch  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  iE;  (oder  16)  seine  Polare  in  der  Ebene  15  (oder 
«.)  zu  linden.  Ist  nun  mx  irgend  ein  Strahl  des  Punktes  Dx 
(oder  D),  dessen  zweiten  Durchschnitt  m mit  der  Fläche  der  zweiten 
Ordnung  man  finden  will,  so  suche  man  zu  dem  Punkte  «j,  in  welchem 
mx  die  Ebene  16i  trifft , seine  Polare  in  IE , und  lege  durch  diese 
Polare  und  den  Punkt  J)  eine  Ebene;  so  schneidet  die  letztere 
den  Strahl  wi,  in  dem  gesuchten  Punkte  m.  < ■ - , 

■y!‘t  Ml'  i-  ' " *■  ■ .{  .1  l.ll!  u mo/4 

Beweis. 

1 fl*«»  ' • ‘ ' * •«  . 

Man  denke  sich  den  Punkt  Dr  mit  sämmtlichen  Punkten  und 
Geraden  der  Ebene  !5i,  und  den  Punkt  D mit  den  Polaren  und 
Polen  derselben  in  IE  durch  Gerade  und  Ebenen  verbunden,  so 
erhält  man  zwei  reciproke  räumliche  Strahlbiischcl  D,  O, , deren 
entsprechende  Elementenpaare  sich  in  den  Punkten  einer  Fläche 
¥ der  zweiten  Ordnung  schneiden  müssen.  Da  nun  der  Konstruk- 
tion gemäss  der  Geraden  A der  Punkt  Bx , also  der  Ebene  Dan 
der  Strahl  , welcher  dieselbe  im  Punkte  n schneidet,  entspricht; 
da  der  Punkt  9 der  Pol  von  , also  der  Strahl  s die  Polare  der 
Ebene  Dxna  ist;  welche  von  jenem  im  Punkte  a getroffen  wird; 
und  da  die  Polaren  der  Punkte  o, , ßx,  yx,  8X,  cpx  durch  die 
Punkte  a , ß,  y,  8,  <p , also  auch  die  Polaren  der  Strahlen  ax,  bx, 
cL,  dx,  fx  durch  die  Strahlen  a,  b,  c,  d,  /"gehen  und  mit  diesen 
zugleich  von  den  ersteren  in  den  Punkten  tt,  b,  C,  Ö,  f getroffen 
werden,  so  gehören  ausser  den  Punkten  D,  Dx  auch  die  sieben 
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Punkte  ff,  n,  a.  b,  c.  t>,  f der  Flüche  /■’  an;  ausserdem  aber 
mussi  auch  der  Punkt  m auf  Fliegen.  (jähe  4»  nun  eine  zweite,  von 
F verschiedene  Flüche  F'  der  zweiten  Ordnung,  w eiche  die  gegebenen 
neun  Punkte  enthielte,  so  könnte  man  nach  Lehrsatz  33.  die  Punkte 
D,  Dx  bezüglich  mit  ff  und  n durch  zwei  Gerade  r und  px  und 
mit  den  beiden  Punkten  ff,  ■x  durch  zwei  Ebenen  ps  öder  je**  und 
p,ix  oder  ff, “ verbinden  und  sodann  festsetzen,  die  Punkte  I), 
ux  sollen  die  Mittelpunkte  zweier  reeiproker  räumlicher  Strahl- 
büschel,  welche  die  Flüche  j F erzeugen  , und  die  Ebenen  n°,  ffj° 
sollen  die  Polaren  der  Strahlen  px , * sein.  Polin  aber  würden  die 
festen  Ebenen  *E  , f£x  auch  in  Ansehung  der  Elementenpaare,  in 
denen  sie  von  den  entsprechenden  Elementeopaaren  dieser  neuen 
Strahlbüschel  D,  Dx  geschnitten  werden , reciprok  sein  ; und  da 
die  Ebenen  a°,  ö,°  die  IE,  lEi  in  de»  Geraden  A , sx ; die  Strah- 
len s,  px  dieselben  in  den  Punkten  8,  Hx  schneiden  f da  ferner 
die  Punkte  ö,  b,  c,  ö,  f auch  der  neuen  Flüche  F angehiiren, 
also  die  Strahlen  /!,«,  />, b,  Dxc,  1)XÖ,  />, f des  neuen  Strahl- 
büschels D.  von  ihren  Polaren  in  diesen  Punkten  getroffen  wer- 
den, folglich  die  polaren  der  Punkte  , ßx , yx , 6X , <px  mich  jetzt 
durch  die:  Punkte  a , ß,  y,  ä,  q>  gehen  müssen,  so  w ürden  auch 
in  den  peuen  reciprgken  Ebenen  IE,  (Bx , sowie  in  den  vorigen, 
die  Elementenpaare  A und  Bt,  s und  sx  sich  entsprechen,  und 
die  Polaren  der  Punkte  ccx , ßx,  yx , 6X , <px  durch  die  Punkte  a,  ß, 

tu  S,  <p  gehen.  Dann  aber  müssen,  der  Determination  der  vor- 
ergehenden Aufgabe  zufolge,  auch  diese  letzteren  fünf  Polaren 
mit  den  früheren  Zusammenfalle» , und  also  auch  die,  neuen  Ebe- 
nen JE,.tEi,  die  neuen  Strahlbüschel  l>,  1>X  und- somit  die  neue 
Fläche  F'  mit  den  früheren  identisch  sein.  Demnach  liegt  auch 
der  Punkt  »fi  auf  derjenigen  Fläche  der:  zweiten  Ordnung,  von 
welcher  die  Punkte  JJ,  />, , ff,  tc,  s,  b.  c,  ö,  f entnommen  waren. 

,t.\  - ' *'  r''u.  W.  z.  b.  ,W.  • '• 

i > «j  1 1 - tr>.  • . i . i..  m '.  . . ■:  ...  . i . . im-.i  n ,(t,  . 

1 n Mit  dieser  letzten  Aufgabe  ist  nun,  kraft  des  Gesetzes  der 
Dualität,  zugleich  auch  die  andere:  „An  neun  beliebig  g e ge- 
ben« Ebenen  eine  Fläche  der  zweiten  Klasse  zu  legen“ 
gelöst;  denn  es  fehlt  hierzu  nichts  als  das  mechanische  Geschäft, 
Konstruktion  und  Beweis  derselben  aus  dem  für  die  erstere  gege- 
benen Wortlaute  herauszuiesen ; und  so  dürfen  wir  denn  als  Re- 
sultat dieser  ganzen  rein-geometrischen  Betrachtung  aussprechen : 


'1  -i-  l.  Km 


Kjr>!»  fr.>io*l 


lim* 

o>.  . n t ii  i iX  6 b f ä a t 1 36. 

Eine  Fläche  der  zweiten  | Eine  Fläche  der  zweiten 
Ordnung  ist  durch  neun  I Klas  se  ist  durcliT  neun  ihrer 


ung  

Ihrer  Punkte  vollkommen 

rill  •vu;lo<{  ‘.f:.  ?.  Mi.*}  . 1 .! 
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B er\ih  run  gseben^n  voll- 
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lieber  die  eälierungsweisc  Berech- 
nung eines  bestimniten  Integrales. 

-..(I  |\!  ’ '"I  Von  dem"  -mI  m! 

. t fjli  i»l  ‘ ir»r  . i iS  i . v . -i  • i*i  n •»  i,  i 

Herrn  Professor  Dr.  0.  Schlömilch  •.!>:» «i«.-. 


an  der  Universität  tu  Jena. 


:ii  iuImi 


No.  XX 

■nmjiis  Inr.li.Ii  ».«t|d 

w 


. . ..  \ , . . ' V 

fn  dem  heften  Aufsätze  über  gewisse  magnetisch«?  Wirkungen 
X.  Theil  VII.  ist  Herr  Dr.  D i p p e auf  «las  bestimmte  Integral 


J O M — ‘irr’ 


(r — r'  cos  <p)  öq> 


[r2  — 2rr'  cos  <p  + r'2J 


1 


vitlii 

n-ili 


geführt  worden  , dessen  numerische  Berechnung  mit  einigen  Schwie- 
rigkeiten',’ bdertichtiger , Weitläufigkeiten  verknüpft  scheint;  :Di«ss 
gab  Veranlassung  zu  «len  nachfolgenden  Betrachtungen,  welche 
■sicli  mit  der  Verwerthung  des  allgemeinen  Integrales  iomi/i 


{1  — pcos«)S« 


2pcos  u -f-  p2)ü 


(1) 


& 


6 r «Ih*  **  •'»  if  * \ 

beschäftigen,  das  fiir  ft=ö->  p=— , u = q>  auf  das  obige  zurücl 

fuhrt.  -.I  In'  r I 1 

Zgnäqhst  ist  zu  bemerken,  dass  man  . wegen  der  Pcmodizitäl 
V«n  cos  * «tyn.  yferth  des  Integrales  nur  von  «==0  bis  höchstens 
u — n zu  kennen  braucht,  um  sogleich  im  Besitze  der  sonstigen 
Werthe  des  Integrales  zu  sein.  Diese  Eigenschaft  koifmit'  über- 
haupt allen  unter"  der  form 


'S)  ....  | «Jini-  ,1.,.  | v.  .iisj.1. , | i i 


’i 


<•  />„  l 

, / F(cos«)ßtt 

.oii'rn  gidlön  um  ■■■>  *s,b  . Iit-d-d  i!  i >ilodn  •fjim'-I  .otl-iiii  io 

stehenden  Integralen  zu.  Ist  oäralicb  tczlz-fv,  wo  k eiue'^ätize 
Zahl,  v eine  zwischen  0 und  ^ fallende  Grösse  bedeutet,  so  hat 

man  '\S9SI  «>ou;S-  I) 
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y/^cos u)du=  C F(co8tt)ött-f F(cos  u)du-\-  C V(cosu)dt<+... 
o */  o U n m 

f*kn  f*kn\v 

....  + / , F(co8m)S»<  + / /'(cos  u)8u. 

ü (fc — i )?r  xJ  kn 


Lässt  man  nun  die  folgenden  Substitutionen  eintreten: 

im  lsten,  2ten,  3ten,  i**en  ...Integrale 
u=m',  2 re— m',  2re  + M',  Atc--u',  u.  s.  w., 

so  werden  die  ersten  k Integrale  einander  gleich  nnd 


■ j * ' /Vr  r /•*»+«  • a . • 

/ /'(cos  u)du  — kj  /'(cos  u')  8a'  -f  / F(cos«)0n. 

c/  o ‘ . r %/  o-'-ir  .■«/*>*;:  u-  - ^ 


Im  letzten  Integrale  setzt  man  u—kn.  -f-a'  oder  — (/-f-l)re — »<', 
jenachdem  k gerade  oder  ungerade  ist,  und  hierdurch  geht  dasselbe 
entweder  in 


oder  in 


F (cosu')du' 


yF  (cos  u')  du'  = C F( cos  «')  du'  -»  / 

ff— v t/  O t/  fl 


F(coau'-)du' 


über,  woraus  zusammen  hervorgeht,  dass  es  blos  darauf  ankommt, 
den  Werth  von 

/'(cos  u')du' 

.)  . mir;' 

für  alle  u'  von  u'= 0 bis  u'  = n zu  bestimmen,  was  auf  die  frühere 
Behauptung  zurückkommt.  — (du  . 

Könnte  man  nun  den  Ausdruck  • ..ullv»«  • v>l  : . i • 


1 — g cos  u 
(1 — 2pcosn  + a!y* 


in  eine  Reihe  von  der  Form 

o 1 -r  * i 

A0  + A,  cos u + >42eos2«  + Aa cos 3m  +.... 

verwandeln , wobei  wir  uns  ganz  auf  das  Intervall  0 bis  «für  u 
beschränken  können,  so  würde  das  Integral  (1)  sehr  leicht  zu  fin- 
den sein,  indem  man  1 . " ’:l.“  . ■' 

11]  di  '"tu-  ::•  ! ,-h. 

U = A0u  + jAx  sin  m + 2 A2  sin  2m + g Aa  sin  3m  + ....  (2) 


erhielte. 

Brach 

t.d 


Ferner  erhellt  auch  leicht,  dass  es  nur  nöthig  wäre,  den 


• ....■■  i •.  . . 

1 i 

(1  — 2ßC0SM  + p*>“ 


•;:,i|i»  i.-.i  .'  ii-- 
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in  eine  Reihe  von  der  Föhn 


I 


,7  £ o + t\  Cos  u + G*  co»  iu  + C3  cos  3 u ... 

umzu8etzen ; denn  es  ergäbe  sich  dann  durch  Multiplikation  mit 
1 — q eos  u und  Zerlegung  jedes  Cosinusproduktes  in  eine  Cosinus- 
summe 


I — p COS  U 
(1 — "2p  cos  u | p2/* 


1 


= .y  Cn  4 C\  cos  u f'iCos’2i»-F  Cj cos 3m 
— j)pf  „COSM  — jpC,  (1  + cos ‘2«) 

— jpC*  (cos  u + cos  3m) 


und  folglich  durch  Vergleichung  mit  dem  Vorigen 

A0  = 2 (Co  ~ pGj)  (3) 

und  sonst  im  Allgemeinen  für  ein  ganzes  positives  n > 0 


An — Gl — i£<}(Cn— 1 + Cn\i). 


(4) 


l)ie  oben  angedeutete  Aufgabe  lässt  sich  nun  mittelst  des  von 
L a g ränge  zuerst  aufgesteHten  »Satzes  lösen,  wonach  jede  Funk- 
tion F(ti)  von  u in  eine  Reihe  von  der  Form 

7-  Co  4-  C\  cos  m 4 G4 cos  2m  4 C3  cos  3«  4-  .... 

verwandelt  werden  kann , wenn  man  sich  auf  das  Intervall  u = 0 
bis  H—7t  beschränkt;  es  ist  nämlich  dann 

2 pn 

Cn—  - / F(u)  cos  nuou. 

Tt<7  o 

In  der  Anwendung  auf  unseren  Fall  giebt  diess 
2 Pn  cos  MM  8/1 

U ~ nj  „ (1- 2p cos«  f P2>“’  (,  ) 


so  dass  jetzt  unsere  ganze  Aufgabe  sich  auf  die  Entwickelung  die- 
ses Integrales  reduzirt.  Dieselbe  lässt  sich  in  folgender  einfachen 


so 
ses 

Weise  bewerkstelligen. 


Thcil  IX. 


15 
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Nach  einem  von  C.  G.  J.  Jacobi  gefundenen  höchst  merk- 
würdigen Theoreme  *)  ist  überhaupt 

/;Acos«)cosn^=135,(2-rr/;  /l">  (cos  u)  sin  2nucu , (6) 

wobei  / eine  ganz  willkührliche  Funktion  bezeichnet.  Setzen  wir  nifti 

— (l— v + ’ 

also 

(2p)« 

/•(■)  (r)  — f»(fi+l)....  (fl  + "— l)(1_2p-^jiir^’ 

so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  aus  No.  (6) 


fl 


cos  nudu 


o (1 — 2p  cos  u -f-  p’2)^ 

_ !)....(>* + fi— 1)„  f*  sin^irgn ' 

] ,3.5....(2n  — 1)  ^ ? 'Jo  (1— 2p cos n \ p2)1“* n 


oder  nach  Multiplikation  mit  — nach  No.  (5) 


>*(<*  + !)—•(<*+ ” -1) 
1 .3.5..  ..(2n— 1) 


(2  Q)'K 


worin  zur  Abkürzung 


(7) 


(i.  i 


; I.  ' 

•:  1 ■ I r 


' sin^udit. 

(lr— ÜpCOSU  + Q2)/*  1 " 


(8) 


gesetzt  worden  ist.  Das  vorliegende  Integral  lässt  sich  auf  meh- 
rere verschiedene  Weisen  in  eine  Reihe  verwandeln,  von  denen 
ich  nur  eine  hervorheben  will.  Man  setze  m=2u  und  bemerke, 
dass 


sin2t»:=:2sint)eost),  cos2u  = 2cos2e—  1 
ist;  maD  erhält  dann 


7 

7=2Zn+l/ 


sin  cos  *"t>  0t» 


[ (1  + p)2  — -fp  cos  * " 


Bezeichnen  wir  ferner  die  Coeflizienten 


(9) 


tt+n  (u-f  M>(^  + n-fl)  (fi  + «)(ft  + » + l)(tt+”  + 2) 
“T~«  TT2' * 1.2.3 


zur  Abkürzung  mit  Mlt  ilf2,  M3 , etc.,  so  ist 

1 ■ 

•)  Archiv.  Thcil  IV.  S.  109. 
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[(i  + e)2— 4pcoss|i;]“+B  (l  + ' Tj  ',+* 

, . I - (Tfe)9C0S^< 

= (1-f-e^t^  j ' 1 + M'  (Tfecos*'  + ^(I%icoe4v+"- ! 

Substituirt  man  dies«  in  die  Gleichung  (9)  und  integrirt  jedes  ein- 
zelne Glied  mittelst  der  Formel 


71 


8in*foco8*?t)9v 


1 . 3 . 5 ....  (>  - 1) . 1 . 3.5 ....  C2v — 1) 
•2.4.6....(%4%)  * 


so  ist  es  sehr  leicht,  ftir  V eine  Reihe  zu  erhalten,  die  nach  Po- 
tenzen von 

i • > 2p 

U + e)9  , 

fortschreitet,  und  ebendesswegen  ziemlich  gut  convergirt.  Um  dann 
zu  C„  zuriickzngelangen,  bedarf  es  blos  gewöhnlicher  Substitutionen 
und  Hebungen. 


XIX. 

Heber  einige  Reihen,  deren  Glieder 
die  anf  einander  folgenden  Binomial- 
coefflcienten  als  Factoren  in  sich 
schliessen. 


Von  Herrn  Oskar  Werner, 

Schüler  des  polytechnischen  Institutes  zu  Dresden. 


i. 

Die  Summe  irgend  einer  Reihe  wollen  wir  in  dieser  Abhand- 
lung dadurch  bezeichnen,  dass  wir  ihrem  allgemeinen  Gliede  das 
Symbol  E vorsetzen.  Ferner  wollen  wir  den  Quotienten 

. « v : ; ■■•••.  , 

n (n  + k)  (n  + 2k)....  [n  + (p  — 1 JA] 

■ ' 1 i’OTl p 

15* 
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der  Kürze  wegen  durch  den  /»teil  Uinomialcoefticienten  aber. 

\ — i <•  . * 

welcher  hiernach  eigentlich  durch  hp  bezeichnet  werden  sollte, 
ausnahmsweise  durch  np  darsteilen. 

Indem  wir  nun  voraussetzen,  dass  a,  cp  und  ip  von  r unabhän- 
gige Grössen  sind  und  die  Function  f(r)  der  Gleichung 

1-  fix)  + f(x  +</»)  = (!/•(?■  + <p) 

Genüge  leistet,  wollen  wir  uns  zunächst  die  Summation  der  für 
das  Folgende  wichtigen  Reihen 

, £ an~lf[r  + rp  + (w—  1) 9>]  =f(r+y>)  + af(r  f ^+g))+.s.. 

....  + «B— VTr  + V + (»  — l)<p  ] , 
•£(—  + (»  — 1)^]  —ffr  + <p)—ftr  + V + ’l')  + •••• 

....(- 1)"- ‘/T**  + V + (*—!)♦] 

zur  Aufgabe  machen,  und  setzen  deswegen,  was  nach  1.  offenbar 
gestattet  ist,  in  der  ersten  dieser  beiden  Reihen 

«f(r  f <p)  — f(x)  für  /(r-f  ip), 

af(r  -f  -<p) — f(r  + <p ) für  f{r  + ip  f cp) , 

af  [r  + mp]  —f[r +(n — l)yj  für  /[r-H> +(»—!)?>] 
und  in  der  zweiten  Reihe 

~ \f(r)  + f(r  + 1)  ] für  f(r  + cp) , 

“ [f(r  + 1)  + f(r  + ~V)  J ftir  f(r  + cp  | y,), 



^lflr  + (n-l)cp]+f[r  -frty]]  für  f[r  + <p+ 

, # v • • . * * * ' 'V  * 

^ . - r 

wir  erhalten  dann , sobald  wir  nach  gleichen  Potenzen  von  a an- 
ordnen und  aufliebeu,  was  sich  aufheben  lässt, 

£an-'f\r  + y>  + («  — t)9>J  = «"  f(r  + nep)  — f(r) , 

2(-  l)"-,/Ir+<p  + (*-!)♦]  = + ^ 

und  haben  also 

2.  anf(r  + nep) — f(r)  =f(r  + if>)  +af(r  fi#>  |- ?>)  + ..•• 

....  + an~lf\r  + tf<+  (n— l)qp], 

....  (- 1 )”~lf[r  + ?>  + (»-  l)t^] 
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Bilden  wir  nun  ans  den  beiden  wgliedrigen  Weihen 

f(r  + 1 p)  + of(r  -f-  f g>)  + n2f(r  + i/>  + 2<p)  + •••■ 

....  + a«-lf\r  + ip  + (w— l)  ip], 
— af(r  + cp) + af(r  Jcp  + ip)  — af(r  + <p+2ip)  + .... 

....(—  1)»  af[r  + cp  + (n  — 

durch  Subtraction  je  zweier  Nachbarglieder  die  succesaiven  Diffe- 
renzenreihen, so  treten  als  Anfangsglieder  der  aus  der  ersten 
Weihe  erhaltenen  Differenzenreihen  die  Grössen 

f(r  + 2if»),  f{r  + 3ip) , f(r  + 4ip),....  f(r  + nip); 

und  als  Anfangsglieder  der  aus  der  zweiten  Reihe  erhaltenen  Dif- 
ferenzenreihen  die  Grössen 

: t.  “..  »•**.  ; ' ’ • *,  . 

aY(r  + 2/p),  —a3f(r  + 3<p),  a*f(r+4g>)',  ....(— 1 )ma*f(x+n<p) 

auf;  wir  erhalten  daher  nach  der  Lehre  von  den  höheren  Diffe- 
renzen und  nach  dem  Ohigen 

4.  a”f(r  +ntp)=f(r)  + nlf(r+il>)+ntf(r+'2y)+....+n„f(r\-ny) 

/ . . . i 

und 

5.  { — l)V(r + nip)  —f(r)  — n,  nf(r  f cp)  + wto2/(r  + 2qp)  — ... 
....(—  1 )»n„«"/(r  + n<p). 

Die  in  Gleichung  1.  ausgesprochene  Bedingung,  welcher  die  Func- 
tion f(r)  unterworfen  ist,  wird  von  mehreren  bekannten  Functionen 
erfüllt.  Einige  derselben  wollen  wir  jetzt  näher  in’s  Auge  fassen. 

n. 

Weil  bekanntlich 

1 i 

siiir-(-sin(r  + 2<j>)  = 'Jens  cp  sin  (r  + tp). 
cosr  “fcos(r  F^9)  = 2cos9>cos(r-f-  cp) ; ; > 

so  genügen  die  Functionen  sinr  und  cosr  in  der  That  der  Glei- 
chung 1.  Für  beide  ist  also  a=2cosg>  und  i|>=2 <p  zu  setzen; 
daher  gehen  für  /‘(r)=sinr  und  /(r)  = ccisr  die  Gleichungen  2.,  3., 
4. , 5.  über  in  die  Gleichungen  : 

r— siu(r  |-2gj)  f (2cosg>)sin(r  4-3g>)4-.— 
....  -f-  (2 cos gp)"-1sin  [r  f (n  + 1) 91], 
•— cos(r  F-9’)  f (2cosg>)cos(r  |3g>)  1.... 
....  + (■> cos (p)n~l  cos [r  + (n  + l)<p]; 

=sin(r  1 <p)~  sin(r+3g>)  +sin(rf  5g>)— ... 

....(—  1)"— *sin  [r  4-  ('2n  — l)g>], 
= cos(r  4 <p) — eos(r  f-3qp)  4 cos(r  l-oqp) 
— ....  ( — I)1*-1  cos  [r  -|-  (2«  — l)qp  |. 


[ (2  cos  (j))'1sin  (r-f-ng;)— sin  1 
(2cos  9>)ncos(r4-«(j))— cosi 


(— l)n— ’sinfrl  2»<p)+sinr 
t 2 cos  <p 

i(—  l)”~tcoe(r-4-2«y)-fcosr 
I 2 cos  91 
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(2  cos  g>)nsio  (r+ng>)=sinr  -f  n,  sin  (r+2g>)  -f  w2sin  (r+4g>)  + 

, . .... -f  Mnsin(r-f-2)ig>), 

(2  cos  9>)"cos  (r-f-ntp)  — cosr+nt  cos  (r-f- 2g>)-fn2  cos(r-f  4g>)  +•••■ 
, , ....  + wn cos (r  + 2ny) ; 

• • s ! , . »>  . ' k .•> 


uod  • ,t.i 

I t 


( — l)nsi«(r-f  2ng>)  = siur  -r-itj  (2cosgs)  sin(r  + g>) 

+ n2(2cosg>)2sin  (r+2gj)  — ....(— 1)"  n„  (2  cos  g>)*sin(r-f  Mg)), 
( — 1)"  cos  (r  + 2 n<p)  = cos  r — n,  (2  cos  g>)  cos  (r-J-  g) 

+ «a  (2 cos  g>)2  cos  (r-f-2g>)  — ....  ( — l)n»„  (2  cos  g>)"  cos  (r-f-ng>). 

• t • r ; l 

Lassen  wir  in  den  Gleichungen  6.,  7.,  8.  und  9.  tp  in  g>+^  über- 
gehen, und  berücksichtigen  wir,  dass  lur  gerade  Werthe  von  m 

1 ■ ' * ' * 1 m > ..!.■»  ’i  i • ■ i : 

sin  (m^  +g>)  = (— l)’singj,  cos  (m ^ + g>)  = (—  1)  2 cos  cp; 

■ ' . j 

und  für  ungerade  Werthe  von  m 

t 7t  « Wy  1 yp  m-f  1 

sin  (m.j  + g>) = (—  1)  t cos  cp , cos  + g>)  = (— 1)~2~  sing); 

so  erhalten  wir  lur  ein  gerades  u 

" *.«••  *_x  ■'  ••  •' 

- (— l)5  (2sing))»sin(r+»igi)  + sinr= 

sin (r +2g>) — (2sin g>)  cos (r  + 3<p)  - (2 sin  <p)*sin (r  + 4g>;  + .... 

n , ..  . - 

••••  (—  lV2(2sin  g))”“1cos[r+(nd-l)g)], 
(—1)2  1 (2sing>)»cos(r+ng))+cos7-= 
cos  (r+2g>)  + (2 sin  cp)  sin(r  + 3g>) — (2sm  g>)*cos  (r  + 4g>)  — .... 

....(—  1)  2 1 (2sin  g>)"— >sin[r-f(n-f-l)g>3 » 

und  lur  ein  ungerades  n 

'•  . • •■■<! 

B — 1 

(—1)  s (2sing>)“cos(v-f  ng>)-f  sinr= 
sin (r  + 2g)) — (2 sing>)  cos  (r+3ip)  — (2 sin  g>)2 sin (r  -f  4g>)  4- .. . . 

....( — 1)  i (2sin g))n~lsin[r-f-(n  fl)g)]. 
(—1)  a (2sing>)"sin(r-J-ngj)  + cosr  = 
cos(r-f2g>)-f  (2sing>)  sin(r-f  3g>)  — (2siug>)2cos(r+4g))  + .... 

■'  1 1 ' • ■ 1 . i 

....(—1)  a (^sing))"— *cos[r-f-(»-f-l)g>] ; 
wobei  das  Zeichen  von  Paar  zu  Paar  wechselt. 
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Ferner  erhalten  wir  nach.  7. 
oo«  (r  + n<p)  sin  719 


11. 


Bin  „ — cos  (r + 9) + cos  (r+3<p)  + cos  (r+5?.)  + ... 

.... +cos[r+(2n  — l)(p], 
8IB  ^ — «in  0+9)  + s'm  (r+3qp)  + sin  (r+  5<p)  + .... 

....  + sin[r  + (2n— l)<p];  i 


und  nach  8. 


12. 


( — 1)“  (2  sin  <p)*  sin  [r  + n (9  + J)]=sin  r — n,  sin(r  F 29)) 

+ »2  sin  (r  + 4 9)  — ....  ( — • l)"»n  sin  (ir+liKf), 
(—  1)"  (2sin  9)0  cos  [r + « (9  +•  <j)] = cosr  — cos  (r  + 29) 

+ nt  cos  (r+  49)  — ....  (—  l)"n»cos(r +2m9)  ; 


und  endlich  nach  9.  für  ein  gerades  n 

isin(H-2n9)=sinr+nl(2siö9)cos(r-f9)— n2(2sin9)*sin(r-f-29)— . . 

n ^ * V 

....(— 1)*  (2sio9)nnn  sin (r  + «9), 

cos(H-2n9)=cosr_4J1(2sin9)sin(r-|-9)— n2(2sin9)acos(r+29)+.. 

1.  .v  . t.'irli  ‘1  ■ !*'*.  fi 

\ •....( — 1)  * (2  sin  9)*  »n  cos  (r  + »19) ; 

für  ein  ungerades  n dagegen 

sin  (r  2ti  9) = sin  7-  + 71,  (2  sin  9)  cos  0 -f  9) 

nf  1 •{■)*< 

— ns(2sin9)*sin(r+29)  — ....( — 1)  2 7i„(2sin9)* cos(r  4-719), 

^ ' cos  (r  -f-2«9)=cosr  — (2  sin  9)  sin  (r  -f-  9) 

I j »fi 

— w2(2sin9)2cos(r+29)+....( — 1)  2 77.(2  sin <p)*mn(r+tup) ; 


wobei  ein  Zeichemvechsel  von  Paar  zu  Paar  eintritt. 

In  der  zweiten  der  durch  8.  bezeichneten  Gleichungen  wollen 
wir  jetzt  r + «9=0,  also  r=  — 719  setzen;  wir  erhalten  daun 

(2 cos 9)"=  cos «9  + «j cos (n — 2)9  -f-  t?3 cos  (n  — 4)9  + .... 

....  + J?n— 1 cos (n  — 2)9  «n COS  «9 , 

und  hieraus,  wenn  wir  die  Cosinus  der  Gleichvielfachen  des  Rögens 
9 vereinigen  und  die  Relation  nm~nn—m  beachten,  für  ein  gera- 
des 7« 

14“.  2"— xcos  9"=cos  n 9 +n1cos(n— 2)9+7iscos(7t  —4)9 +....+ J«jn, 
sowie  für  ein  ungerades  n 
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14*.  2*-1  cos <p" = cos nip  f cos (»  — 2)qo  -f- n* cos (»  — ■ 4)<p -f .... 

....  -f-  n,(n— i)  cos  <p. 

Wenn  wir  ferner  in  der  zweiten  der  durch  12.  bezcichneten  Glei- 
chungen r + n(<p  -f-  ^)=0,  also  r=  — n(<pj-™)  setzen,  so  erhal- 
ten wir  durch  ejn  ähnliches  Verfahren,  wie  vorher,  für  ein  gera- 
des n 

n 

15°.  ( — 1)2  •2n_1sin qp*=:cosM9> — M,(Os(n — 2)<p4-»2cos(«—4)<p—... 

für  ein  ungerades  n gegentheils 
n— i 

15*.  ( — 1),  * 2"— 1 sin ip”— sinn (p  — »jsiufn — 2)qD+nssin(n — 4)<p — ... 

CT— i 

....(—1)  2 «{(»_,)  sin  cp. 

III. 


Eine  dritte  Function,  welche  der  Gleichung  1.  entspricht,  ist 
f(r)  — bT.  Weil  nun 

br  + ltr+‘l'=(b't'-9•  + 6-?) . 4rH , 

so  ist  hier  a=b'lh~ <r b~ f zu  setzen,  und  wir  erhalten  nach  4. 
[Äf>-9  + 6-?]»  br+”P=bT+ n1br+1'-i-fit6r+**  + ....  + n„6r+"1' , 

O 

oder,  wenn  wir  <p—r—0  und  ip=l,  setzen,  und  die  hieraus 

entstehende  Gleichung  mit  «n  multipliciren, 

16.  «n_1  ß + n2 a"— 2j32-|-....  + iinßn > 

wodurch  der  binomische  Lehrsatz  fiir  positive  ganze  Exponenten 
auf  einfache  Weise  bewahrheitet  worden  ist. 


Sogleich  übersehen  wir  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

cJ,"[^+(n— l)y]cos9>’,_,=tostr+”9,Jcos9’"+s^)nl.J■+”9,Jsin9,c089,,‘“,’ 

und  erlangen  aus  ihr.  wenn  wir  fiir  n nach  und  nach  1,  2,  3,  ....  n 
setzen  und  die  so  entstandenen  Gleichungen  addiren, 

£cos  0 + (»  — 1)<3P]  c<>s  9 >"_1 
= -2  cos  [r  + w9]  cos  <pn  T sin  [r  + n<p]  cos  qp»-1. 
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und  hieraus: 

T fr  + ng>]|cosg>»-»=:  (r)  — (r  |-«p)cos<p». 

so  dass  «vir  liahen 


17. 

' I 


sin  (r-f-  mp)  cos  cp”  ~ sin  r 
sin  <p 

— cos  (r  -+-  mp)  cos  cp”  | cosr 
sin  cp 


=eos  (r  -f  tp)  + cos  (r  f 2q>)  cos  <p  -f .... 

....-f  cos (r  j-ncp)  cos  <p”~l 
— sin (r-f- cp)  f sin(r-J-2g>)cos<pd  .... 
....  +sin(r-|-«<p)cosqp”— *. 

Die  Anrangsglieder  der  aus  der  Reihe  T [r+KqpJcosfp”— ^ ,sing> 

sich  ergebenden  Differenzenreihen  sind  der  Ordnung  nach 

ros  (r+^9’)8',n<Jp2j  ±r  (r  +39>)  sill9>3.  ~o!L  (r+49>)sio<p4,  T .... 


COS 

sin 


sin  r • / » »v-i  . 

->  _coslr  + ”(,J!’  + 2)l8,n'i‘’  ; 


daher  haben  wir  nach  der  Lehre  von  den  höheren  Differenzen  die 
Gleichung 

T gj*n  (r  + ”?>)  cos  cp”—1  «in  <jd  = 

fr+<p)«in9>  f»*cö"(r+29>)sin9,2-t  ••••  - ""cos  Ir+”  ('P  +* ) |sin<pn, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung,  welche  den  durch  17.  be- 
zeichneten  vorangeht, 

> h.  a • . ■ i 

isin(r+«99)coS95"=siur  f »ccosfr  l-95)sing)— nasin(Hh2g>)siii9P:2— ... 

7t 

....  | ti„ sin [r  + n(<p  + g-) ] sin  cp”, 

■/ 

(cos(rL«<p)cosg>"=cosr— «,siu(r-|-<jD)sin9— ji2cos(r+2<p)sin<p2d- 

7t  1 

....  | »ncosfr  k”(<p  l j)]sin<pn. 

Setzen  wir  nun  in  17.  und  18.  .j  fiir  cp,  so  erhalten  wir  fiir 
ein  gerades  n 


19“. 


( — l)4  sin(r+«9>)  sin<p"+sinr 

cos  cp 


= sin  (r+g>)  — cos(r+2<p)sin  cp 


— ....( — l)2  cos(r-f  ng^sinro"— J, 

" !•  *•_(  ‘ 

(—  l)2  cos(rfng>)sin<p»+cosr  , . . 

’ cos  tp — cos(r+  cp)  +sin(r+2y)sm  cp 

■ i f 

— ....(—  I)4  sin  (r  nep)  si  n cp”—1 ; 
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dagegen  fiir  ein  ungerades  n 


i.l  !•  ti 


19».  < 


(-jj_»_cog  (r+,ly)si„  y»  + sinr =8in(r+y)  _ C08(r_,ljy)siD  y 
cos  9)  ...  . 

1— t 

— ....( — 1)  * sin  (r-J-nqa)  sin  y“-1, 

| ('-l)  '»  Wir+ny)  «•■"y"_+£25i:-cos(r+9,)4-sin(r^2<p)»iny 

■ cos  9?  ^ , \ 

— 1)  2 cos  (r  + nqj) sin v“—1; 

und  endlich 

' :l  II.. 

i!  % , # 

(— <l)n  «in  [it  + n (<p  + ^)]  sin  qpn= sin  r — nx  sin  (r-f<p)  cos  9)  -f  fu- 

....  ( — l)“nnsin  (r  -f-  ntf)  cos  9", 
(— l)"cos  [r+w(9+.j)]sin9"=cosr— cos(r  + 9)  cos9+.~- 
1 ■'  ' ....(—  I)"nocos(r+n9)  cos 9“. 

r X.  li-..  ‘ ■ I 1 !r.l* 


Vermittels  einfacher  Rechnung  überzeugt  man  sich  leicht  von 
der  Richtigkeit  der  Gleichung 

. ß 1 nk  ß„  ß + (n-l)k  ßn-i_ßn  ’ 

. „ ;[  ß—a+AJ'  ß—a+A  '*  *’  !.. 

* ff»  Cn-i  ßn 

(.*»  hi..-  •*. 

aus  welcher  sich,  wenn  wir  für  n nach  und  nach  1 ,2,  3,.-.  n sub- 
stituiren  und  die  so  erhaltenen  Gleichungen  addiren, 

• „ ß + tlk  ßn  vß  + (n—  \)k  ßn—x vßn 

*ß-«  + A-  * Z ß-a  + A •*  * 

ßn  «»—1  ßn 


oder 


folglich 


__  _£ 

?— c+yt’*  /?— a + A *’ 

ßn  ßn 


/?  + »«*  ßn 


k 


k k k 

ßl  . ßi.ß3 


k 

ßn 


2L  ^^[^+^)r-iJ]=T+v  + v+----  + T: 

...  Kn  ®i  °a  °3  ®» 

ergiebt.  t 

1 Indem  wir  aus  dieser  Reihe  nach  und  nach  die  höheren  Diffe- 
renzenreihen entwickeln,  so  erhalten  wir  als  erste  Glieder  derselben 

— k -it  i 1 --UJ*  , 

v"  ßi  (ß-«)i]  'ß  ß_i  (ß -“)*-! . \ 

„ * k 9 t£  ’ k 9 * m a'  ^ 9 

ui,ü-  .<(*  + &)l  (“  + k)t  («+  /')n— 1 
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daher  nach  der  Theorie  der  höheren  Differenzen  und  nach  21. 


°n  • (“  + l)i 

. „V  G*~  “)»-l 
••••  + «■-  i~ r 

(a-f /)n— i 


(“  + *h 


Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  a {ß  — k für  ß,  so  erhalten  wir 
durch  einfache  Umwandlung  die  beinerkcnswerthe  Relation 


22. 


«+<*  + (»  — 1)*  (a  + P~ k)n 


— k 

ßl 


-k 

h 


-k 

ßn 


CL  + P — k 

woraus  für  A=0 
(«+/*)" 

oder 


k 

«n 


= 1 + nt  -j-+n*  v + ""  + n”  * 

«i  al  an 


an 


-l  + ”‘  a +”*(o)  + -+”"U 


23.  (a  + ß)n—<?‘  + o"- */*  + «aa"— */** 1-....  + n»-i aß”— l+iinßn 

erhalten  wird,  so  dass  das  lünomialtheorem  für  positive  ganze 
Exponenten  als  ein  specieller  Fall  aus  der  allgemeineren  Gleichung 
22.  hervorgegangen  ist. 


VI. 


Es  ist  offenbar 


■ ß .1  1 

[a  -f  (n  — 1)  ß ] [<*+«£)  ~a+(n  — l)p  a + jiß’ 

folglich,  wenn  wir  fiir  n nach  und  nach  I,  2,  3,....  n einseUgn 
und  die  auf  diese  Weise  sich  herausstellenden  Gleichungen  addiren. 


1 


^[a  + (n-l)|Sjta  + «fl-Z«+  (n-l)0 
oder 

2 


1 


' a -f  nß~ 


1 1 

' o a\vß' 


[o  + (n  — l)|3][a  + «^]  a (a  + nß)  ’ 

so  dass  wir  jetzt  folgende  Gleichung  haben: 


24‘  a(a  + npJ)  o(a+(3)+ (a+(S)(a  + 2(3)  + "-^[o+(n— l)P]t<*+n^]' 

Dieser  Reihe  können  wir  n — 1 Differenzenreihen  abgewinnen 
und  wir  erhalten  als  Anfangsglieder  derselben 
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1.2.  fl 


a(a  + ß)(a  + 2 fl)’  + a(u+ß)  («+2fl) (a+3ß)  ’ ““ 

1,2.3...... fl»-1 

( |\n— 1 ’ZZ  . Ji 

' et(«  + fl)....  Cn  + Hfl)' 

folglich  nach  (1er  Lehre  von  den  höheren  Differenzen 

n «,  1.2.  n^ß  . 1 .2.3  .»3fla 

° (°  + »fl)  ° (“ + fl)  “(«+fl)(“+2£)  «(«+fl)--(“+3fl) 

l>  o(«  + flj....(«  + »fl)’ 

oder,  wenn  wir  mit  aß  multipliciren  und  dann  a — fl  für  n setzen: 
«fl 


1.2.3^ 


«ifl  »gfl2  "3  fl* 

a a (a  -f-fl)  ' “(«+fl)(“+-fl) 

1.2  1.2.3 


«+(»  — !)£  ~ 1 

( ")  (~  1)n^«(^-.f«+(»-l)fll. 


d.  i. 


1.2...« 


23. 


Ol 


«l 


ß 

«3 


T.r 

au 


Setzen  wir  hierin  «=2,  ß—l  undaddiren  wir,  nachdem  die  Vor- 
zeichen aller  Glieder  in  die  entgegengesetzten  verwandelt  worden 
sind,  auf  beiden  Seiten  die  Einheit,  so  ergiebt  sich  die  bereits 
bekannte  Gleichung 

20.  1^=1-^,  +g»a— g-», +...,(— 1)»^»,. 

Die  ersten  Glieder  der  aus  der  Reihe  23.  gebildeten  Differenzen- 
reihen sind 


«fl  (a  + », 


fl)i  , "fl  («+«fl)*  , (“+«fl)B 

> T ß * ß > — > V-*1)  ~ 

(«4- fl,)  («+fl)4  (« + ß)n 

daher  nach  der  Lehe  von  den  höheren  Differenzen 


«fl  «fl  »fl  0 l »fl)i  »fl  («+«fl)* 
,-n^rr ^ + »• 


(<*  + £)«-, 


oder 
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27. 


« + («  — l)ß 


(a  f »ß),  , (« -fnß), 

-«%  - «* 3 f "3  


A + ß)l 


.(— 1)"»„ ^ 

(«  + |8)*-i 


( n hß)t 


XX. 

ITebun^saufgabeii  für  Schüler. 

. " i l 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Di  enger, 

l.ehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerschule  xu 
Sinsheim  bei  Heidelberg. 


I. 

Schneidet  man  auf  den  Seite.«  Aß  und  BC  (die  Figur  wird 
sich  ein  Jeder  leicht  selbst  zeichnen  können)  des  Dreiecks  ABC 

von  A und  C aus  die  Stöcke  AD=-AB  und  CE  — \ß('  al),  be- 

“ . r* 

zeichnet  zur  Abkürzung  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  A BC  durch 
A , und  zieht  durch'  die  Spitze  B desselben  und  den  Durchschnitts- 
punkt O der  Linien  AE  und  CD  die,  die  Seite  AC  in  F schnei- 
dende Linie  BOF;  so  ist: 


das  Dreieck  OCE=  . J—r.A,  und  für  ct—ß:=z—£ — —trA 
ß(“+ß— 1)  p o(2a— 1) 

(«-!)« 


BOE=t  I)(f ■ %A,  „ 


(0-1)03-1) 

BOD~  affl+fi-l)  A'  ” 


AOD 
OAF— 
OFC 


~ß(«+ß-l) 

-m- 

ß-\ 
«(“+/»— i) 
ß-\ 


(°+? — 1)(“+/? — 2) 

«—1 


A,  ,, 

A,  „ 


(«+/?-l)(«+/?-2) 


. » ft 


i)\A,  „ 


•«(->«-]) 
(«-1)2 
' ß (-»«— 1) 

Jo-I 
' «(2 « — 1) 

1 


"2(2«  — 1) 

I 


"2(2« — 1) 


A. 
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Ferner  hat  nailt  *»  ( 

I 

ÜC:OD=a:ß  — l,  und  fiir  n = /9:=a:a-^-l; 
AO:OE=ß:a — 1,  „ „ „ :=a:a — 1; 

AF:FC=ß-l:a-l:,  „ „ „ :=1:1;  , 

OB:OF=a+ß-i,$,,„  „ „ :=2(a— 1):L 

Setzt  man  in  letzterm,  besondern  Falle  a=2,  so  findet  man: 

OEC=BOE—B  ÜB=  ÄÖD=AOF=FOC=lA, 
AF=FC,  OC-2ÜD,  AÜ=WE,  OB=OF ; 


wie  bekannt. 


•;  * i * r IW  ■ r, " ■ ••  ■*  r r. 

r * ).  . , . . - J./  -.«Lu«.  » JA 

Zieht  man  vom  Mittelpunkte  des  Hyperboloids  mit  einem  Fache, 
dessen  Gleichung 

■ »'■  -^  + 3Ü_2-i 

«2  + 6*  c*~l 

sei,  an  den  Punkt  x? , z'  desselben  einen  Radiusvector  r' ; legt 

durch  den  Punkt  x' , y,  z'  eine  Tangentialebene  an  das  Hyperbo- 
loid und  durch  den  Mittelpunkt  eine  Ebene  parallel  mit  dieser; 
errichtet  sodann  auf  der  neuen  Ebene  im  Mittelpunkte  eine  Senk- 
rechte, so  machen  die  Senkrechte  und  der  Radiusvector  r'  mit 
einander  einen  stumpfen  Winkel,  dessen  Cosinus 
Ini«  ;•  • ... 


-1 


r'* 


ist.  Ist  das  Hyperboloid  dagegen  eines  mit  zwei  Fächern: 


a*  + 


6»  c*—~ 1’ 


so.  ist  der  erwähnte  Winkel  spitz  und  sein  Cosinus 

• ‘i  ,i  I 

_ +1 


YL  + : 

1 c*’  a * 

Setzt  man  endlich  den  Asymptotenkegel: 

, y*  * 

c2‘ 


n 


2+  6«—c2  — 


so  ist  der  erwähnte  Winkel  ein  rechter. 

(Man  sehe:  Memoire  sur  l’equilibre  inWrieur  des  Corps  soli- 
des homogenes  par  Lame  et  Clapeyron  in  Crelle’s  Journal. 
Bd.  7.  §.  3i.) 

• • 1 ~ . i 
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• *i  - * ...  i !■ o 


- ./. 

• !>  — -i;n* 

■ I n ihn!, 
i <in  II 

••  «i  ! v . 


XXI. 

1*1  .•  »*».•,  , . ..  • 

«iuellen. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


• i • , Ueber  einen 

' ' 11  Sntz  aus  der  analytischen  Geometrie. 

i**i,  «r  ' 1 

. : 'in  »d  u i’i  ..  “ , , ! ,,  • • 

Herr  Professor  Lonatto  «teilt  im  Journal  von  Lioavilte. 
Juin  1846.  folgenden  Satz  auf: 

Seien  a,  ß,  y die  Winkel,  welche  eine  gegebene  Ge- 
rade mit  ihren  drei  Projektionen  auf  den  Ebenen  der 
xy , xi,  yz  macht;  seien  ferner  <5,  d, , d2  die  Entfernungen 
des  Anfangspunktes  der  Koordinaten  von  dieser  Pro- 
jektion, die  Entfernung  dieses  Punktes  von  der  Ge- 
raden selbst;  so  ist:  . ' . . i 

dP  ss  6® cos2«  -J-  d,®  cos®/?  -j-  d22  cos®y, 

welchen  Satz  nun  Herr  Lobatto  direkt  beweist. 

Dieser  Satz  ist  aber  eine  unmittelbare  Folge  des  bekannten 
Satze«,  dass,  wenn  man  einen  Fliiehenraum  P auf  drei  senkrecht 
auf  einander  stehende  Ebenen  projizirt,  und  p,  plt  p%  diese  Pro- 
jektionen sind,  man  hat:  . 

/»  = /,*  J p*  + p^. 

(Einen  einfachen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  u.  ”A.  in 
Boucharlat  populäre  Mechanik,  deutsch  von  Kissling. 
4ter  Theil.  S.  133.  IT.) 

Man  ziehe  nämlich  durch  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
mit  der  gegebenen  Geraden  eine  Parallele  und  bilde  zwischen  die- 
sen beiden'  Linien  ein  Parallelogramm,  dessen  eine  Spitze  im  An- 
fangspunkte der  Koordinaten  sei,  so  wird  der  Flächeninhalt  des- 
selben JLJ  sein,  wenn  41  die  Länge  der  Seite  des  Parallelogramms 
ist , die  auf  der  gegebenen  Linie  selbst  genommen  ist.  Projizirt 
man  dieses  Parallelogramm  auf  die  drei  Koordiuatenebenen,  so  sind 
die  Projektionen  ebenfalls  Parallelogramme,  deren  Flächeninhalte 
offenbar  ILcosa.d,  4L  cos  (3.  d, , 4L cos  y.  d#  sind,  und  also  ist 
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oder 


IL*d*  = &*cos  *o . d 2 -f- £*  cos  *ß . St * + 4L1  cos  *y . da* 
J'1  — 5*cog*a  + <5, 2 cos 2/ä  -f  d22 cos  *y , 


welches  der  erwähnte  Satz  ist. 

Denkt  man  sich  durch  die  gegebene  Gerade  und  den  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  eine  Ebene  gelegt,  so  ist  der  Kosinus  des 
Winkels,  den  diese  Ebene  (die  Ebene  des  vorhin  erwähnten  Pa- 
rallelogramms) mit  der  Ebene  der  xy  maeht,  also  gleich  ^ p0  -^ 

^ COS  (C  • • t r t • ^ 

= — ~ — ; desgleichen  sind  die  Kosinus  der  Winkel  dieser  Ebene 
mit  den  Ebenen  der  xz,  yz  gleich  f . demnach  ist 

die  Gleichung  der  fraglichen  Ebene  , 

dä,cosy.:r  + 5lcosß .y-f  S cos«.z=0. 


wie  Herr  Lobatto  ebenfalls  findet. 

Heissen  x' , y‘,  z'  die  Koordinaten  des  einen  Eckpunktes  des 
mehrerwähnten  Parallelogramms  in  der  gegebenen  Linie  selbst, 
und  sind  ti , ß‘ , y'  die  Winkel,  w elche  die  gegebene  Gerade  mit 
den  Axen  der  x,  y,  z macht,  so  findet  man  fiir  den  Flächeninhalt 
der  Projektion  des  Parallelogramms  auf  der  Ebene  der  xy: 

i SL(y'  cos  er*  — x1  cosß'); 

demnach  ist 

Aäcoso=ifi.(y'cosa'-- x'  cosß').  dcosa  = (jf  cos a’ — x'cosß1). 
Ganz  eben  so: 

cosß  = i (x'cos y* — i'cosa'),  Ä2cosy=  + (:'  cög/3'  — y'cosy'). 


Von  diesen  Sätzen  ausgehend  beweist  Herr  Professor  Lobatto 
nun  die  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleichgewichts  eines  Systems 
von  Kräften. 

Ist  nämlich  P die  Intensität  einer  wirkenden  Kraft,  und  sind 
a,  b,  c die  Winkel,  welche  ihre  Richtung  mit  den  Axen  der  x,  y,  z 
macht,  so  kann  man  diese  Kraft  parallel  mit  sich  selbst  in  den 
Anfangspunkt  versetzen  und  ein  Paar  von  der  Intensität  Pd  bei- 
fügen, ohne  dass  das  Gleichgewicht  geändert  wird.  Die  erste 
Kraft  zerlegt  sich  in  Pcosa,  Pcosb,  Pcosc,  während  das  Paar 
sich  zerlegt  in  P cosa.d,  Pcosß.öl,  Pcos y . <52,  und  man  erhält  als 
Gleichungen  des  Gleichgewichts: 

£Pcosa=0,  XPcosbsxO,  XP cosc=0; 

XP  cosa.Sz=0,  XP  cosß .S1=0,  XPcosy.  52=G. 

Die  letzten  drei  Gleichungen  sind  auch  nach  dem  Obigen: 

XP(y cos a — .r  cos  6)  =0,  XP (x cos c — i cos a)  = 0 , 
n ■:  . . , XP(zcosb — y cosc)=0; 

da  die  Doppelzeichen  nicht  zu  beachten  sind,  wenn  man  die  Kräf- 
tenpaare,  die  nach  entgegengesetzten  Seiten  zu  drehen  suchen, 
auch  als  entgegengesetzt  betrachtet. 
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Theorematis  in  T.  VII.  pag-  266.  *)  pro- 
positi  demonstratio. 

Auctore  Dr.  E.  G.  Björling, 

ad  Arad.  Ipsal.  Deren.  Matlies. 


Celeb.  Prof.  Schlö  milch  Commentatione  su4  „Veber  die  höhe- 
ren Differenzialguotien len  des  Ausdrucks  (x2  + oa;-f 6)— (/*+•)",  in 
T.  VIII.  praeced.  pag.  357.  exposita,  admonitum  me  fecit  quodam- 
modo  promisso  deraum  satisfacere,  in  notula  sub  pag.  ‘266.  T.  VII. 
relato,  oblaturum  me  fore  aliquando  Theorematis  loco  cit.  pro- 
positi  demonstrationein  in  hoc  „Archivo“  condendam.  Quod 
nempe  Theorema  (ut  apparet)  formulam  exhibet  generalem,  juxta 

ram  breviter  — [et  quidem  numero  terminorum.  ex  ordine,  i,  2, 

4 (nt -fl)]  — exprimi  liceat  valorem  expressionum  cujusque 

bar  um  [n  denot.  numernm  integrum] : 


u0  — (n  — l)i  + (»— 2)a— (»— 3)s  +&c. 
(usque  ad  primuro  term.  evanescentem), 

L (»+l)i  — 2na  -f  3(n — 1)3  — 4(n— 2)4-f  &c., 
1.  (n  + 2)j  — 3(n  + 1)3  + 6n4  - 10(n— l)s  + &c., 
1.  (w+3)s  — 4(n  f 2)4  + 10(n  + l)5— 20»8+&c. 


•)  Quac  ibi  deprchensa  saut  metula  nonaulla  typographica  jam  corrigi 
liceat  liaecce: 

In  pag.  266,  lin.  10,  loco  -|- 4 . (« — 2)4  legas  — 4 .(« — 2)4 


.1  2Ö7, 

,,  15, 

r>  10(lt-f-l)6  -f-  „ 

+ io(a+i)5. 

„ 267, 

..  16, 

i»  2(w  2)a  ,, 

2(«+2), 

,,  268, 

,,  11, 

»1  + 4(>—3)4 

-4(71-3),. 

Theil  IX. 

16 
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m m m 

(«) F0.(n+m)m  — f\  .(«+m— L)m+l  + ^2 (»+»«— 2)»+2 

— ^ 3 ■(*  + **  — 3)m43  I &<’ • 

ilenotantibus  [ m nuinero  integro  aut  0 1 

• m m nt  m 

F0,  Flt  Fz,  Fa,  &c. 

breviter  „numeros  mii  ordinis  figuratos“ 

(?) ma,  (m  + l)1(  (m  + 2)it  (m+3)s,  &c. 

( 

Conaturo  me  jam  id  quod  promisi  exsolvere.  pauca  haec  fere 
praemisisse  juvabit. 

Quemadmodum  figurati  ilii  numeri  (?)  Coöfficientes  ipsas  con- 
ficiunt  dignitatum  ipsius  x earum,  qiiae  in  evolutä  functione 

(1' — <x)~ <*"+1> 

occurrunt,  sic  quantitas  illa  (o)  Coefficientem  ipsius  xn  in  evolutÄ 

(y) [1 — x(l  — a:)]— (m+'>seu(l — x-\-a?)— (»+l>  *). 

Quae  quidera  res  ut  primuni  fuit  perspccta,  habitAquc  insuper 
ratione  identitatis  expressimium  iilatum 

1— ar  + a;9  atque  (I  -f  «.r)(l  f ßx), 

[«  et  ß breviter  ambas  illas  radices  cubicas  ex  |-1  imaginarias. 

r—- 2jh 

cos-g-iV  — lsin-g-,  denotantibus] 5 ea  fere  in  aprico  posita  est 


*)  Scilicet  ex  eo  quod , dum  y numcrice  I est  f 
(1— y)-(»+»)  = i + (m  + i),y  + (m+s),#1  + (b»+3)3ji3  -f  ctc. 
sic  quoque,  dum  x(l—  X)  numerice  ^ 1 est,  habetur 

[l— * (1— x)]  -(»»+ 1 )= 1 + (/w+l)!  J(l--ar)  + (m-f-2),  :r*(l—  xy  -f ... 

l)»-i  x»-i  (l— a-)n-i  -f  («+«)» a^(l—a-)»-foic. 

nec  ullA  hoc  tempore  opus  est  curA  probandi  liccre  (eerte  dum  X nume- 
rice  ^ 1 est)  posteriori*  liujus  memhri  loco  suhatitui  istam  : 

1 + AlX+A*X*  + .4,X3  + etc. 

scilicet 

i **  1 

An =»o  (m+tl)n—  (B— 1) , («i+B— 1 )■»- 1 +(B— 2),  (;«+«— 2)n_2  — elc. 

usque  ad  primnm  term.  evanescentcm , cujus  de  rednctione  in  formam  (a) , »i 
placet , videri  licet  in  nota  I.  sah  fincm  hnjusce  (Jommen  tationi«. 
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via*),  quam  recte  inseqoendo  Theorema,  de  quo  quaeritur,  demnn- 
stratum  sisterc  liceat.  Etenim  utrdque  seorsim  cvolutA  functionum 

(ä) (1  -f  H > ct  (1  + ß.c) ~ <*»+ 1 > , 

< ’ l 

si  deinceps  exiraatur  coGfficiens  ipsius  x*  in  „producto“  sericrum 
hoc  modo  comparatarum  **),  reverd  continget  ut  coefiicieutem 
hancce  in  m|l  terminos  redigi  liceat.  Quae  si  tandcm  formula  ex  m f 1 
terminis  confecta  ipsi  (n)  aequatur,  demonstratum  erit  theorema. 
His  jam  praemissis  rem  ipsam  adgredimur.  . 


1.  Uti  supra  est  monitum,  id  soltun  agitur  ut  evincatur  duplex 
illud  memhrum  posterius  aequationis  (I)  in  Theoremate,  de  quo 
quaeritur,  Coefiicieutem  conflcere  ipsius j-“  in  „producto“  sericrum 
ex  evolutis  seorsim  ambabus  (<5)  comparatarum.  Id  quod  in  tali 
re  solito  hoc  more  perfici  licebit. 


1fl) 


‘ * . . . . I *.*  ‘ 


Ex  hisce  *.  ... 

i ' t i s. 

(1  -f  oar)“l“l  — ax  + a2#2 — ....  + ( — l)"an:rn-f-&c. 


et 


(1  -f  — 1 = 1 — ß2x2  — ,...  + (—  l)"/?"arn  + &c. 


consequitur 

ct2 — 82  — 8^ 

(1  -f-  ax)~' (1  + ßx)~ 1 = 1 — x~~" 

«"+*  — tfn+1 

....  +(-l)».  — x”  + &c. 

ideoque  esse  cofifticienfem  ipsius  xn  in  „producto“  serierum  ex 
evolutis  (1  + a.r)— 1 et  (1  -f /?.r)— 1 comparatarum  istbanc 

(V**  f 1 1 

(I)  . . . . (— 1)". — = C,  (breviter).  ...  , 


Ex  hisce 


2°) 

( (l+«j:)-*(l-f^)-*='sXC<V 

\ 

< et 

I (l-f-out)l~1(l+ßx)~1=  S Ci  aß 


*)  Conf  tamcu  ea  , quae,  in  nola  I.  sub  iiiicin  opusculi  hujos  relata,  de 
h«c  re  adtnonendi  ansam  nohi»  dedit  Commentatio , cujus  supra  mentionem 
fecimus,  Celeb.  Schlömilcb. 

**)  No»  quid  hac  pbrasi  „producto  serierum“  intellectum  volumus. 
id  nullA  sane  lioc  tempore  Opus  liwbet  explieetione.  Nec  omnino  locu» 

16* 
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consequitur  *)  esse  coäfficientem  ipsius  xn  in  „producto“  serierum 
ei  evolutis  (I  + ax)~2  et  (l  + (?x)-2  comparatarum  istbanc 


i—n  — t —1 
dn  =:  5 CJn—i  di  , 
i=  0 


ideoque,  secundura  (l), 

Jam,  quoniam  aß=l  est,  membrum  hoc  posterius  abit  in 

I » • •*.  . • • ! •*  T '*.<  I . I 

„ /SM+1)— ...  \t 

i—  0 rl:f*0 

seu 

(2) (n  + 1)  (a"+2  + /»■+*)  - [“"•!  sV*  + ßn- 

*♦  ( 

At  habetur 


<=n  — 1 

S o®  = 

i=  0 


1 ' 


ideoque  quantitas  illa  intra  uncos  [ ] in  (2),  vi  relationum  illanim 


(3) 


conficit 


• ‘ • «*—  l~a—  ft*  (P—V 


2. 


a7i+l  — (?»+> 


a—ß 


atque  aequatio  illa  (1)  abit  in 


GBl  dubitandi,  quin  aeriei  illi,  quae  hoc  ipsum  eonßcit  „productum“,  summa 
sit  isthaec  (1  axy~(m+ 1 ) (1  + /Sx)— (">t  ' ) »cu  (1  — (™  t »)  , dum  X 

numerier  1 est,  — quippc  quoniam  tune  serierum  utraque  earum , quas 
evolutae  seorsim  ambae  illae  (S) , convcrgenles  rcmancrcni,  cliamsi  in  ii» 
terminorum  loco  subaliluercntur  ipsi  moduli. 

*)  In  hoc  ipBO,  ul  patet,  cardo  ip»e  artilirii  verlilur : esse  (inquam) 

cof fficientcm  ipsius  Xn  in  producto  serierum,  ex  evolutis  seorsim  ambabus 

(l  + «J-)-,»(l-f/s-r)-'ra  et  C 1 + 1 (1  + 1 

comparatarum,  eodem  usque  valore  ac  coeflic.  ipsius  X11  in  producto  serierum 
ex  evolutis  seorsim  ambabus  illis 

(1-f-oa:)— (”>+l)  et  (1+jSa:)— (m+l)  ii 

. . ... . •: . ; . ; i * . 

comparatarum,  — quippe  quoniam  ambohua  bis  „scriernm  prodneti«“  summa 
cedit  communis  (y),  X quälibet  numericc  ^ 1. 
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(II) (— 1)»(«— fl*.  (£=  (»1+1) («n+H^+1) -2.  — ^=^-‘ 

a — f 


Tum  ex  hisce 

' '*  ‘l 

l (1  + ax)-*(i + ?xy*=  's*  qV 

\ i=o 

•>.,  < et 

I (l  + «x)-i(l  +ßx)~'J^S  c!** 

\ 1 = 0 

consequitur  esse  coSfficientem  ipsius  xn  in  „producto“  serierum  ex 
evolutis  (l+ax)~ 3 et  (1+/j;)— 3 comparatarum  isthanc 


Cn 


i—  n — 1 —a 

= s CUi  Ci. 
i=0 


ideoque,  secundum  (II), 


W (-l)»(n-?)».G,3 

i = n , L(4- 1 a'li 

= S (a»+,-_/J>,+1-(>{(t  + l)1(„.+2  + /?f+*)_ 2.“ e~-l 

l=o  « — ß 

= 'S "(i+ l)i(«n+ 1-<—  ß”+l-iKcß+i  + p*+*) 

•Mi-  ■'.<  ,=0  • ) .i 

- ,I*(“n+1“i  “ /Jn+1_i)  (“<+l-/?<+  *)  • 


seu  breviter 
(4')  . . 


.i 


scilicet  posito  (brevitatis  ergo),  p denotante  numerum  integrum 
aut  0, 


Sp+i  — 


i = * 

S 


i=  0 


(*+  p)p (ß»+!— < — *) (ß'+p  l • + ( — l)P+l.(?1'tiP+1). 


At,  vi  naturae  ipsarum  a et  ß,  habetur  relatio  ista  (dum  p 
numerus  est  integer) : 

(A)...  Sp+1  = (n+p+l)P+i  (o*+»>+*+(— 1)J>+*  .ß” » P+*y—  *) , 

cujus  ope  formula  (4')  reducitur  in  '! 


' ' 

*)  Vid.  Notam  II.  swb  finem  liujuscc  Commcnlatioiiis. 
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(« + 2)*  («-+*  -^+‘)  - ; 

adhibitäque  demum,  quae  ex  ailatis  in  2°)  consequitur,  fonnuld 

«n-f-l  — ßn-{-\ 

(A') S,=(n  + l)(«°+«+^+»)--2.  uJß-' 

patet  aequationem  (4)  abire  in 

— 3 „ a«+2  4-S"+a 

all) !)»(«-«■•  Cm — (” +2)*  («n+s — £n+3) — 3(71+1)!  _ß— 

, . ..  • «:•  !.  .«•  * 


Porro  ex  hisce 


i=  O 

et  r. 

. (t  * (1 + *jS  Ci  x1 


consequitur  esse  ; cöbßicientem  ipsius  xu  in  „producto“  serierum 
ex  evolutis  (1  + ar)-4  et  (l+/?:r)-4  comparatarum  istbanc 

t ! V-  _ I ! —45  i—n  — 1 — 3 

Cn=  S Cnr-iCi, 

i—O 

ideoque,  secundum  (III). 

(5)....  (_l)n(«_ ß)*.  ct=  tT(«*+^-ßn+1-i)[(i+2)2(c<H-3-(lii  ») 

<=0 

„ «;+2 +/?>■+* . a c.+l  -/tf+1 , 

-3(t+l),— +6.— j-ßp-  ] 

" • • 1 - 

At  secundum  aequationem  illam  (A)  habentur 


S>  = (»  + 3),  («"+4  + ß"  H)  - ^ 


Ss 


S,  = («+2),(«*f»-fP»+»)-^;  „ I r 

earumque  ope,  adhibitä  insuper  aequat.  illä  (A'),  patet  abire  aequat. 
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— 4 «nfS_fln+3 

(IV)...  ( — l)"(«  — ft4.  G«:=(n+3)s(«"F4+0*+4)— 4(n-f2)2 H 


+ 10(«+l),^i|^-20. 


(«-ft* 


a—ß 

ttn_M ßH+i 

(«-ft*  ' 


Ulterius  ex  hisce 


5°) 


(1 4-  ca-)— 1 ( 1 -f  ftr)— 4 = S CiX* 
t—o 


et 

f (1  + ar)-‘(l+^)-i  =*«*  Q a* 

\ »=0 

eädeni  uequc  ratione  ac  in  praecedentibus  concludi  licebit,  ita  esse 
— 6 

eoniparatam  coeflieienteni  Cn  ipsius  xn  in  „producto“  serierum  ex 
evolutis  (1  + ax)~b  et  (1  -p  ßx)~b  cuortarum , ut  sit 

— 6 nn+4  P ß"  1 4 

(V) ...  (-l)"(«-ft8-  Cn  = -5 (h+3)3  g Zqf- - 

«n  t 3 — ß »+3  «nf  2 _L  ßnp2 

+ 15 (n  + 2),  — 35(n+l)i  (gJ.gjr 

2.  Jamque  per  inductionem  conjici  licet  esse  (dum  in  denotat 

— (»i  f i ) 

numerum  integrum  aut  0)  ita  comparatam  coefBcientem  ('n  ipsius 
x " in  „producto“  sericrum  ex  evolutis  (1-pcta:)- ("»+1)  et  (1  pftr)- 
coortarum,  ut  sit 

— (w*-f- 1 ) 

(VI) ...  (—  l)"(tt  — ftm+l.  Cn  =(n+rn)m(u"t'm+,+(— l)’"H.0»t»*P<) 

an-t-m-J-( — l)n*.ft>+»> 
a-ß  ■ 

-I  fln+ra-l 

+ («+»« — 2)m— * — r(«Jfta-:P 

m aRt"t  — ßn  M 

+ (-Vr.Fm. 

(VF) 

«n-f  i»  t 1— * p.  ( — l)m  f 1 — t^n  f m f l— 1 

(c r~Wk 


— 1\  (n+m— l)m_,  • 

On+m-l+ (— 1)" 


fc=m 


= S (—1  )t(m+/:)t(«  + m— A)m-* 

fc=0 

• I 

Valere  haue  legem  pro  m=0,  1,  2,  3,  4,  jain  supra  erat  exper- 
him.  Concesso,  valere  eam  usque  ad  m quemdam  (inclusive),  pro- 
habitur  jam  vera  esse  pro  sequenti  rn  + 1. 

ReverA  habetur,  ut  solitum, 

— (m+2)  l=n  — 1 — ( n,  t 1 ) 

Cn  — S Cn-i  Ci  , 

1=0 

ideoque,  secundum  (VI'), 
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et  sic  porro : adeo  ut  primi  m termini  (h.  e.  omnes  ultimo  excepto) 
reducantur  in  * 

+ (-l 

ideoque  tota  quantitas  (ß')  in 

*=o  (« — ßr 

_l  / | (~m  4~  ^)m  c . 

cujus  quum  terminus  novissimus  secundum  aequat.  (A'J,  ope  relatioois 
(2m  -f-  i)m . 2 = (2m  + 2)m^.1 , 

abit  in 

(- 1)-»  (2m+  l)m  (»+l)i  5^|^+(-1)»+‘(2w+2Wi 

jam  omni  absque  dubio  patet  reduci  (6')  in  ipsum  membrum 
posterius  aequat.  (VI')  mutato  ibi  m in  (m  + 1). 


3.  Quae  cum  ita  sint,  habetur  ex  aequat.  (VI') 

-(m+1) 

1 ld  :•  l!  (—1)".  Ci i = 


dum  m par  est  aut  0: 


k~m 


T,  ,u;  . ,w  . „ (—!>*(*»+»+«-*  ' 

^(-^‘(m+ÄXn+m-Ä)»^ » 


du 


m vero  impar: 


) * 


k%m,  . |w  , „ „n+m+l-ir  + (—1)*  ßn+m+l-k 

^SJ-l )»(«+*)*(»  + «_*)_*  ; 


seu,  quod  idem  valet, 

dum  m par  est  aut  0: 


(VI") 


—(<“+!) 
(-1)".  Cn 


(= 


1=0 

<=?-! 


fc=  0 
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* ' • i •* 

(VI") 


dum  vero  impar: 

-(m+I) 

. (-1)».  Cn 


S (m+2i)2f(n+m— 2i)m~-ii 


„B+mfl— Si  -f-  8 i 


— iS  (m+2t+ 1)  2<+i(«+n» — 2t  l)m — tf — i 


Kn(w-!ti_  ßh+m^a 


<=0  ' • (tt_|S)*+*+*  - 

quae  quidem  aequationes,  debitä  ratione  habitä.  relationum 

= cos-j-4:  V — lsin-g-  =—  (cosg-  + V —Ising-), 

2sin|=v3,  2cos|=c^,.  ..  , 

perfectisque  nonnullis  reductlonibus  **)  tandemque  loco  ipsius 

Cn  substitutä  expressione  ilhl  («)  [in  prooemio] , in  aequafMot^hl 
ipsam  (I)  tbeorematis  nostri  ahcunt : cifl  praeterea  novam  hanc  im- 
mutatam  aliquantulum  magisque  concinoam  reddere  juvat  formam : 

T h e o r e m a. 


Denotantibus  F0(=l),  F,,  Fa,  Fs,  etc.  Numeros  mti 
ordinis  Figuratos,  nempe 

»*«•  (m  + 1)»,  (»*  + 2)2,  (m  + 3)3 , etc. 

atque  n numerum  integrum  quemiibet,  habetur 
dum  m par  est  aut  0: 

*'(I)“... '].(»+  fn)m — Fj . (n+ m— l)ra+,  + Fa  .'(n  + m— 2)m+a 
Fs . (n  + m — 3)m  |3  + etc . 


•)  Scilicei  (ut  patet)  aequationibua  pracccdentibus  nilrcfert,  cuinam  potis- 

simum  ipsarum  cos  ~ I sin  — noracn  a aut  ß referatur. 

")  Quibus  in  perficicndis  probe  erit  tcncndum,  //  ct  f numeros  iutegros 
aut  0 denotantibus,  haberi 

0 — /J  = ±2»in|.Vrr^=±V3.+^i, 

(«-(»)»'  = (-  3)r, 


(a-ß)*r 

at  — ßV 
(a  — £)*>•+* 


2 co  »v-  C0’P3 

C~  1)p4r  ■ ° 97,3=(-l)|.(-i)r i, 


(V3  )*r 


:(-l)P+*+r.  2si"P3 


(V3)*r+* 


1)PH  (-  i)r 


sinp- 


, rr 

sm  3; 
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(usque  ad  primutn  termimtm  cvancscentem) 

"+'  m sin(n+m-2i+l)| 

= «(-!)  — 


(/i+m — 


sin  — 


(=m_i  !ü±2+f  m cos  (n  + »i—20  * 

— S (—5)  .Fi  ff, (« -f-  "i — 2 i — 1 )m  ~2  i-l » 


d n m v e r o m i m p a r : 

i='^1  , m cos(n+m— 2f+l).^ 

= S (—5)  * . Fa, -(«+»«—' 2i), 

4=0  cos  — 


TO-f  l _ . 

2 — 5—+*  rn 

- S (->)  4 .F«+, 

1=0 


sin  (n-\-m — 2i)~ 


. ü 
sin  — 


(n  in — 2i— 1)»» — 2* — 1 * 


Ex.  gr.  Posito  success.  m=0,  1,  2,  3 habentur  *): 

sin  (n  pl)^ 

(«) 1— («— l)t  +(» — 2)a — (n — 3),  + etc.  = — ; 


(*) 1 • («+T),  — 2na  + 3(rt  — 1)3  — 4(n— 2)4  + etc. 

sin  (n+l)~ 


sin- 


. w 


cos(nf  2)— 

1 I.f— --(„  + !), -2. 

■iUo  Iß  4:  Mi  |_  •;  _ n f* 

i ihm  ,\i-,  0—< 


\ 


i\  .-'•h  1 I 

Jr*.  1 0 IW  .1 


=->.[ 


sin(n  + 3)- 


cos  (n+2)  — "i!k  gfaCrt-fl)^- 

^(n+2)*+- — (n+lb-2. 


cos  3 


} 


!«i|  idiV.oij/'i  ei.  o«  ondlnTiiiüßßioKüi'rti  xa  in  . m dun  «iin*»t«ni| 

(d).  ...  i.(»+ä)„-4(a+ä)t+  lÖ(«+l).-2p«,  + etc. 


_cos(n+4)- 


=1  [ --(»+3)3-4. 


sin  (n+3)  — 


(«+2)z 


cos(n+2)|  sin  (»+!)* 


(n+l)i+V-- 


j ' 


sin  - 


] 


4.  Quo  ex  theoremate  recta  consequitur  hocce 


quarum  op«  relationuih  nova , quam  heic  exposulmus ,,  Thcoiematia  forma 
perfacili  negotio  prodibil.  . 

Conf.  loc.  aupra  cit.  T.  VII.  pag.  266  et  267. 
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ü o r o I U r i o ui. 

Denotante  p limnerum  integrum  >nt,  habetur 
dum  m par  est  aut  0: 

m m m 

(II)“...  pm — F[ . ( p — lJm-H+Fj.  (p — ‘2)m+a — f\-(p — 3)m.|  3+etc. 

(usque  ad  primum  term.  evanesc.) 


*-T  “+‘  - ain(p-a+l£  ' 

= «(-1)  -F*i ; (P-  20—« 

t=0 


81,1 3 


T bi — ‘2  m{  2 

- « (-ä) 

<=o 


f ‘ 


m C08(p— 2i)y 

“ (|1— 2t — — 1 » 


cos- 


dum  veru  nt  impar: 

•==^  =±4'*.  cos(p-2«+l)| 

= « (-J)  .Fa< (p- 20«-*i 

4-0  cos  - 

u 

4=—  =*4*.  «“(p-fcf 

.'S  (— i)  •*’*<+!  ~ (p— ! 2j— 1)ib-2*_i. 


1=0 


• n 
s,n3 


Nec  id  solum;  vera  est  haecce  aequatio,  etiamsip  nu- 
merus  est  integer  = m.  Quod  ut  probetur,  sufficit  ut  ostenda- 
tur  constare  sibi  Theorema  ipsum,  etiamsi  n — 0 sit,  certe  nisi 
siniul  nt— 0 fuerit:  id  quod  paucis.  bis  expediri  licebit.  — Prius 
aequationis  ”(I)“  membrum  in  hoc  casu  (=  1)  coefficiens  est  ipsius 
x°  in  evolutä  functione  i , - 


[1 — x(l — a:)]— 


posterius  autem , ut  ex  ijisa  demonstratione  supra  expositä  patet  *), 
cotifficiens  est  ipsius  x°  in  „producto“  serierum  ex  evolutis 


•)  Scilicet  in  eo  res  tertitur , nt  aequatio  illa  (Vrl)  aut  (Vt*)  valere 
probetur,  etiamsi  J2  = 0 foerit.  Valere  eam  (iu  hoc  quoque  casu)  pro  Wl=l 
et  2,  cx  eo  patel  quod  posito  71—0  aequntiones  illae  (II)  et  (111)  identicae 
evaduut.  Concesso  igitur  valere  eam  usque  ad  171  quemdam  (inclusive),  rcli- 
quum  est  ut  probetur  vera  esse  pro  sequcnti  17l~ f-1.  Eodem  usque  modo  ac 
in  art.  2 praccedenti  aquatio  illa  (6;)  vera  esse  probatur,  etiamsi  12=0  fue- 
rit, exteusä  quidem  ad  liunc  quoque  casum  (/l  = 0)  defimtione  illA  signi 
sSp ^ i , i.  e.  posito  tune 

Sp+ 1 = (a  - ß)  («!*+ 1 + (- 1 )P+ 1 £p+ 1 ). 

Tum  nullo  negotio  palet,  aequationes  illas  (A)  et  (A;)  in  hoo  quoque  casu 
valere.  Caetera  verbotenus  ut  in  art.  2.  sequuulur. 
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(1  + aar)—('*+l)  et  (1  + ßx)—(f»+V 

comparatapim. 

Quae  cum  ita  sint,  jam  constat  verum  esse,  quod  loco  eit. 
(T.  VII.  p.  268.)  expdsitum  est  Corollarium,  cujus  praeterea  aequa- 
tioni  (II)  immutatam  aliipiautulum  maeisque  conciimam  lieic  dedi- 
mus  formam  "(II)“.  — Ideoque  nec  gutta  quidem  superest  dubii, 
quin  rata  sit  Numerorum  Figuratorum  relatio  ea,  quam  ibid.  (p.  26'.).) 
exposuimus:  cui  praeterea,  posito  p — in  in  aequat.  (II)“,  potio- 
reni  haue  reddere  juvat  formam : 

1°)  dum  m immer,  est  integer  par  (aut  0): 


(in)“ 


‘Hi  ?+*  m sin  (in— 2i+I)J 

1=  S (-J)2  Fa i 

1=0  . 7t 


. 7t 

sin  g“ 


>»  cos(m— 2i)"- 

_ S (-•)  2t  -F*,+l * 

(=0  n 

cos- 

An,  i • I ' 

2y)  dum  m mipar  est: 


. tn — 1 m-f  1 , , t 

2 *4  m cos  (//i — 2i+l)~ 

1=  S (-1)  . Fa. — - Ul 

*=0  7t 


III. 

t ft  -ulr. 


cos- 


• ' m sin(m— 2t£ 

- S'(->)  .F,*, 1. 

1=0  . 7t 


, n» — 1 
^ J 


sm- 


N o t a I. 
(Vid.  pag.  234.) 


Specie  forsan  haec  via  ea  ipsa  esse  videatur,  qua  postquam 
coefficiens  ipsius  xn  in  „evolutione“  functinnis  (1  — x-\-x2)~ ,m+l), 
formä  illä  (I  -f  ax)—  <n,+1)(]  -fß.r)—  (“F1)  indutae,  exhibita  fuerit  ope 
cognitae  itlius  legis,  quam  in  commentatione  suä  nmnero  (1)  insig- 
nivit  Ccl.  Schlö  m i I cn , deinceps  ponatur  coefficiens  haecce  expres- 
sioni  illi  (a)  aqualis.  — Quod  si  ita  foret;  revera  res  gesta 
foret  talis,  cui  jure  quodam  epitheton  illud  cedat  „wissenschaft- 
lich höchst  unbedeutend“  (vid.' Oomment.  Cel.  Schlömilch, 
sub  finem),  quippe  quä  non  nisi  duae,  qu.l  formam  diversae  aliqua- 

f\»)(  0)  ' ■ i 

tenus,  expressiones  ipsius  j— ^ — — f F(x)  breviter  denotante  ipsam 

(1 — ai-f-a:3)— (”‘+1)]  in  medium  prolatae  fuissent:  et  quidem  tali  in 
re  muito  melius  Analysi  fuisset  consultum,  si  — ut  praeterea  rem 
gessit  Cel.  Schlömilch  — generalis  uno  ictu  petita  fuisset  expres- 
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sio  ipsius  Fln)(x)  i,  e.  UoefBc.  Different,  reti  ordinis  functionis 
(1 — x F #*)— («+1)  vel  potius  functionia  hujus  universae 

(x2F  oat+6)— W->),  reali  quMibet]. 

Namque  — [ut  heic  caetera  omittam  cognitae  demum  functio- 
nis  Fi*)  (x)  eniolumentaj  — uti  primiim  forte  contigit  duas  quä  for- 
mam  diversas  hnjusce  Fi*)  (x)  expressiones  inveniri;  acquatis  ei  bi 
invicem  hisce,  generalis  jam  conciliata  erit  relatio  talis,  cujus  in 
speciebus  innumeris  non  nisi  unam  conficiat,  quam  supra  comme- 
nioravimus , identitas  illa  ambarum  ipsius  Fi*)  (0)  expressionum. 

At  vero  „specics  nonnumquam  fallit“:  recta  non  haec 
erat  via.  Hane  quisquis  fuerit  insecutus,  ulterius  in  tali  re  provehi 
non  potent,  quam  donef  relationein  demum  talem,  qualem  m Com- 
mentatione  suä  numero  (9)  insignirit  Cel.  Schlümilch,  assequi 
bene  contigerit.  Quae  quidem  relatio  quamvis  praeterea  notatu  sit 
vere  condigna,  celari  non  potest  temere  aüquatenus  latam  esse 

sententiam  Cel.  Auctoris  (pag.  364.)  istam  : „Für  q>=^ergiebt 

sich  aus  der  Gleichung  (9)  eine  Relation,  aus  welcher 
sich  sämmtliche  von  Herrn  Dr.  lijiirling  im  Vif.  Theile 
S.  266.  mitgetheilte  Formeln  ableiten  lassen,  wenn  man 
sich  auf  die  Unterscheidung  von  geraden  und  ungeraden 
re“  (?)  „einlässt  und  einige  Transformationen  vornimmt.“ 
Verum  quidem  est,  si  ponatur  ft  = m (num.  int.  aut  0),  abire 
posterius  hujusce  aequationis  membrum  in 

«o  (m  F n)„  (2  cos  g>)n — (re — l)j  (m  F n — l)n-i  (2  cos  qp)“— 2 
F (re — 2)a  (nt  F w — 2)„_a  (2  cos  tp)n—* — 

etc.  (usque  ad  primum  term.  evanesc.) 

, ' . 

= re©  (n+/n)m  (2  cos  9)»— (re— l)i  (nFm-t)»  (2  cos  <p)n~1 
F (re — 2)a  (re  Fm— 2)m  (2  cos  tp)”-*— 
etc. 

= 1 . (n  F »0 m (2  cos  tp)n  — (rn  F l)i  (re  F »» — l)m+i  (2  cos  9p)"-2 

F ('«  F 2)a (re  F m — 2)m+a  (2  cos  tp)n~* — 
etc.  ' 

quae  quidem  reverä,  dum  q>=  j ponitur,  prius  ipsum  aequationis 

nostrae  ”(I)“  membrum  conficit.  Verumtamen  fore  ut  prius  aequa- 
tionis hujus  (9)  membrum  in  formulam  reduci  liceret  talem,  quae, 

7t 

dum  ponitur,  in  membrum  aequationis  nostrae  2«m  aut  3um 

1 V-  1 ■ .1  -i.:  ' r ' I ’ ’i«  1 

(ideoque  in , formulam  ex  m Fl  terminis  conlectam),  prout  re  par 
est  aut  impar,  abeat,  — id  quonam  jure  contendi  lice.at,  uescio, 
Etenim  quis  est  qui  ne  videat  ab  re  minime  pendere  banc  reductio- 
nem,  utpote  quam  e contrario  perfid  non  omnino  liceat,  nisi  forte 
p numerus  jptteger  aut  0 (et  quidem  —in)  fuerit,?  quo  in  casu  sin- 

gulari  reapse,  pro  tp  = ~,  una  prodibit  vel  altera  forma,  prout  m 

■ ut;;:.'  n /!.  ■ o ; . , ü >•  1 n*»  / .:  1.  • 
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par  est  (0  inclusive)  aut  inipar.  Qua  tarnen  de  re  id  insuper  est 
admonendum,  lieri  non  posse  — [certe  quodnos  quidero  scinmus]  — 
ut  prius  illud  membrum  aequat.  (9)  in  tn-\- 1 terminog  reducendi 
negotium  eomodo,  quem  vulgo  „einige  Transformationen“*) 
voeant,  pcrßci  liceat;  sed  ejusdem  omnino  generis  impedimentis 
ohnoxia  est  (uti  nobis  videtur)  ista  reductio,  ac  si  posterius 
ipsum  aequationis  membrum  in  formam,  cujus  heic  mentio  est, 
reducendi  consilium  iniveras. 

Quae  cum  ita  sint,  bis  fere  (ut  nobis  videtur)  loco  citato  potis- 
simum  uti  verbis  decnisset  Cel.  Auctorem  : Dum  g = m (mini, 
int.  aut  0)  est,  valorem  utriiisque  raembrorum  acqua- 
tionis  (9)  formulA  quadani  ex  rn-fl  terminis  confectä  ex- 

primi  licebit  tali,  quae  casu  illo  g>=j  singulari  in  2>»» 

aut  3“n>  membrum  aequationis  (I)  in  pag.  267.  T.  VI.  expo- 
sitae  abeat.  Quae  si  quando  inventa  fuerit  m-fl  terminorum  for- 
mula  vehementer  optnnda,  novum  c;l  demun»  constitutum  erit  Theo- 
rema  nostro  tanto  tatius  patens , quanto  <p  ipsa  universa  singulärem 

illam  j generalitate  superet.  Ipsam  autem  hujusce  formulae  inda- 
gationem  — Gatne  ista  ratione  illi  analog;! , quam  nos  quidem  in  casu 
^ singulari  secuti  fuimus,  nec  ne  — velit  propense  Celeb.  Prof. 

Schlömilch  occasione  datÄ  suscipere  formulamque  demum  inven- 
tam  prnmtdgare,  est  quod  vehementer  optamus  atque  speramus. 
Nostra  interea  profecto  liaud  parvi  interfuit  hoc  ipsum  Theorema 

pro  9>  = j eo,  quem  supra  exposuimus,  modo  probare:  praeser- 

tim  quum  nobis  videatur  expositio  ista  haud  modici  futura  esse 
emolumenti  conaturo,  quicumque  erit,  generalem  quam  diximus 
formulam  edere  inventam. 


Nota  II. 

I • . • - f 

In  demonstrationem  aequationis  (A). 

[ p numerum  integr.  dcnotat. J. 

Ex  deGnitione  habetur 

x*  ' 

(1)....  Sp+i  = 's” (i+p)f(a«+1-i~ßH i-*)(o!+p4  I+(-l)f+,./J'+J»+1), 
f=o 

seu,  quoniam  aß=l  est, 

= (a"+l>+*  + (—  l)P+a /J"+P+2)  's”  (i-tp)p 

• 1=0 

— [ß"-P  S (i  -f  p)T  a*  -f  (—  1)P  u*~r  S (i  + p)t  ß*} ; 
, . , i=o  r=o 

*)  Sie  verba  habeiit  Cel.  Schlömilch  pag.  364  1.  cit. 


Digitized  by  Google 


248 


(2)  ......  ==(n+p  + 1),+!  («■+*+*  + (—  i)p+*jj»m*) 

—\ß”-P  S (i Fp)p  o2*'  + (—  l)*  a"-f  S (i+p)pßv], 
i=o  f=o 

quoniam  vi  naturae  Numerorum  Figuratorum  habetur  formula 

(3)  ‘T (i+p)P  = («+P  + 1)mi  *)• 

*=o 

Praeterea,  quod 

<=o  t=o 

(n+p),«2" — 1 — a2  £ (jf p)p-! av 
= (*+p),«*»  + ^5—^5 *) 

= ~ä  ■"{ ! (n+p)p  «2"+2— (l+a*  £ (Hplp-i  0*0 1 

a 1 fc=o 

= -4^-it(n+p)Po2n+2— (1+a2  S (*+p)j>— j <**0 1 

1 l=W  ! ' ' 

= "ä — ( l(n+p)pa2”  , !!—  S (i  + p — l)P-i  av\, 
a — 1 £=0 


•)  Vid.  ei  gr.  Cauchy,  Anal.  Alg.  Note  VI.  Theor.  1er.  — Praeterea 

i • : 

rem  paucis,  si  placet,  sic  licet  expediri.  Sigi.o  J?<pi  deuotante  fuuctiouem 

i=0  • 

ipsius  i eam,  cnjus  differentia  [dum  Jiz=i  1]  sit  cpi,  deminutam  valore  suo  pro 
izzzO,  habetur 

S(i  -\-P)p  — (.n+p)p+£(i-{-p)p, 

1=0  1=0 

xi  cujus,  ratione  insuper  hahitä  formnlarum 

t 

2(t+P)p=V+Ph+i  • (*+/Op  + (»+P)p+1  =0»+P+l)rH . 
i=  0 

rectÄ  provenit  formula  (3). 

Scilicet  cx  eo,  quod  a2f=<?2** *°e  a est,  cousuquitnr,  posi to r=2 log a 
atque  i loco  ipsius  X iu  formulu  illa  cognita 

gTX  (r,x  gr 


legilimam  esse  quam  supra  descripairaus  aequationem.  [Si  cui  forte  offende- 
rit  usurpasse  nos  hoc  loco  signum  illud  „löget“,  quamvis  a heic  quantitas 
sit  parte  reali  n ega  ti  v Ä instructa  ; solum  id  adnionuisse  sufhcict,  nos  heic 
quidem  signo  „logst“  e logarithmorum  quanlitatis  « quemlibet  cum- 
que  soluisse  intellectum.  Videlicet  Exponent«  2/  numerum  integrum  ton* 
liciente,  ul  facili  patet  negotio,  nil  adest  periculi  quin  juste  statuatur  aequatio 
quivis  fuerit  „loga“  logarithmorum  ipsius  «]. 
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propterea  quantita*  intra  ancos  [ ] in  (2),  t'i  relationum  illanim 

'i  1 i i . 

a 1 ß 

a'—i  — a—ß—  ß?—i' 

reduci  potest  in 


Theil  IX. 


ir 
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cu  jus  qiium  numerator  ipsnm  cnqfieit  mcrobnrum  posterius  aetpuUio- 

nis  (2),  mutato  ibi  p in  p — 1,  jnm  patet  aequationem  hancce  (2) 
in  ipsam  (A)  abire.  ’c  ^ 

' I • v,  — •>,  — n 1— s»  Q.  E.  D. 

:i  Ulfen 


XXIII. 

er 

Das  geradlinige  JDreieck  in  Bezie- 
hung auf  die  Quadrate  der  Perpen- 
dikel, welche  man  Ton  einem  Punkte 
seiner  Ebene  anf  seine  Seiten  fällen 
kann,  betrachtet. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe, 

Gymnasiallehrer  zu  Cassel. 


zt.  « 

✓ " i 

Von  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen  Dreiecks 
seien  Perpendikel  auf  die  Seiten  desselben  herabgelassen,  man 
verlangt,  dass  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Perpendikel  ein 
Minimum  werde.  1 

Die  Auflösung  der  Aufgabe 

x2  f y2  p :2  = M 


unter  der  Bedingung 

ax  -p  by  + cz= ‘lA 

bietet  keine  Schwierigkeit  dar,  und  führt  zu  den  Resultaten 
' 2 Aa 


l x^a»+62+ca’ 
’ - 2^6 
j & a?  -p b'1  + c2  ‘ 
2Jc 


[1]  • 

( * -a1+6Hc1’ 

welche  man  auch  ausdrücken  kann: 

/ 

ri  ■ 


/i  li-  i'Y 
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[2] 


«sinnsin  ß sin  y 
| X sin  a2  -f-sin  /S14  ^tsi  n y3’ 
6singsin/?teihy 
J y sina2+sin|3a-f siny2' 
c sin  nein  ft  sin  y 
sin ß2  f sin/32  f sin y2' 


Da  hiernach  die  Perpendikel  von  dem  Punkte  innerhalb  des 
Dreiecks,  welchen  wir  für  den  Augenblick  den  Minimumpunkt  nen- 
nen wollen,  den  Dreiecksseiten,  auf  welchen  sie  stehen,  propor- 
tional sind , so  ergibt  sich  hieraus  folgende  Construction  des  Mini- 
nmmpunktes.  Man  verzeichne  über  den  drei  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  Quadrate,  verlängere  die  den  Dreiecks- 
seiten parallelen  Seiten  der  letzteren  bis  zur  Erzeugung  des  dem 
ursprünglichen  ähnlichen  Dreiecks  A'B'C  und  ziehe  dann  A'A, 
B'B,  CC,  so  werden  sich  diese  Linien  in  M als  dem  Minimum- 
punkte sowohl  fiir  ABC  als  für  A'B'C  schneiden.  Es  ist  übri- 
gens nicht  nüthig,  dass  man  die  Quadrate  wie  in  Taf.  VI.  Fig.  t. 
nach  Aussen  zeichnet;  man  kann  dieselben  auch  wie  in  Taf.  VI. 
Fig.  2.  nach  Innen  construiren.  Zu  einer  andern  Construction  des 
Minimnnipunktes  gelangt  man,  wenn  man  in  Taf.  VI.  Fig.  3.,  wo 
& den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC  Und  K den  Mittelpunkt 
des  in  dasselbe  beschriebenen  Kreises  vorstellt,  berücksichtigt, 
dass  z.  B.  CS  den  W.  ACB  so  thellt,  dass 

s I . . 

sin  A CS  :s\aß  CS  -tr-b. 

Soll  nun  CM  bewirken,  dass 

sin  BCM : sin  A CM—  a:b, 

so  muss  W.  ACM—  W.  BCS,  und  also  W.  MCK-  W.  SCK, 
auf  dieselbe  Weise  auch  W.  MUK  — W.  SBK,  W.  MA  K — 
W.  SAK  sein. 

Als  kleinste  Summe  der  Perpendikelquadrate  ergibt  sich 

4z/2 


[3] 

[4] 


M — 


I- 


M=- 


a2sin /}®8in  ya 


62sino2siny2 


sin  ß2  + sin ß3  -fsiny2  sin«2  J-ginjS2  | sin/2 
c2  sine2  sin  ß2 
sin  «2  + sin  jS2  -f-  sin  y2  ’ 

und,  weil  allgemein  a2-f  62-J-e2—  4/t  (cot  «F cot /J  Fcot  y) : 

A 


[S] 


M= 


cot  a -f  cot ß + coty' 


Die  Perpendikel  vom  Minimumpunkte  aus  theilen  jede  Drei- 
ecksseite in  zwei  Abschnitte.  Für  diese  Abschnitte  (Taf.  VI. 
Fig.  4.)  erhält  man  die  Werthe 


tr* 
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I„„  a(b2+  ab  cnsy) fl('u®  -f  jb2— ^c») 

CX~  a*-f 6®-f c*  “ a*+6*+c*  ’ 

„„  a(c®+aecos/9)  a(,aa — }6*+ic*) 
ÄA='  ai  + b2Tc'r'~  a2+b2+c2  ’ 

ft(oa+«6cosy)  b(la2  + \b2—  Je9) 

CI'  = "aa  + Aa+ca  “ aa  + ü.a  + c®  ’ 

, „ b (c2  f bc  cos  n)  _ b( — |ga-hj6a  f je®) 

^ Y—  0®T6*+c*  “ a®+6®  + e®  ’ 

„„  c (a®  + <re  cos  j3)  c(*o® — {6*+ 4c*) 

ÄZ—  a*+6®+c®  — a®  + 6®  + c®  ’ 

C (6® + 6«  COS  «)  _ c( — jo®  -f-'&M-  je®) 

l AZ—  aa+6*  + c9  ” a®+6®+c® 


Din  Ahstfinde  des  Minimumpunktes  von  den  Eckpunkten  des 
Dreiecks  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  lassen  sich  so  ausdrücken: 


m 


MA 


MB  = 


MC  = 


6cV(~«®+2*®+2c®) 
— ö®H  4®  + ca 
ac  V('2a2—  6®  + 2ca) 
^®  + 6®  + c® 
abVCZa2  + 26®-  ca). 


2+SM^ 


und  bezeichnet  man  die,  die  Seiten  a,  b,  c lialbirenden  I ransver- 
salen  bezüglich  mit  ta,  h,  tc,  so  ist: 


[8J 


MA  = 
MB  = 
MC  = 


‘ibrta 


a2+b2  + c2’ 
2actb 

ii®+P+c®’ 

‘labt* 

oa+6a+c2. 


Für  die  Verbindungslinien  YZ,  XZ,  A F (Taf.  VI.  Fig.  4.)  findet 
man : 


[9] 


2AV(-a2  + 2b2+2c2) 

~ «®  + 6®'+c®  ’ 

v_  2AV(‘2a2-b2  + 2c2) 

XL  - a®  + A®  + c®  ’ 

„„  2A  V(2aa  + 26® — c2) 
Ar  ~ 
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f!0| 


Ul] 


YZ  =- 
XZ  = 
XY  - 


Mta 

4 


4 Mn 

a*+ A*  + c*’ 
44  tt 

a2  + 62  + c2’ 
44  U 

a*  + b*+C*' 

m 

4 


MU 

4 


Sucht  man  nun  ferner  die  Werthe  für  die  Transversalen, 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  XYZ  halhircn,  und  multiplicirt 
dieselben  mit  J,  so  erhält  man  die  oben  [1]  angegebenen  Aus- 
drücke für  MX,  M }'  und  MZ.  Es  folgt  hieraus,  dass  der  IMini- 
muuipunkt  des  Dreiecks  ABC  zugleich  der  Schwerpunkt  des  Drei- 
ecks XYZ  ist.  Bekanntlich  hat  auch  der  Schwerpunkt  eines 
Dreiecks  die  Eigenschaft , dass  die  Summe  der  Quadrate  seiner 
Entfernungen  von  den  Winkelpunkten  des  Dreiecks  ein  Klein- 
stes ist. 


II. 

Denkt  man  sich  alle  Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen 
Dreiecks,  für  welche  die  Quadrate  der  Perpendikel  auf  die  ctrei 
Seiten  eine  gleichgrosse  Summe  geben,  durch  Curven  verbunden, 
so  ist  die  Natur  und  Lage  dieser  Curven  näher  zu  untersuchen. 

Nehmen  wir  vorläufig  B (Taf.  VI.  Fig.  5.)  zum  Anfangspunkt 
eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystcm-s,  uud  setzen  BQ~x, 
QP=y,  so  muss  sein 

PQ*+PJt*  + PS*  = 1U+  G, 

PQ1  + (QT-QV)*+{QV—QW)*  = M + G , 

y*  + ( (c — x)  sin  a — y cos  a)2  f (arsin  ß — y cos  ß)*  = M -f  G. 
Bringen  wir  diese  Gleichung  auf  die  Form 

A y*  4 Bxy  -|-  Cx * f Dy  + Ex  -f-  F=  G. 

so  ist 

' A = l -f  cosa2  -f-  cos  ß1, 

1 B — 2sinccosa  — 2sin  ßcos/J, 

C — sin  <r2  -j-  sin  ß* , 

D—  — 2c  sin  a cos  a , 

E — — csinu2, 

F = c2sin«2 — M. 

Nebenbei  wollen  wir  bemerken,  dass,  wenn  wir  in  dieser  Glei- 
• chung  G zum  Minimum  machen,  sich  die  Werthe  von  x und  y 
übereinstimmend  mit  [1]  und  [6]  ergeben,  wodurch  ein  etwaiger 
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Zweifel  daran,  dass  die  Formeln  [1]  auf  einen  und  denselben  Punkt 
zu  beziehen  seien,  niedergeschlagen  wird. 

Gehen  wir  nun  zu  einem  mit  dem  vorigen  parallelen  Coordi- 
natensystcm , dessen  Anfangspunkt  der  Minimumpunkt  ist,  über, 
so  verschwinden  die  Glieder  mit  D,  E und  F,  und  die  Gleichung 
unserer  Curve  ist 


[13]  A,ß  f Rry  + Gz*=  G. 

Das  mittlere  Glied  auf  der  linken  Seite  fallt  von  selbst  weg, 

wenn  entweder  a—ß  oder  a Y ß-Tf-  'Vir  wollen  hier  dem  recht- 

winkeligen  und  dem  gleichschenkeligen  Dreieck  besondere  Betrach- 
tungen widmen. 

Für  ein  bei  y rechtwinkeliges  Dreieck  geht  die  Gleichung  [13]  in 

[14]  2>/2  f j-1—  G 

über.  Die  in  Frage  stehenden  Curven  sind  ähnliche  Ellipsen  um 
den  Minimumpunkt,  für  welche  das  Verhältniss  der  Aien  V2:t 
stattlindet.  Die  specielle  Gestalt  des  rechtwinkeligen  Dreiecks 
äussert  also  auf  die  Gestalt  dieser  Ellipsen  durchaus  keinen  Ein- 
fluss. Die  grosse  Axe  ist  mit  der  Hypotenuse  parallel.  Da  fer- 
ner, wenn  man  in  [6]  r2  — «2  + &2  setzt,  BZ=~  und  AZ—  — 

wird,  so  liegt  der  Minimumpunkt  in  der  auf  der  Hypotenuse  stehen- 
den Hohe.  Setzt  man  diese  — h,  also  ’U  = hc,  so  ergibt  sich 
aus  [1]  z — \h.  und  eine  Ellipse,  welche,  wie  in  Taf.  VI.  Fig.  6.  durch 
den  Scheitel  des  rechten  'Vinkels  geht,  berührt  zugleich  die  Hypo- 
tenuse. Aus  [3]  ergibt  sich  für  unsernFall  df=JA*  und  aus  [11] 


YZ  = 


hta 


xz  = 


hU 


XY  — 


htc 


Ist  unser  Dreieck  in  Beziehung  auf  c als  Grundlinie  gleich- 
schenkelig,  so  erhalten  wir  aus  [13]  “ 


(1  + 2 cos o2) y*  + 2 sinoa.Ta  = G, 
oder,  wenn  wir  alles  auf  den  'Vinkel  y beziehen, 


[15]  (2— cosy)^2 -{- (1  + cosy)a:a=  G. 


Nun  ist  aber  2 — cosy=  1 + cos  y,  jenachdem  y % j oder  c = a. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  liefert  mithin  die  Gleichung  ^15] 
Kreise,  deren  gemeinschaltlicher  Mittelpunkt  mit  den  übrigen  Mit- 
telpunkten des  gleichseitigen  Dreiecks  übereinstimmt,  und  M wird 

gemäss  der  Formeln  [4]  =-j.  Bei  den  übrigen  gleichschenkeligen 


Dreiecken  erhalten  wir  wieder  Ellipsen,  deren  grosse  Axe  mit  der 
Grundlinie  des  Dreiecks  parallel  ist,  wenn  letztere,  wie  in  Taf.  VI. 
Fig.  7.  grösser,  und  auf  derselben  senkrecht  steht,  wenn  sie,  wie 
in  Taf.  VI.  Fig.  8.  kleiner  ist,  als  eine  der  übrigen  Dreiecksseiten. 


Digitized  by  Google 


235 


Ist  nun  alter  das  Dreieck  weder  rechtwinkelig  noch  gleich- 
schenkelig,  so  muss  die-  durch  die  Gleichung  [13]  dargestellte 
Curve  auf  ein  uni  den  Winkel  q>  gedrehtes  Coordinatensystem  be- 
zogen werden,  so  dass 


Alsdann  wird  die  Gleichung  der  Curve 


[16]  iy+Qx^~G, 

und  die  Werthe  von  P und  Q sind  gleichzeitig  in  dem  Ausdrucke 
5 ± Vü  — (sin  a*  f sin  /?*+  sin y*) ) 

! 

enthalten.  Man  kann 


[«7] 


( />=!  + V(}-  (siu  «2  + sin  ß1  I sin  y2) ) . 
[ 0=}— V(r — (sin  u1  + sin  ß-  f sin  y2) ) 


setzen,  und  erhält  so  den  Vortheil,  x immer  auf  die  grosse  und  »/ 
immer  auf  die  kleine  Axe  der  durch  [16]  dargestellten  Ellipse  be- 
ziehen zu  dürfen,  muss  jedoch  auf  Anwendung  der  Relation  ~2ip  < n 
verzichten,  vielmehr  die  Lage  der  grossen  Axe  in  besonderen 
Fallen  durch  Zurückgehen  auf  die  Gleichung  [13]  zu  bestimmen 
suchen.  Es  zeigt  sich  dann , dass  die  Lage  der  grossen  Axe  immer 
mit  der  Lage  der  grössten  Dreiecksseite  möglichst  conform  ist. 
Beispiele  ungleichseitiger  Dreiecke  gewähren  Taf.  VI.  Fig.  9.  und 
Taf.  vT.  Fig.  10.  Davon  übrigens,  dass  die  Gleichung  [16]  unter 
allen  Umständen  einer  Ellipse,  die  nur  in  dem  einzigen  oben 
bereits  erwähnten  Falle  in  einen  Kreis  übergeht.,  angehöre,  über- 
zeugt hihn  sSch  bald,  wenn  man  den  Formeln  [17]  einige  Auf- 
merksamkeit' schenkt.  Der  Ausdruck  siu  «a+ siD0»  + siny2  kann 
niemals  den  Werth  welchen  er  für  a~p=y  erreicht,  über- 
schreiten; daher  können  P und  Q nicht  imaginär  werden.  Der 
genannte  Ausdruck  ist  ferner  stets  positiv,  und  desshalh  hat  auch 
Q diese  Eigenschaft,  die  sich  hei  P ohnehin  von  selbst  versteht 

In  Beziehung  auf  das  mit  jedem  Dreieck  nach  dem  Bisherigen 
in  Verbindung  stehende  System  v<m  Ellipsen  könnte  man  noch  die 
Fragen  aulwerfen:  wie  gross  muss  G seip,  damit  die  Ellipse  eine 
Seite,  z.  B.  c,  berühre:  oder:  wie  gross  raus  G sein,  damit  die 
Ellipse  durch  einen  Winkelpunkt  des  Dreiecks,  z.  B.  C,  gehe? 
Die  Antworten  auf  diese  Fragen  zeichnen  sich  durch  Einfachheit 
aus  und  mögen  desshalh  hier  Platz  finden.  Bei  der  ersten  ist 

iiia’  :•>  •<  . I‘i/i!n:'i< ' ' 1'1-  • 

' "•  -'.li'-i-  ••  , 4sf*  yl  ..•>*!  nor 

. frßl  fö*’ 

bei  der  *we[teu 


's,  .o'lrmr;.  oih 

iin  mumiiül®. 


• li 


G 


Nach  dem  Obigen  war  ferner 


4zf® 
c * ' 


■n 


o.i.jiib’ 

. '.;b  ii«  H j 
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M » ! 

' i 

oder 

[20] 


tang2y=c_-^- 

sin2ß — sin  2c 

tang-qp  1 -f-  cos  2c  + cos  2/3 


Setzt  man  nun  auch 

n 81112)» — sin  2/3 
ta"g2Z—  j + cos  <2/3  + cos  2 y’ 

sin  2a — sin2y 

taug  hfl  1 ^.cos  iy  -f  cos  2«  ’ 

so  folgt  daraus 

„ < — (sin  c*  4-  sin  (?*) 

cos  -<p  _j_  — (sjn  a-i  _j_  si„  (J2  -f-  sin  y1))  ’ 

cos  2y  = ?-(sin^_+sin)g) 

* dtV(*  — (sina2  + s»n/5a  + siny*))  * 

cos  ov,  = j - (sin  y*  + sine«)  

™ +V(S  — (sin  a*  + sin  ß*-f  siny®))" 

Sind  die  Winkel  q p,  y und  ig  in  Beziehung  auf  die  drei  Drei- 
ecksseiten in  einerlei  Sinn  genommen,  so  müssen  in  diesen  For- 
meln. welche  durch  blosses  Fortrüeken  der  Bezeichnung  in  einan- 
der übergehen , entweder  nur  die  obern  oder  nur  die  untern  Zeichen 
gelten,  und  man  hat  folglich 

[23]  ä cos  qp  -f  jcos  x+Jcosip=  ± V(J— (sin  ca-f  sin  /S*-fsin  y*)), 

[24]  cos  g>* + cos  x*+  cos  i(ia =4  + V(l — (sina*-|-sin/S*-f-siny*)), 

[26]  sin  qp®+ sin  x*  + sin  i/i*  = | ^ V{\  —(sin  a*+sin  /3*+sinj»*)). 


Daher  ist  endlich  auch  nach  [t7J 


[26] 


Pi  i cosqj*  + cosx*  + co8i/i*, 

Q i I sin  qp*  + sin  x* + sin  1(1*. 


Iil. 

Bisher  wurden  die  Quadrate  der  Perpendikel,  welche  man 
von  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen  Dreiecks  auf 
die  Seiten  desselben  fallen  kann , immer  zu  einer  Summe  vereinigt. 
Künftighin  soll  der  Unterschied  zwischen  der  Summe  von  zwei 
solchen  Quadraten  und  dem  dritten  die  Stelle  jener  vertreten. 

Stellen  wir  daher  jetzt  zuvörderst  wieder  die  Aufgabe,  a:*+y*— i® 
unter  der  Bedingung  ax by-\-cz—2J  zum  Minimum  zu  machen, 
so  erhalten  wir  die  Auflösung: 
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[27] 


oder 


/ 2 Aa 

2 Ah 

y ~ a2+h2—  c*’ 
-2  Ac 

1 a«  + 6a_c*5 


asin  a sin/?  sin  y 
x sin  a2  -f  kiii  ß2  — sin  y2’ 

-asin  a sin  ß sin  y 
y sin  o^+sinjS2  — siny2’ 

— asin  a sin  ß sin  y 
sina2-f  sin/?2  — siny2’ 

oder  auch 

|a:=  Jatangy, 
y=i*tangy, 
i = — ic  tangy. 

Ganz  dieselben  Resultate  können  wir  erhalten,  wenn  wir  nach 
Anleitung  von  Taf.  VI.  Fig.  5.,  wie  oben  xl  + ^*+*a>  so  jetzt 
s*+y* — ;2  ausdriieken,  den  erhaltenen  Werth 

— y2  + ((e  — a:)sina  — ycos«)a-f-(a:sinj3  — ycos  ß)2zz:H, 

in  welchem  nunmehr  x und  y Coordinaten  sind , zu  einem  Mini- 
mum machen,  und  die  Abstände  des  Punktes,  für  welchen  das 
Minimum  stattfindet,  von  den  drei  Dreiecksseiten  berechnen.  Die 
letzte  Gleichung  gilt  dann  wieder  für  die  Curven,  welche  die 
Punkte  von  einerlei  //  verbinden.  Verlegen  wir  auch  hier,  zu 
einem  mit  dem  vorigen  »arallelen  System  von  Coordinaten  über- 
gehend, den  Anfangspunkt  der  letzteren  nach  dem  durch  die  For- 
meln [27]  bezeichneten  Punkte,  so  erhalten  wir  wieder  die  Glei- 
chung [13],  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt 


[30]  A = — 1 + cos  ci2  -f-  cos  ß2.  - ! 

Die  dermalige  Gleichung  [13]  gehört  jedoch,  wie  die  nachhe- 
rige  Discussion  derselben  lehren  wird,  nur  dann  einer  Ellipse 
(oder  einem  Kreise)  an,  wenn  das  Dreieck  ABC  bei  C stumpf- 
winkelig ist,  und  in  derThat  zeigt  auch  die  Betrachtung  des  zwei- 
ten Differenzials,  dass  die  Function  x2  + y2  — i2  mit  der  Bedin- 
gungsglekhung  ax-ihyA-  cz='2A  nur  dann  ein  Minimum  hat, 
wenn  c2  > a2  f A2.  Ünsere  dermalige  Aufgabe  verdient  wohl  als 
ein  besonders  instructives  Beispiel  für  die  Lehrbücher  der  Diffe- 
renzialrechnung empfohlen  zu  werden.  Im  Vorbeigehen  sei  bemerkt, 
dass  das  sonst  so  vortreffliche  neue  Lehrbuch  von  Schlümilch 
(Greifswald.  1847.)  sich  auf  Seite  168.  einer  Ungenauigkeit  schul- 
dig gemacht  hat.  Aus  dem  dort  Gesagten  würde  folgen,  dass 
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auch  bei  unserer  Aufgabe  immer  ein  Minimum  vorhanden  sei. 
Findet  nun  zwar  ein  wirkliches  Minimum  nur  dann  dtatt,  wenn  y 
stumpf  ist,  so  lässt  sich  doch  wohl  erwarten , dass  auch , wenn  y 
spitz  ist,  der  Punkt,  auf  welchen  die  Formeln  £27] , [28]  und;  [29  | 
hinweisen,  eine  gewisse  geometrische  Merkwürdigkeit  naben  werde. 
Ist  y ein  rechter  Winkel  , so  kann  von  diesem  Punkte,  dem  wir 
tiir  alle  Falle  wenigstens  den  Titel  Minimumpunkt  belassen  wollen, 
nicht  mehr  die  Rede  sein,  weil  er  alsdann,  wie  am  Deutlichsten 
aus  [29]  erhellt,  ins  Unendliche  hinausgeschoben  wird. 

Der  Werth  von  //  im  Minimumpunkte  ist 


[31] 


M- 


44* 

**-c2’ 


fl2sin  ß*  sin  y2  62s(n  a*siny2 

' sino2-psin  jä2 — sin/2  sin o2 sin  ß*  — sin  y2 

c2  sinn2  sin  ß2 
sin  cfl  -f-  sin  j32  — sin  y2  ’ 

[33]  , il/=4tangy.  1 

Das  G der  (ileichung  [13]  ist  //—.V . so  dass,  was  auch  oben 
der  Fall  war,  G in  dem  Minimumpunkte  immer  p=0  ist. 

Der  dermnlige  Minimumpunkt  kann  durch  Verzeichnen  ; von 
Quadraten  auf  den  Dreiecksseiten  m s.  w.  auf  ähnliche  Weise  wie 
oben  gefunden  werden.  Es  tindet  hier  nur  der  Unterschied  statt, 
dass  das  Quadrat  der  Seite  c nach  Innen  beschrieben  wer- 
den muss,  wenn  die  Quadrate  der  beiden  andern  Seiten  nach 
Aussen  beschrieben  sind,  und  umgekehrt.  In  Taf.  VI.  fig.  11. 
ist  beides  gleichzeitig  dargestellt.  Iler  ’ gefundene  Punkt  w ist 
auch  hier  nicht  bloss  für  das  Dreieck  ABC,  sondern  auch  für 
A'B'O  und  für  A"B"C  der  Minimumpunkt: 

Dreht  man  auch  in  unserem  Fall  die  (’oordinatenaxen  um  den 
Winkel  cp,  damit  das  Glied  Jim/  in  fl3]  verschwinde,  so  erhält 
man  wieder  die  Gleichung  [16],  jedoch  mit  den  Wrerthen 

... '!  • Mi  t>  hü.  .i.  .. 

"t&l  |*f  + sin  a*  sin  ß2  sin  y*).  ’i  ‘ j | '• 


Ist  der  Winkel  y spitz,  so  ist’  I ' — — f-  jG;| 

• : . sin  #* -f-sin(B2  sin  y2, 

i!  i ..  ■-  ••  ’.>S  o”i 

die  Wufzelgrüsse  daher  > 4,  und  folglich  einer  der  Werthe  P 
utid  Q negativ.  Die  Curven,  welche  die  Gleichung  [16]  und  so-’ 
mit  auch  [13]  darstellt,  sind  alsdann  Hyperbeln,  welche  nur,  wenn 
G=0  ist  , in  zwei  sich  in  dem  Minimumpunkte  durchschneidende 
gerade  Linien  übergehen.  Taf.  VI.  Fig.  12.  versinnlicht  dieses  7 
die  spitzwinkeligen  Hyperbeln  gehören  dort  zu  negativen,  di« 
stumpfwinkeligen  zu  positiven  Werthe»  von  G.  1 

Ist  aber  y stumpf,  so  ist  ' ",  ' ' <r"\  Z*:"“ 

uv.i  d -■>■■■  ein  a* -f  sin  j?2  < sfn  y®.  •'•••  J?U 
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Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  erreicht  alsdann  seinen 
kleinsten  VVdhh,  welcher  — 0 ist,  w.enn  ct—ß=  J»,  y=n 57t.  Die 
Werthe  von  P und  Q bleiben  immer  reell,  und  in  dem  eben  an- 
geführten Falle  werden  die  Curvcn  Kreise,  in  allen  übrigen  Fallen 
sind  sie  Ellipsen.  Ist  das  Dreieck  noch  obendrein  gleichscheoke- 
lig,  so  läuft  die  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  c parallel,  wenn 
y > jjr  (Taf.  VI.  Fig.  13.),  steht  dagegen  auf  c senkrecht  (Taf.  VI. 
r Lg.  14.),  wenn  y < Jrr. 


l 


XXIV. 


Ueber  einen  Satz  des  Herrn  Professor 
J.  Steiner. 

Von  dem 

Herrn  Observator  Thomas  Clausen 

za  Dorpat 


; . , ♦ . » . t . . i , 

Im  zwei  und  dreissigsen  Bande  von  Crelle’s  Journal  fiir 
Mathematik  stellt  Steiner  S.  300.  folgenden  Satz  auf;  „Durch 
jeden  Punkt  1)  einer  Ellipse  gehen  drei  Krümmungskreise  der  letz- 
tem, welche  sie  in  irgend  drei  andern  Punkten  A,  B,  C osculiren ; 
und  jedesmal  liegen  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D in  einem  Kreise.“ 

Um  diesen  schönen  Satz  zu  beweisen , will  ich  der  grossem 
Allgemeinheit  wegen  untersuchen,  wieviele  Krümmungskreise  eines 
gegebenen  Kegelschnitts  durch  einen  gegebenen  Punkt  desselben 
gehen. 

Ich  nehme  an,  die  Figur  F,  die  aus  dem  gegebenen  Kegel- 
schnitte und  den  durch  den  Punkt  1)  gehenden  Krümmungskreisen 
besteht,  sei  die  stereographische  Projection  einer  Figur  F'  auf 
einer  Kugelfläche;  . und  1)  die  Projection  des  Pols  derselben.  Es 
ist  klar,  dass  die  Krümmungskreise  Projectionen  von  Kreisen  auf 
der  Kugel  sind,  die  alle  durch  den  Pol  gehen,  und  zugleich  die 
sphärischen  Krümmungskreise  der  dem  Kegelschnitte  entsprechen- 
den Figur  sind.  Projicirt  man  nun  wieder  diese  Figur  /■'  stereo- 
graphisch,  indem  man  zum  Pol  den  Augenpunkt  in  der  ersten 
Projection  nimmt,  und  umgekehrt;  so  werden  alle  durch  den 
vorigen  Pol  gehenden  Kreise  in  gerade  Linien  projicirt,  die  eben- 
falls die  dem  Kegelschnitte  entsprechende  Figur  osculiren.  Die 
dem  Kegelschnitte-  entsprechende  Figur  muss  also  eben  so  viele 
Wendungspunkte  haben,  als  der  Kegelschnitt  Krümmungskreise 
hat,  die  durch  den  Punkt  D gehen;  und  umgekehrt. 
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Die  unmittelbare  Ableitung  der  Gleichung  für  die  dem  Kegel- 
schnitte entsprechende  letztgenannte  Figur  aus  der  Gleichung  für 
den  Kegelschnitt  geschieht  durch  Substitution  der  Gleichungen: 

in  die  Gleichung  für  den  Kegelschnitt,  x und  y bedeuten  die 
rechtwinkligen  (Koordinaten  des  Kegelschnitts;  | und  v die  der 
abgeleiteten  Figur. 

In  der  durch  diese  Substitution  abgeleiteten  Figur  werden  die 
geraden  Linien  in  Kreise  verwandelt;  die  Kreise  in  Kreise  oder 
gerade  Linien;  überdies  bleiben  die  Winkel  der  Tangenten  an  den 
respectiven  Durchschnitten  der  (Kurven  in  beiden  Figuren  diesel- 
ben, oder  die  respectiven  kleinsten  Theile  beider  Figuren  sind 
sich  ähnlich,  welches  bekanntlich  allgemeine  Eigenschaften  der 
stereographischen  Projection  sind.  Uebrigeus  bemerke  ich,  dass 
die  eben  erwähnte  Uebertragung  von  Figuren  schon  von  PI  Ücker 
analytisch  angegeben,  aber  nicht  so  sehr  in  Anwendung  gekom- 
men ist,  als  sie  zu  verdienen  scheint. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist,  wenn  man 
einen  Punkt  derselben  als  Anfangspunkt  der  (Koordinaten  annimmt, 
und  die  Tangente  an  demselben  Punkte  als  Axe  der  x : 

y=axx+2bxy  + cyy (1) 

Die  Gleichung  der  aus  dieser  abgeleiteten  Figur  ist: 


v (||  -f  vv) = a||  + 24  |u  + cvv. 


(2) 


Diese  Gleichung  entspricht  einer  Curve  des  dritten  Grades. 
Man  soll  nun  die  Wendungspunkte  derselben  bestimmen.  Um 
diese  bequemer  bestimmen  zu  können,  nehme  ich  eine  perspecti- 
vische  Projection  derselben,  die  bekanntlich  in  den  entsprechenden 
Punkten  ebenfalls  Wendungspunkte  hat;  und  zwar  nur  in  diesen, 
folglich  genau  dieselbe  Anzahl  derselben.,  Eine  solche  Projection 

erhält  man  durch  die  Substitution:  |=— ,,  v—-,;  wodurch  man 

die  Gleichung  derselben  erhält: 


. 1 + IT 

•a|'|'  + 24|'+c- 


(3) 


SV 


In  den  Wendungspunkten  der  Curve  ist  =0,  folglich 


°=ri+;-V?l'2~3l'  +nc  Zb  -=”•  • • <4> 


» » I • . 

Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichung  sind  zu  bemerken : wenn 
4=0,  oder  wenn  der  Punkt  D in  einer  Hauptaxe  liegt.  Iu  die' 
sem  Falle  wird  die  Gleichung  (4) 
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3(c -*)$'*=  (*-«)£■ 


Schlicht  man  nun  den  Fall  a~c  oder  den  Kreis  aus,  so  wird 
c * 

|'*  = .j~.  Io  der  Ellipse,  wo  a und  c gleiche  Zeichen  haben,  finden 

zwei  Werthe  von  £'  Statt;  in  der  Hyperbel  kein  Werth;  Inder 
Parabel,  wo  c = ü,  wird  |'=0. 

Schliessen  wir  nun  den  Fall  6=0  aus;  so  bat  die  Gleichung 
(4)  bekanntlich  entweder  eine  oder  drei  reelle  Wurzeln.  Die  Glei- 
chung bat  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn 


«'*  + 


1=0,  oder  i'= 


ciV  (a — c)*-|-46* 
26 


Die  diesen  beiden  Wertben  von  {'  entsprechenden  Werthe  der 
Gleichung  (4)  sind: 


(a  — c)*  f 46* 
26* 


26®  , \ 

-c+‘f  + V>-c)*+46* 

26  j 


(5) 


Soll  die  euhisebe  Gleichung  (4)  reelle  Wurzeln  haben,  so 
müsseu  1)  die  beiden  Werthe  von  (5)  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  oder  der  eine  positiv,  der  andere  negativ  sein.  Dieses 
findet  nur  Statt,  wenn  o*((o  — e)a  -f  46*)  > (u (a  — c) -f  26®)®  oder 
«rc>6®,  oder  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  ist.  Ueberdies 
muss  2)  der  Werth  von  w für  den  kleinsten  der  Werthe  «in  g , 
hei  dem  u ein  Maximum  oder  Minimum,  positiv  sein.  Dieses 
findet  wirklich  Statt,  da  man  für  ein  negatives  6 das  obere  Zeichen 
vor  der  Quadratwurzel  nehmen  muss,  wodurch  u einen  positiven 
Werth  bekömmt;  eben  so  für  ein  positives  6,  wo  man  das  untere 
Zeichen  nehmen  muss.  , , , 


Ist  ac—bb,  oder  der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  sind  zwei 
Wurzeln  sich  gleich,  da  u und  5/,  gleichzeitig  =0. 


In  der  Hyperbel  ist  uc<66;  folglich  in  diesem  Falle  nur  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (4). 

Da  der  Krümmungskreis , der  im  Punkte  D selbst  osculirt,  nicht 
in  der  Formel  enthalten,  oder  nicht  mitgerechnet  worden  ist;  da 
für  diesen  Puukt  .r  = 0.  y = 0;  |=x,  v—a;  |'=ao;  so  giebt 
es  ausser  diesem  Kreise,  wenn  der  Punkt  I)  nicht  in  einer  Haupt- 
axe  liegt:  in  der  Ellipse  drei,  in  der  Parabel  zwei  und  in  der 
Hyperbel  nur  einen  Krümmungskreis,  der  durch  den  Punkt  D geht. 

Durch  die  Durchschnitte  der  Hauptaxen  mit  dem  Kegel- 
schnitte gehen  in  der  Ellipse  zwei;  in  der  Parabel  einer,  und 
zwar  unendlich  grosser;  in  der  Hyperbel  keiner  der  Krfimmungs- 
kreise:  den  im  Puukte  D selbst  osculirenden  in  allen  drei  Fällen 
ausgenommen. 

Den  zweiten  Theil  des  Satzes  betreffend;  so  liegen  die  drei 
Wendungspunkte  der  Curve  (2),  wie  au  einem  andern  Orte  erwie- 
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«*  t»t  «ress  sie  «urfeaudee  rätd,  n einet  reradeo  Linie.  Es  sei 
die  Gleichung  derselben 

.4;  f ßt  f C = ö. 

Ke  dieser  Geraden  entsprechende  ( une  in  der  Figur  des  Ke- 
gelschnittes wird  gefunden  durch  die  Substitution  ~ — ^ ■ t>  = 4j, 
r*  = j r*  + y*.  Dies  giebt 

Ax+By  + G'(x*  + j*}=0, 

welches  die  Gleichung  eines  durch  den  Punkt  D gebenden  Krei- 
ses ist. 

_ W.  z.  b.  w. 


I 

XXV. 


Heber  eine  Beziehung  zwischen  den 
Flächeninhalten  zweier  Breiecke,  von 
denen  das  eine  dem  andern  und  zu- 
gleich dem,  diesem  zugehörigen  äusse- 
ren Kreise  umschrieben  ist.  — Verall- 
gemeinerung dieser  Beziehung. 

Von  dem 

Herrn  Doclor  A.  R.  Lucbterhandt 

. zu  Berlin. 

* ' * *i*  : r . * .. 


Ist 


X*  4-  ;/a 


.1  i.  i'i: 

- ..II-  i.  *;» 

ui  •> yr 

..  . t:  i -j  mo  beim«;  i i 


die  Gleichung  eines  Kreises  und  sind  xy,  yx\  yt;  xz,  y3  die 
Coordinuten  dreier  auf  demselben  gelegener  Punkte,  so  hat  man 
bekanntlich  fflr  die  letzteren  entsprechenden  Tangente nr  die  Glei- 
chungen . ■■  “tt>  - 1 “I90®  . % 


i'n  .i  * , 
*>s  v */ 


i;rj+»:::ra> 

xx3  -f  yys—r*. 


(2) 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Cobrdinateu  des  Durchschnittspunktes 
der  Linien  (1)  und  (2),  (1)  und  (3),  (2)  und  (3)  mit  . ijs  ; i)2; 

, t/,  ; so  erhSlt  man 

• ' an  *’*» 


iv/s  I r.  «*/  \ »>  ,T>  4fi  »I  > •»;. 

M.i,  .11'-  = Vsl  ^4-üJfe — fll.i  . Id-. . M-.IIt, 

,z  ■ ;i,  d-.ml. 


1*»l)  • ■ ! : .1  'liii  ,t*. 

2— -gl) 

"*  ^1—  *#2’ 


>j  U h t*(yi-yt)  r2(* i—*i) . 

& #2*/i  — a-.«,’  1,3 


.0. 


IV 


(i ;/ 


*»*»!•  • if' 

'.I  :•  »•••  * il/. 

i 


t _ *-*(va  - y3)  „ 

5l  — -r  -r  “ 


t*  (x3  —arg) 
xi2/3 


Nun  ist,  wenn  wir  den  Inhalt  des  eingeschriebenen  Dreiecks. mit 
A,  so  wie  den  des  umgeschriebenen  mit  D bezeichnen,  abgesehen 
Tort  dem  Vorzeichen  r 

2z/  = aray,  — ariy2  + a-3ya— arsy3  d-^yj  “.*3yx,  ' 

2 D = fcyj  - Ixiju  + §j772  — + £i%  — izVi 

’.L  • V.  '•)%!$.  I"  ^ i"  ->1 


(i) 


(xiy3—x3yi)(,xiDi  —*i  ya)  (a-3y.z  - a-2y3)(a-2yx  y*) 

_ i-4  l^x  - a\yg + -r>ya  - «■#> + ^i.y.1 — ^.Vi  l2 
(ar3y2— X2y3)  (a?,y3  — a:3y,)  (x2y,  — .r,y2) 

XrW  

— (xay2— ^3)  (a-,y3  — .c3yi)  (-r2y,—  a-,y2)’ 

Es  bedeuten  nun  aber  die  drei  Factoren  im  Nenner  dieses 
Ausdrucks  nichts  anderes,  als  den  doppelten  Inhalt  je  eines  der 
drei  Dreiecke,  welche  zwei  der  ursprünglichen  Punkte  und  jedes- 
mal den  Mittelpunkt  des  Kreises  (den  Anfangspunkt  der  (’oördina- 
ten)  zu  Eckpunkten  haben.  Bezeichnet  man  die  Inhalte  dieser 
Dreiecke  mit  zfj,  zfa,  so  spricht  sich  die  zu , erweisende  Relä- 
tiou  in  der  Gleichung 

i;b> . ■ - T*  /P 

0=7*-; -3 ~T  (A) 

Id-  m i ■ til  • . *•  ** 

aus.  ii  i'  li.  ■ j - i'ü  - 

Nun  hat  man  aber  atich,  wenn  man  .r, , y,  n.  s.  w.  durch  {,, 
i)i  u.  s.  w.  ausdrückt: 


CA) 

— r2  (*3  — £2) 

Xl  — k’fo  ~ £2%  V yi  §»%  — ' 

fft> 

r*(yi  — y3)  7-2  (la— £1) 

t'U) 

r*(y 1 — Vi)  r*(£t—£  1') 

uod  deshalb  auch  die  Relation  , ’ • i ■ > ' • 
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a~a  Dv.D2.Da  (ß) 

wo  Dx,  Da,  Da  die  Inhalte  der  Dreiecke  bezeichnen,  welche  je 
zwei  der  Ecken  des  umschriebenen  Dreiecks  und  jedesmal  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  zu  Eckpunkten  haben. 

Aus  den  Ausdrücken  (A)  und  (B)  ergeben  sich  noch  zwischen 
allen  acht  in  Rede  stehenden  Dreiecken  die  Beziehungen,  welche 
durch  die  Gleichungen 


und 


J3 ü3 

dx  • ^2  ■ D\  . Dj . /)a 


(C) 


raJ.D=  16  Jx  4i4aD1  D2  D3  (D) 


ausgedrückt  sind. 

Da  man  auch 

«s  m—  £*%)  (li  Vi—h  ni )(£*%-  li  %) 
_r1*\x2yl—xiy.i+x3y2— x%yz  + xxy3— x,yx  | 8 
(.x&t— -*iya)?C*iys— «»yi)* 

bat,  so  ist 

r,*z/s=64^1*  4t*.Dx  D%  Da  (E) 

und  ebenso 

r»Da=6iD1*Da*Da*.J1JtJ3  (F) 

aus  welchen  beiden  Ausdrücken  wieder  die  Relationen  (C)  und  (D) 
folgen. 

Man  kann  diese  Ergebnisse  noch  allgemeiner  fassen,  wobei 
zugleich  der  eigentliche  Grund  für  die  entsprechenden  Relationen 
deutlich  hervortritt.  Die  Gleichungen  (1),  (‘2)  und  (3)  sind  Dichts 
anderes  als  die  Polargleichungen  der  Punkte  xx  , yx  u.  s.  w„,  wenn 
man  den  Kreis  als  Directrix  betrachtet.  Da  es  nun  für  den  Ver- 
lauf der  Rechnung  ganz  gleichgültig  ist,  ob  diese  Punkte  auf  dem 
Kreise  liegen  oder  nicht,  so  gelten  die  angegebenen  Relationen 
überhaupt  für  solche  zwei  Dreiecke,  von  denen  die  Seiten  des 
einen  die  Ecken  des  anderen  zu  Polen  haben.  Betrachtet  man  nicht 
einen  Kreis,  sondern  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  den  Halb- 
axen  a und  b,  so  ändert  sich  die  in  (C)  ausgesprochene  Relation 
nicht;  die  übrigen  geben  aber  in  folgende  über: 


a3b3^ 

(A') 

(B') 

a*b*JD=z  164,  ViA  D2D3, 

(DO 

««6*2/3=64^,*^**  A?  Di  DtDt , 

(EO 

aabaD*=6iDx11D3‘iDa*AtA>Aa. 

(FO 

Digitized  by  Google 


265 


Fiir  die  Parabel  lassen  sich  sehr  leicht  die  entsprechend«. 
Ausdrücke  finden.  Bezeichnet  man  mit  il  (/)  die  Summe  oder  Dif- 
ferenz der  Abstände  zweier  Punkte  von  der  Aie  der  Parabel,  je- 
nachdem  dieselben  auf  verschiedenen  oder  auf  derselben  Seite  der 
Arte  liegen,  so  hat  man,  unter  p den  Parameter  der  Parabel  ver- 
standen: , ! . . • i . ..  ■ . 


D—-P- — ■ . , 

i»W 

(A*) 

. PP*. 

4rmrL 

(B») 

J3  ; D 3 
L Lz  li  4 ’ 

(C*) 

p*4D—lt  f-i  /[  /.z  4 ; 

(Dtf) 

(E") 

, (F'O 

Heber  die  Bewegung  in  den  Krüm- 
mungen der  Eisenbahnen. 

. • *.  • , r*  j*  . * • 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zn  Hannover. 

• .•  >•..'!  • i •!  • . ' 

• i . I*  » I-  1)  i 'i  ' i-*""-'1  ■'  " " - , 

* * ; . . l!  ;* i • Ti!  i • ! • J 4 

Herr  Maj  jor  Gl ünder  hat  in  seiner  so  eben  erschienenen  in- 
teressanten keinen  Schrift:  „Abhandlung  über  die  Bewe- 

gungshindernisse  in  den  Krümmungen  der  Eisenbah- 
nen“  (Hannover  bei  Hahn)  die  bei  diesem  Gegenstände  eintreten- 
den Beziehungen  mit  einer  Klarheit  und  Umsicht  entwickelt,  dass 
dieselbe  mit  Recht  allen  betreffenden  Technikern  zur  Kenntnis- 
nahme empfohlen  werden  kann.  Wenn  wir  nun  dessen  ungeach- 
tet (Len  genannten  Gegenstand  hier  noch  einmal  einer  Betrachtung 
unterwerfen,  so  haben  wir  dabei  mehr  einen  rein  mathematischen 
Zweck.  Der  Verfasser  jener  $chrift  hat  sich  nämlich  sogleich  von 
vorn  herein  bei  seiner  mathematischen  Grundlegung  mehrfache 
Abweichungen  von  der  mathematischen  Strenge  gestattet,  welche, 
wenn  sie  auch  vielleicht  für  die  Ausübung  ohne  Belang  sein 
mögep,  dennoch  bei  dein  Leser  das  Gefühl  einer  Unsicherheit 

Tbeil  IX.  18 
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hervorbringon , für  welche  keinerlei  Art  «ob  Massstab  gegeben 
wird.  Es  scheint  uns  aber  vielmehr,  es  müsse  jede  derartige,  «!« 
Probhnn  der  Praxis  behandelnde- Theorie,  so  lange  sie  sieh  auf 
rein  mathematische» Boden  hält,  überall, mit  vollkommener  »Strenge 
za  Werke  geben.  .and  ihre  Endresultate  als  völlig  scharf,  oder 
wenigstens  mit  Angabe  der  Fehlergränzen,  der  Praxis  überliefert« 
Dieser  mag  es  sodann  überlassen  bleiben,  sieh  in  ihren  Ausfüh- 
rungen mehr  oder  weniger,  so  weit  sie  es  fiir  gut  findet,  von  dem 
Ergebnisse  der  Theorie  zu  entfernen. 

Wir  werden  deshalb,  den  Entwickelungsgang  der  genannten 
Schrift  verlassend,  den  Gegenstand  hier  unter  eine  neue  Auffas- 
sung zu  bringen  versuchen,  von  welcher  wir  hoffen,  dass  sie  eben 
so  wenig  an  Einfachheit,  als  an  Strenge,  zu  wünschen  übrig  lasse. 


CM. 


A.',\  §.  V. 


Unsere  Betrachtung  Wird  sich  auf  die  Bewegung  eines  einzi- 
gen Räderpaal  es  beschränken,  welches  fest  auf  seiner  Achse  sitzt. 
Wir  nehmen  ferner  an,' die  Rftder  seien  konisch  gestaltet,  so  dass 
die  Erweiterungen  der  rollenden  Oberflächen  beider  Rüder  einen 
Doppelkegel  MPNQ  (Taf.  VII.  Fig.  1.)  bilden,  welchen  man 
sich  durch  Umdrehung  des  gleichschenkligen  Dreiecks  MQN  um 
seine  Basis  MN  als  Achse  entstanden  denken  kann.  Endlich 
setzen  wir  die  Schienen  als  Cylinder  voraus,  welche  von  dem 
rollenden  Doppelkegel  in  A und  ß berührt  werden,  da  in  der 
Praxis  wenigstens  derjenige  Theil  der  gebräuchlichen  Schie- 
nen, welcher  mit  den  Rädern  in  Berührung  kommt,  cylindrisch 
abgerundet  zu  sein  pflegt. 

Wrir  stellen  dieser  AnITasSung  ««gleich  noch  eine  andere 


dreht,  und  den  also  entstandenen  Körper  als  rollend  auf  cylindri- 
schen  Schienen , die  er  in  A und  ß berührt.  Wir  stellen  hier 
mithin  an  die  Praxis  die  Forderung,  .dass,  die  Radkränze  nicht 
rein  konisch,  sondern  auch  im  Sinne  der  Achse  gekrümmt  seien, 
d.  h.  dass  man  sich  dieselben  nicht  sowohl  durch  Rotation  einer 
geraden  Linie  um  eine  andere,  als  vielmehr  durch  Dotation  eines 
Kreisbogens  um  seine  Selmo  entstanden  zu  denken  habe. 

Wie  wenig  fihrigens  dieser  letzte  Unterschied,  bei  der  üblichen 
geringen  Breite  der  Radkränze,  fiir  die  PrftxiSi  von  Bettung  Ist: 
davon  kann  man  sieh'  durch  eine  leichte  Rechnung  überzeuge». 
Es  sei  der  Abstami  Aß=  58  Zoll  Engl.  (s.  die  Glündersche  Ab- 
handlung) und  die  Tangente  der  Neigung  der  konischen  Radkränze, 
welche  man  sich  als  berührend  in  A nnd  B zu  denken  hat,  gegen 
die  Radachse  betrage1 1/7,  so  entspricht  dieser  berührenden  Linie 
ein  Kreisbögen  MQN,  dessen  Halbmesser  A1)—BD^  305,06 
Zoll  hält.  Die  Abweichung  dieses  Kreisbogens  von  sleiner  Tan- 
gente aber,  «n  der  Richtung  des  Halbmessers  gemessen,  beträgt 
tut' ‘T  Zoll  Entfernung  vom . Berührungspunkte  nicht  völlig  0,06 
Linien,  Cltm  Grösse,,  deren  Vorhandensein  hei  der  Art,  wie  die 
RädfcFibgererftgt'herrfeW,  schwerlich  noch  wird  »«bürgt  werden 
"i  ' ,'i  t:.,rr 
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können.  Diene  Abweichung  wird  aber  noch  kleiner  dadurch,  dass 
man  den  Rüdem  in  der  Regel  nur  einen  geringem  Spielraum  als 
1 Zoll  zu  beiden  Seiten  der  Mitte  verstattet;  sie  nimmt  nämlich 
im  quadratischen  Verhältnisse  dieses  Spielraums  ab.  Dazu  kommt, 
dass  die  Abnutzung  der  Räder  naen  einer  kurzen  Zeit  ihres 
Gebrauchs  schon  viel  beträchtlicher  ist,  wovon  man  sich  sofort 
durch  den  blossen  Augenschein  überzeugen  kann;  und  es  wird 
mithin  für  die  Bedürfnisse  der  Praxis  zuverlässig  keinen  Unter- 
schied machen,  ob  wir  von  vorn  herein  rein  konische  Räder  vor: 
aussetzen,  oder  Räder,  deren  rollende  Oberflächen  auch  im  Sinne 
der  Achse  eine  Krümmung  von  der  angegebenen  Stärke  besitzen. 


§•  -■ 

Es  ist  jetzt  ohne  Mühe  au  übersehen,  dass  wenn  man  den 
Körper  MPNQ  (T a f.  VII.  Fig.  1.  und  ±)  so  in  A und  It  auf  die 
Schienen  legt,  nass  seine  Achse  MN  eine  Neigung  gegen  den 
Horizont  besitzt,  ein  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  nicht  eintreten 
könne.  Denn  es  sei  C der  Schwerpunkt,  in  welchem  das  Gewicht 
des  Körpers  CG  — g (die  Masse  = 1 gesetzt)  vertikal  abwärts 
wirkt,  so  erzeugen ' sich  durch  den  Druck  auf  die  Unterlagen  in 
A und  B zwei  Normal-Widerstände  in  den  Richtungen  AD  und 
BD , welche,  wie  auch  ihre  Grösse  sein  mag,  sich  zu  einer  Re- 
sultante vereinigen  lassen , die  durch  den  Punkt  D geht.  Soll  nun 
Gleichgewicht  bestehen,  so  muss  diese  Resultanto  dein  Gewichte 
CG  das  Gleichgewicht  halten,  welches  nur  möglich  ist,  wenn  der 
Punkt  D in  der  durch  den  Schwerpunkt  C gezogenen  Vertikal- 
linie liegt;  in  jedem  andern  Falle  wird  sich  statt  de«  gesuchten 
Gleichgewichts  ein  Kräftepaar  ergeben,  welches  den  Körper  durch 
Drehung  um  eine  auf  der  Ebene  ABD  normale  Achse  in  die 
Gleichgewichtslage  zu  bringen  "strebt. 

Von  der  Reibung  auf  den  Schienen  in  A und  B,  welche  den 
ruhenden  Körper  in  einer  andern  als  der  angegebenen  Gleichge- 
wichtslage (estzuhaltcn  im  Stande  sein  würde,  kann  hier  völlig  ab- 
gesehen werden.  Denn  da  der  Körper  dazu  bestimmt  ist,  fortzu- 
rollen, so  wird  er,  von  jener  Reihung  nicht  gehindert,  rollend 
jederzeit  von  selbst  die  genannte  Gleichgewichtslage  annehmen. 

Nim  liegt  allerdings  der  Schwerpunkt  eines  Eisenbahnfuhrw  er- 
kes  niemals  in  der  Mitte  C der  Raaachse,  sondern  oberhalb  der- 
selben in  irgend  einem  andern  Punkte  der  Lioie  PQ,  und  es 
könnte  sich  demnach  treffen,  dass  dieser  Schwerpunkt  genau  mit 
dem  Punkte  D (Taf.  VII.  Fig.  2.)  zusammenfiele.  In  diesem  Falle 
würde  Gleichgewicht  bestehen , welche  Neigung  man  auch  der 
Achse  MN  geben  wollte.  Es  könnte  ferner  der  Schwerpunkt 
über  D fallen,  wo  sodann  eise  vorhandene  Neigung  der  Radachse 
das  Bestreben  haben  würde,  sich  noch  zu  vergrössern.  Beide 
Fälle  aber  will  man  in  der  Praxis,  wo  ein  stabiles  Gleichgewicht 
gefordert  wird,  nicht  haben,  folglich  ergiebt  sich  die  Regel: 

, 11  , . 
die  Neigung  der  Radkränze  stets  so  gering  zu 
wählen,  dass  der  Mittelpunkt  D des  Bogens 
MQN  m.erklich  höher  liegt,  als  der  Schwerpunkt 
des  Fuhrwerks. 
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So  hat  man  in  dem  oben  §.  1.  gegebenen  Beispiele  DH — 
203  Zoll  = 16  Fuss  11  Zoll,  welche  Grösse  sicher  in  allen  Fällen 
die  Höhe  des  Schwerpunkts  in  einem  Eisenbahnfuhrwerke  um  ein 
beträchtliches  tibertrifft,  so  dass  mithin  die  Praxis,  so  wie  sie 
von  de  Pambour  ausgeht,  schon  unwiilkührlich  durch  den  ihr 
eigenen  sicheren  Takt  das  Richtige  getroffen  hat. 

Allgemein  sei  die  grösste  Höhe,  welche  der  Schwerpunkt  eines 
Eisenbahnfuhrwcrks  annehmen  kann,  von  der  unveränderlichen 
Horizontalen  AB  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  aus  gerechnet  —h,  und  die 
halbe  Breite  der  Bahn  A/I=Bfl=e,  so  muss  die  Tangente  der 
Neigung  der  Radkränze  gegen  die  Radachse  immer  geringer  sein 

g 

als  der  Bruch  ^ ; oder  wenn  man  diesen  Neigungswinkel,  welcher 

mit  dem  Winkel  ADE—BDE  ühereinstimmt , mit  f , und  den 
Halbmesser  AD— BD  mit  r bezeichnet,  so  kann  man  die  obige 
Regel  auf  die  beiden  Bedingungen  reduciren : 

j*  . ’ ’ • * 

tgt<|.  r>  Vea  i A*  (1) 

wo  die  Grössen  £ und  r durch  die  Gleichung  r sin  f=c  an  einan- 
der gebunden  sind. 

In  Taf.  VII.  Fig.  1.  sind  die  genannten  Beziehungen  nicht  mit 
der  nämlichen  Evidenz  zu  erkennen,  weil  hier  der  Punkt  D sei- 
nen Ort  verändert;  indessen  nimmt  man  ohne  Mühe  wahr,  dass 
die  aufgestellte  Regel  auch  hier  das  Gleichgewicht  stets  zu  einem 
stabilen  machen  wird,  während  eine  Ueberschreitung  dieser  Regel 
dem  Eintreten  des  nicht  Stabilen  Gleichgewichts  wenigstens 
schon  sehr  nahe  fuhrt.  ' 


§.  3. 

Aus  den  bisherigen  Andeutungen  geht  sofort  hervor,  dass 
eine  geneigte  Lage  der  Achse  MN  (Taf.  VII.  Fig.  1.  u.  2.)  stets 
nur  dadurch  dauernd  hergestellt  werden  kann,  dass  zu  den  vor- 
handenen Kräften  noch  eine  neue  in  geeigneter  Weise  hinzutritt. 
Es  sei  diese  Kraft  die  horizontal  wirkende  und  im  Schwerpunkte 
C.  angebrachte  CF ~ f,  so  wird  jetzt  Gleichgewicht  vorhanden 
sein , sobald  die  Resultante  aus  f und  q in  ihrer  Verlängerung  den 
Punkt  D trifft,  d.  h.  sobald  man  hat 

...  CDE  <2)7 

wobei  jedoch  die  Beschränkung  zu  machen  ist,  dass  Winkel  CDE 
< W.  ADE  bleiben  muss,  wenn  nicht  der  Körper  aus  seiner  Bahn 
gehoben  werden  soll.  — Die  Frage  aber,  woher  diese  Kraft?  und 
wozu  überhaupt  eine  Neigung  der  Achse  gegen  den  Horizont? 
führt  uns  nun  zu  dem  eigentlichen  Gegenstände  unserer  Unter- 
suchung. 

Wenn  bei  geneigter  Lage  der  Achse  MN  der  Körper  MPNQ 
durch  die  Kraft  der  Locomotivc  auf  den  Schienen  vorwärts  getrie 
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Ken  wird,  so  kommen  nur  Punkte  zweier  Kreisperipherien  fort- 
während mit  den  Schienen  in  Berührung,  deren  Durchmesser  AA' 
und  BB'  sind.  Man  kann  zur  Erleichterung  der  Auffassung  diese 
beiden  Kreisperipherien  als  ungehörig  einem  rollenden  Kegel  an- 
sehen , dessen  Spitze  in  T liegt  *). 

Ist  nuu  die  Bahn  geradlinig,  so  wird  allen  Punkten  der  Achse 
MN  die  nämliche  Linear-Geschwindigkeit  ertheilt;  folglich  muss, 
wenn  der  grössere  Kreis  AA'  eine  rein  wälzende  Bewegung  an- 
niimut,  der  kleinere  Kreis  HB'  einen  Theil  seines  Weges  gleitend 
oder  schleifend  zuriicklegen ; oder  umgekehrt,  wenn  etwa  uer  klei- 
nere Kreis  BW  eine  rein  wälzende  Bewegung  besitzt, . so  wird 
der  grössere  Kreis  eine  rückwärts  gleitende  Bewegung  annehmen 
müssen.  Indessen,  da  in  diesem  Falle,  wenn  man  von  zufälligen 
Einwirkungen  absieht,  das  Gleichgewicht  eine  horizontale  Stel- 
lung der  Achse  erfordert,  so  wird  der  fortrollcnde  Körper  sehr 
bald  von  seihst  diese  Lage  annehmen,  mithin  ein  Gleiten  des 
einen  oder  des  andern  Rades  und  folglich  auch  das  daraus  ent- 
stehende Bewegungshinderniss  nicht  weiter  stattlinden. 

Anders  dagegen  verhält  sich  die  Sache  in  Bahrikriimmun^en. 
Hier  darf  nicht  mehr  jeder  Punkt  der  Achse  MN  die  nämliche 
Linear  - Geschw  indigkeit  besitzen,  sondern  die  Geschwindigkeiten 
verschiedener  Punkte  derselben  müssen  sich  verhalten  wie  ihre 
horizontalen  Abstände  vom  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn,  und 
es  wird  nicht  mir  bei  horizontaler  Lage  der  Achse,  sondern  im 
Allgemeinen  auch  hei  einer  willkiihrlichen  Neigung  derselben,  das 
eine  oder  das  andere  Rad  einen  Theil  seines  Weges  entweder 
vorwärts  oder  rückwärts  gleitend  zurücklegen  müssen,  folglich  ein 
Bewegungshinderniss  eintreten.  Nur  Eine  bestimmte  Neigung 
der  Achse  gieht  es,  bei  welcher  beide  Räder  eine  rein  wälzende 
Bewegung  annehmen.  Soll  dieser  Fall  nämlich  eintreten,  so  müs- 
sen die  Geschwindigkeiten  der  Mittelpunkte  der  Kreisperipherien 


*)  Dieser  rollende  Kegel  hat  einen  Rcoensenten  der  Glünderschcn 
Abhandlung  in  der  E is  e n bah n - Z e i t an g (Stuttgart.  1846.  12.  Juli) 
zu  so  seltsamen  Missdeutungen  geführt,  dass  wir  uns  nicht  enthalten 
können,  die  Leser  des  Archivs  auf  dieses  Curioaum  aufmerksam  zu 
machen.  Daraus  nämlich,  dass  (wie  sich  sogleich  zeigen  wird)  bei  Nei- 
gung der  Achse  MS  Schwere  und  Cen t r i f ugalk r af t einander  auf- 
heben  sollen,  schliesst  der  gelehrte  Kecensent  weiter,  dass  ,,der  ganze 
Kegel  (tr.l'l  zufolge  der  Schwerkraft  ein  liestreben  haben  muss,  sich 
nach  der  Uichtung  seiner  Achse  fortzubewegen  , welches  Bestreben  dann 
aucli  in  wirkliches  Fortschieben  auf  horizontaler  Ebene  übergehen  muss, 
sobald  die  Drehung  des  Kegels,  mithin  die  Centrifugalkrau,  wegfällt. 
Also  .muss  hiernach  jeder  Kegel,  wenn  seine  Achse  nur  die  erforderliche 
Neigung  hat,  zufolge,  der  Schwerkraft  sofort  zu  rutschen  beginnen,  so- 
bald mau ; ihn  reit  der  Seite  auf  eine  horizontale  Ebene  legt ! Dieser 
frappante  Satz  wurde  wahrlich  eia  Perpetuum  mobile  der  einfachsten 
Natur  möglich  machen , was  sich  ganz  besonders  zum  Ziehen  von  Lasten 
auf  horizontalen  Wegen  eignen  dürfte.“ 

Dass  sich  der  geistreiche  Recensent  (der  wohlweislich  seinen  Namen 
verschweigt)  noch  über  manches  anderd  wnndert,  was  die  Glündersclio 
Schrift  enthält,  wird  man  nach  dieser  Probe  leicht  erklärlich  finden. 
Eine  Kritik  erscheint  uns,  einem  so  groben  Unverstände  gegenüber, 
als  völlig  überflüssig.  ’•  '•  ' ~ 
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AA'  und  BIP  sich  verhalten  wie  diese  Kreisperipherien  selbst, 
letztere  aber  verhalten  sich  wieder  wie  ihre  Abstände  von  der 
Spitze  7' des  schon  gedachten  Kegels;  folglich  muss  die  Kegel- 
spitze  T in  einerlei  Vertikallinie  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte 
der  Bahn  liegen,  oder  mit  andern  Worten,  es  muss  die  Sache 
so  angesehen  werden  können,  als  ob  der  Kegel  ATA'  eine  rein 
wälzende  Bewegung  annimmt , bei  welcher  seine  Spitze  T nnver- 
rückt  liegen  bleibt. 

Zur  Herstellung  der  für  diese  Verhältnisse  erforderlichen  Nei- 
gung der  Achse  MN  bietet  sich  nun  die  Centrifugalkraft 
dar.  Es  sei  demnach  jetzt  CF—f  die  Centrifugalkraft  «es  Punk 
t£s  C,  seine  Geschwindigkeit  in  der  Bahn  =v,  und  sein  Krüm- 
mungshalbmesser I'U—ß,  so  hat  man  bekanntlich  (die  Masse 
des  Körpers  MPNQ  wie  oben  =1  setzend) 


wodurch  sich  die  obige  Gleichgewichtsbedingung  (2)  umwandelt  in 
— = tg  CDE 
v — V </p  tg  CDE 

Da  in  dieser  Gleichung  die  Grössen  p und  CDE  nicht  unab- 
hängig von  einander  sind , indem  mit  dem  Wachsen  der  einen  die 
andere  abnimmt,  so  giebt  es  mithin 

bei  jeder  gegebenen  Krümmung  der  Bahn  nur 
Eine  bestimmte  Geschwindigkeit,  bei  welcher 
beide  Räder  eine  rein  wälzende  Bewegung  an- 
nehmen. ■ 

Jede  andere  Geschwindigkeit,  sie  sei  kleiner  oder  grösser  als 
die  genannte,  bringt  mithin  dasjenige  Bewegungshinderniss  her- 
vor, welches  aus  einem  theilweisen  Schleifen  des  einen  oder  des 
andern  Rades  entsteht;  und  zwar  übersieht  man  ohne  Mühe, 
dass  dieses  Bewegungshinderniss  desto  grösser  ausfallen  Wird, 
je  mehr  man  sich  nach  der  einen  oder  andern  Seite  hin  von  jener 
Geschwindigkeit  entfernt. 


' §.4. 

Für  die  Praxis  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  so  eben  näher  be- 
zeichnete  Geschwindigkeit,  welche  wir  zur  Abkürzung  die  Nor- 
mal-Geschwindigkeit nennen  wollen , für  eme  gegebene  Bahn- 
krümmung ermitteln  zu  können.  Wir  gelangen  dazu  durch  fot 
gende  Rechnungen,  bei  deren  Herleitung  wir  uns  auf  Taf.  VII. 
Fig.  2.  beschränken. 

Es  sei  die  Neiguug  der  Achse  MN  gegen  den  Horizont  oder 
der  Winkel  MTA  — w,  so  hat  man  in  Taf.  VII.  Fig.  2.  auch 
CDE=.(p,  folglich  aus  (3) 

v = \T f]Q  tg  <p  , ,(4) 
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oder,  da  ptffyssC.U  ist:  . i ■■■.,:  nn  d 

; i i • ' ’.  i,-*i  i ■.  :|  ■ •!< 

■ “ ■•len: 

ÜliiJ  Onda  Ulli  «fr  III  J ‘ . i 1 ■ ' n ! 

Hieraus  aber  erhalten  w u leicht  eine  angeniiherte  Bestimmung  von 
ti,. Welche  für  alle  Verhältnisse , die  die  Praxis  bietet,  vollkom- 
men  zureichend  sein  wird.  Der  Winkel  q>  närnliek  muss  nach 
dein  Obigen  stets  merklich  kleiner  bleiben  als  ADE—  i.  wenn  das 
Fuhrwerk  nicht  in  Gefahr  geruthen  soll,  über  den  Berührungs- 
punkt A hinweg  aus  der  Bahn  geschleudert  zu  werden ; und  da 
man  diesen  Winkel  e nach  §.  2.  schon  möglichst  klein  zu  wählen 
hat.  so  wird  um  so  mehr  der  Winkel  <p  klein  bleiben  und  kaum 
jemals  die  Grösse  von  ] oder  2 Graden  übersteigen  dürfen.  Un- 
ter der  Voraussetzung  also,  dass  man  mit  einer  hinreichend  ge- 
ringen Anzahl  von  Deriiiialsfellen  rechnet . machen  wir  jetzt  die 
Annahme,  der  Winkel  <p  sei  so  klein,  dass  man  ohne  bemerkba- 
ren Einfluss 


VgTÜU:  ■ <5> 

-in  n*  /•■üoii  “i  •••'  b 


sinqp  = tg9>=(p  Und  cosg>=l 


setzen  dürfe,  ln  den  Anwendungen  hat  man  alsdann,  sobald  der 
Winkel  <p  gefunden  ist,  jedesmal  sofort  ein  Mittel  in  Händen,  um 
filier  den  Grad  der  Genauigkeit  der  gefundenen  Resultate  zu  ur- 
theilcn. 

Es  sei  nun  c der  mittlere  Ha  Ihm  ess er  der  Räder,  d.  h. 
diejenige  Grösse,  in  welche  die  Halbmesser  der  Kreise  .1/1'  und 
BK  bei  Horizontalstellung  der  Achse  MN  übergehen;  und  es 
sei  ferner  die  Länge  CD~  p,  so  hat  man 


v Dlf=p cos <p  -y  CÜ=p  + c,  1 ° 
folglich,  wegen ■ cos 7>=fl  i ' t ' 

CÜ—c, 

■ ■ !■  ■■  . ! ■ t 

und  aus  (5)  , ,, 

...  . ; ; , v~  ^ 


Diese  Gleichung  schlicsst  den  beaehtcnswerfhcn  Satz  in  sich: 

dass  für  die  in  der  Praxis  vorkomme nden  Gräu- 
zen  die  Normal -Geschwindigkeit,  bei  welcher 
beide  Ränder  eine  reit»  wälzend  c Bewegung  au- 
nehmet;,  als  unabhängig  von  dem  Krümmungs- 
halbmesser, und  mithin  für  die  ganze  Bahn  als 
constant  anzusehen  ist. 


Das  einzige  bestimmende  Element,  aus  welchem  die  Normal- 
Geschwindigkeit  gefunden  wird,  ist  demnach  der  mittlere  Rad- 
halhmesser;  und  setzt  man  diesen,  wie  gewöhnlich,  = lä  Fuss 
Engt.,  während  0=32.2  Fuss  Engl,  ist,  So  erhält  man 

. 'Hl'  !!  I*». 

ti  = 6,95  Fuss 

adtoidudiäl  Tiii  al  v ia  . -t --•! > • ■ ■ ■ • ii<- 

als  diejenige  Geschwindigkeit,  mit  welcher  eine  Bahn  ihrer  ganzen 
Erstreckung  nnch , welche  Krümmungen  sie  auch  bilden  mag. 


Digitized  by  Google 


2 n 


befahren  werden  kann , ohne  dass  ein  Schleifen  des  rinne  oder 
des  andern  Radkranzes  auf  den  Schienen  eintreten  wird. 

Die  Grösse  der  Neigung  <p,  weiche  der  so  eben  gefundenen 
Normal-Geschwindigkeit  entspricht,  bestimmt  man  nun  ohne  Mühe 
aus  der  jedesmaligen  Grösse  des  Krümmungshalbmessers.  Die 
oben  gegebene  Gleichung  p tg«p=  CU  verwandelt  sich  nämlich 
jetzt,  nach  den  geschehenen  Voraussetzungen,  m 


woraus 


i<i 


Q<P 


_ c. 


hy 


(7) 


und  diese  Gleichung  zeigt,  dass  man,  mit  Beibehaltung  des  obi- 
gen Werthes  von  c.  selbst  noch  fiir  einen  Krümmungshalbmesser 
()  — - 50  Fuss  einen  Werth  von  q>  erhält,  nämlich 


< p = 0,03,  d, , i,  1 Grad  43  Min. , 

fiir  welchen  man  cos m —1  und  sing? z=lgtp  = q>  setzen  darf,  ohne 
einen  Fehler  zu  begehen,  der  die  Grösse  von  einer  halben  Ein- 
heit der  dritten  Decimalstelle' erreicht;  eine  fiir  alle  Amvendun- 

§en  zureichende  Genauigkeit.  Noch  mehr  verringert  sich  offenbar 
ieser  Fehler,  für  grössere  Krümmungshalbmesser;  so  z.  B.  für 
p— 300  Füss  würde  man  nur  haben  . ’ • 

<p  = 0,005,  d.  i.  17  Min. 

: . <1  t '.  . * ",  * i > > U ■ 1 ■ > * 1 ‘ • • ‘ 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  ein  gegebener  Krümmungshalb- 
messer sich  stets  auf  die  Mitte  H der  Bahn  zu  beziehen  pflegt, 
während  in  den  vorliegenden  Rechnungen  dieser  Krümmungshalb- 
messer stets  auf  den  Punkt  U bezogen  wurde;  doch  ist  der  Un- 
terschied zwischen  den  Werthen  T V .und  TH,  nämlich  UH=p<p, 
welcher  höchstens  einige  Zoll  betragen  kann,  so  gering,  dass  er 
im  Vergleich  mit  dem  ganzen  Krümmungshalbmesser  ohne  bemerk- 
baren Einfluss  vernachlässigt  werden  darf. 

Schliesslich  bleibt  uns  noch  eine  Grösse  zu  bestimmen,  die 
für  die  Praxis  von  Wichtigkeit  ist,  nämlich  die.Grüsse  derjenigen 
Verschiebung,  welche  der  Körper  MPNQ  auf  den  Schienen  zu 
erleiden  hat',  wenn  die  Achse  ijms  drr  'horizontalen  in  die  so  eben 
festgestellte  geneigte  Lage  übergehen  soll.  Diese  Verschiebung 
wird  nämlich  unmittelbar  durch  den  Bogen  QE  ausgedrückt,  und 
setzen  wir  denselben  —m,  so  erhalten wär  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  Halbmesser  AD=^BD^=t  bekannt  Sei, 

i ■ > • r i,  , : M.u' 


/.  • * \ 
l-lili- 


=£r®  = r.  — ♦ - 


m —rtp  — r 


" Q it''h 


(8) 


l'Mit  V < |t'>  ' - «t 

Nun  ist  es  Praxis  von  Belang,,  nass  diese  Verschiebung 

möglichst  genug  ausfalle,  weil  davon  die  nüthige  Breite  der  Räder 
abhängt.  Da  dieselbe  sich  nun  hier  als  abhängig  von  dem  Halb- 
messer r zeigt,  dieser  aber  wieder,  bei  gegebener  Bahnbreite, 
durch  den  Neigungswinkel  t den  i Radkränze  gegen  - die  Radachse 
bedingt  wird,  so,  ergiebt. sich.' die i praktische  Forderung: 


■ii 
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die  Neigung  der  Radkränze  stets  so  gross  zu 
wählen,  dass  die  Verschiebung  m der  Räder  auf 
den  Schienen  eine  gewisse  gegebene  Grösse 
nicht  übersteigt. 

Diese  Forderung  tritt  mithin  als  Ergänzung  zu  der  im  §.  2. 
aufgestellten  Regel  hinzu , und  beide  zusammen  genommen  schlies- 
sen  erst  die  Neigung  der  Radkränze  in  zwei  Gränzen  ein,  deren 
numerische  Weribe  zu  bestimmen  indessen  der  Praxis  überlassen 
bleiben  muss. 

Um  ein  erläuterndes  Beispiel  hinzuzufögen , so  haben  wir  oben 
unter  der  Annahme  tgt=}  gefunden  r = 2Ö5,Ot)  Zoll,  und  daraus 
ergiebt  sich  ffir  einen  Krümmungshalbmesser  q — 300  Fuss  beim 
Eintritt  der  Normal-Geschwindigkeit  eine  Verschiebung 


m = 1,0253  Zoll. 


Betrachtet  man  diese  Verschiebung,  die  nur  um  ein  Geringes  die 
Grösse  von  1 Zoll  übertTifft,  als  die  äusaerste,  welche  man  einem 
Rade  von  derühlicben  Breite  von  3 Zoll  noch  auferlegen  darf,  so 
folgt,  dass  für  Radkränze  von  }i  Neigung  der  Krümmungshalbmes- 
ser von  300  Fnss  eine  Gränze  abgiebt,  unter  welche  man  bei  An- 
legung einer  Eisenbahn  nicht  hiuabgehen  darf.  Wenn  es  aber 
erlaubt  ist,  die  Neigung  der  Radkränze  grösser  anzunehmen,  als 
sie  durch  die  Gleichung  tg£  = } bestimmt  wird,  ohne  dass  man 
zu  befürchten  hat,  dass  der  Mittelpunkt  D des  Bogens  MQN  der 
höchsten  möglichen  Gage  des  Schwerpunkts  in  einem  Eisenbahn- 
fuhrwerke zu  nahe  rückt  oder  gar  darunter  fallt,  so  werden  unter 
Voraussetzung  derselben  äussersten  Verschiebung  auch  noch  gerin- 
gere Krümmungshalbmesser  für  die  Bahn  zulässig  sein. 

Allgemein  findet  man  als  die  äusserste  zulässige 
Gränze  für  die  Grösse  des  Krümmungshalbmessers 
aus  der  Gleichung. (8)  . 


indem  man  hierin  für  m und  r gleichfalls  ihre  äussersten  zulässi- 
gen Werthe  setzt.  M 


■ -i  : i : 1 SS,  ' : !>.!:, 

•-  v -, 

Die  bisher  entwickelten  Gesetze  enthalten  insofern  noch  keine 
den  Forderungen  der  Praxis  vollkommen  genügende  Theorie,  als, 
die  oben  gefundene  Nortnal-Geschw  indigkeit  u=6,95  Fuss,  welche, 
sieh  nur  durch  Viergrösserung  der  Radhöhe  noch  etwas  erhöben 
lässt,  bei  wettern  nicht  diejenige  Geschwindigkeit  erreicht,  mit. 
welcher  durchschnittlich  die  Eisenbahnen  pflegen  befahren  zu  wer- 
den. Diese  Geschwindigkeit  beträgt  nämlich  bei  voller  Kraft  de§ 
Maschine  30  Fuss  und  darüber,  und  vermindert  sich  nur  in  der 
Nähe  der  Haltstellen ; es  wird  demnach  in  der  Wirklichkeit  im 
Allgemeinen  nicht  vermieden  werden  können,  dass  dasjenige  Be- 
wegungshindernlSs , welches  aus  einem  theilucisen  Schleifen  des 
einen  oder  des  andern  Rades  auf  seinen  Schienen  entspringt,  in 
beträchtlicher  Grösse  sich  einstelle,  w'orfiber  weitöre  Rechnung  zu 
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führen  wir  uns  hier  versagen  trolle«  , indem  ' wir  -auf  die  G I ii  n - 
dersehe  Abhandlung  verweisen.'  • ■ • > . >< 

Zugleich  aber  zeigt  sich  noch  ein  zweiter  Uebelstand.  Jener 
in  der  Wirklichkeit  vorhandenen  grossem  Geschwindigkeit  ent- 
spricht nämlich  auch  eine  stärkere  Neigung  der  liadaehse  gegen 
den  Horizont,  und  folglich  auch  eine,  stärkere  Verschiebung  der 
Räder  auf  den  Schienen,  welche  Verschiebung  aber,  bei  einem 
nach  den  bisherigen  Gesetzen  coustruirten  Fuhrwerke,  keineswegs 
in  allen  Fällen  sich  noch  wird  ansführen  lassen.  Aus  (3)  erhält 
nian  nämlich,  indem  mau  tvie  bisher  tgCDE=-tgq>  — (p  setzt. 


und  da  wir  jetzt  nicht  mehr  die  Anuahme  machen,  es  sei  v iden- 
tisch mit  der  oben  sogenannten  Normalgeschwindigkeit,  so  lallt 
auch  nicht  mehr  die  Kegelspitze  T in  einerlei  VcrtikaHiuie  mit 
dem  Krüiumungsmittel punkte  der  Bahn,  man  darf  nicht  mehr  TU 
mit  dem  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  verwechseln,  d.  h.  gip 
= c setzen,  sondern  die  Gleichung  (8)  zur  Bestimmung : der  Grösse 
QE=tn  der  Verschiebung  der  Räder  auf  den  .Schienen  nimmt 
jetzt  die  Gestalt  an: 

TV® 

m — T<p  — — , (10) 

« ■ 


woraus  tftan  sodann  umgekehrt  als  die  äusserste  zulässige 
Gränze  für  die  Grösse  des  Krümmungshalbmessers 
statt  (9)  erhält  ' 

• ru*  ’’  •*  *•» 

<t  = ~,  dl) 


mg’ 


wenn  man  hierin  für  m,  r und  v gleichfalls  ihre  äUSSersten  zuläs- 
sigen Werthe  setzt. 

Es  sei  zum  Beispiel  die  äusserste  zulässige  Verschiebung 
m=l  Zoll,  ferner  u— 30  Fuss,  so  erhält  man  mit  Beibehaltung 
der  übrigen  Zahlen,  so  wie  sie  eben  benutzt  wurden. 


q — 5731  Fuss 


als  denjenigen  Werth  des  Krümmungshalbmessers,  unter  welchen 
hinab  bei  der  Anlage  der  Eisenbahn  nicht  gegangen  werden  darf 
Diese  Gränze  lässt  sich  allerdings  noch  dadurch  etwas  hinab- 
driieken,  dass  man  die  Neigung  der  Radkränze  vergrössert  (wo- 
durch r kleiner  wird);  aber  sie  wird  sofort  wieder  znnehmen, 
sobald  die  Bahn  mit  noch  grössern  Geschwindigkeiten  als  30  Fuss 
befahren  werden  soll,  so  dass  wir  nicht  zu  weit  gehen  werden, 
wenn  wir  in  rnnder  Zahl  6000  Fuss  als  niedrigste  Gränze  fiir  die 
Grösse  des  Krümmungshalbmessers  unter  den  hier  vorausgesetz- 
ten Verhältnissen  annehmen. 

Beide  Uebelstände  zusammesgenommen , nämlich:  ' ■/" 

,1)  dass  man  es  bei  den  üblichen  bedeutenden  Geschwindig- 
keiten niemals  in  seiner  Gewalt  hat»,  t in  den  Bahnkrüm- 
mungen eine  rein  wälzende  Bewegung  beider  Räder  her- 
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zustellen,  sondern  immer  durch  theil  weises  Schleifen  des  ' 
einen  oder  andern  Hades  ein  mehr  oder  weniger  bedeu- 
tendes Bewegnngshinderniss  eintritt ; so  wie 

2)  dass  selbst  bei  Zulassung  dieses  Bewegungsbtudernisses 
dennoch  wegen  der  bedeutenden  Verschiebung,  welche 
' die  Hader  auf  den  Schienen  erfordern  würden , stärkere 
Bahnkrümmungen  als  solche  mit  OUÜO  Kuss  Halbmesser 
gar  nicht  zugelassen  werden  dürfen; 

linhen  es  von  grosser  Wichtigkeit  erscheinen  lassen,  eine  Anord- 
nung zu  erdenken,  bei  welcher  diese  Uebelstände  entweder  ganz 
oder  wenigstens  theilweise  Wegfällen.  Diese  Anordnung  besteht 
alter  in  der  Erhöhung  der  äussern  Schienenreihe,  und  es 
lileibt  uns  mithin  jetzt  noch  zu  untersuchen  übrig,  wie  hei  dieser 
Abänderung  in  den  bisherigen  Voraussetzungen  die  Bewegung  in 
den  Bahnkrümiutingen  sich  gestaltet. 

• ••<! 

■ §-  6. 

Nehmen  wir  also  jetzt  an,  es  sei  die  Linie  AR,  welche  die 
üerühningspunkte  zwischen  Räder  und  Schienen  mit  einander  ver- 
bindet. nicht  mehr  horizontal  wie  in  Taf.  VII.  Fig.2. , sondern  um 
den  Winkel  ATK=u>,  Taf. VII.  Fig.  (1  , gegen  den  Horizont  geneigt; 
alsdann  wird  die  Neigung  der  Achse  d/A  gegen  den  Horizont  gemes- 
sen durch  den  Winkel  MTK—tp  | u,  indem  M TA— <p  wie  früher 
denjenigen  Winkel  bezeichnet  , welchen  die  Achse  AfiV  mit  der 
Linie  AB  einschliesst.  Die  Richtung  der  Schwere  CG  steht  jetzt 
rechtwinklig  auf  TK,  und  demnach  verwandelt  sich  die  Gleichge- 
wichtshedingung  (3)  jetzt  in 


— 

UQ 


■ s=  tg  CDO 

= tg(qp+  a>) 


. !( 


so  dass  wir  statt  (4)  erhalten 

v — V</9tg(ip  + <a)  (13) 

...  I ...  1 1 J • - ' “ . / " 

und  nehmen  wir  jetzt  an,  cs  liege  die  Kegelspitze  T in  einerlei 
Vertikaliinie  mit  dem  Kriimmungsmittelpuokte  der  Bahn,  sowie  es 
zur  Erlangung  einer  rein  wälzenden  Bewegung  beider  Räder  noth- 
wendig  ist,  so  ist  mithin  TV—  q der  Krümmungshalbmesser  für 
den  Punkt  C,  folglich  ptg(g)  co)=CV,  so  dass  statt  (5)  der 
Ausdruck  für  die  Normal-Geschwindigkeit  wird: 

7ÜV.  ' 1 (i4) 

Hieraus  lässt  sich  wiederum  eine  angenäherte,  aber  für  die 
Praxis  völlig  genügende  Formel  herstellen , wenn  man  der  obigen 
Annahme  gemäss  nicht  nur  den  Winkel  rp,  sondern  auch  den 
Winkel  «a  so  klein  voraussetzt,  dass  man  ohne  bemerkbaren  Fehler 

. r»'  •» . iT  ■ • ‘ ‘-o  r : ‘ ‘ * • > . t ' : 

sin  = tg  <p  = qp  und  cosqp=l. 
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sowie 

sin u = tg ta=  o)  und  cosoj  = 1 


setzen  könne.  Alsdann  nämlich  wird,  indem  man  gleichzeitig  wie- 
der den  mittleren  Radhatbmesser  c einführt, 

CV  — c -f  po>, 

: r / 

so  dass  wir  statt  der  Gleichung  (6)  jetzt  die  folgende  erhalten : 

i_ii 

■>  i’ ■ t>  = V^c  + p«).  'In1-  (15) 


Hier  zeigt  sich  nun,  dass  die  Normal-Geschwindigkeit  nicht  mehr 
als  unabhängig  vom  Krümmungshalbmesser  angesehen 
werden  darf,  sobald  man  der  äussern  Schiene  eine  Erhöhung 
über  die  innere  Schiene  giebt,  sondern  dass  sie  zugleich  mit  die- 
ser Erhöhung  und  dem  Krümmungshalbmesser  wächst  Man  kann 
hier  mithin  erreichen  — was  bei  der  frühem  Anordnung  nicht 
möglich  war  — • dass  die  Normal -Geschwindigkeit,  bei  welcher 
beide  Räder  eine  rein  wälzende  Bewegung  annehmen,  jeden  be- 
liebigen Werth  erhält,  wenn  man  nur  g und  ca  angemessen  fest- 
stellt;  und  wenn  (wie  der  Fall  in  der  Praxis  vorzuliegen  pflegt) 
diejenige  Geschwindigkeit  v bekannt  ist,  mit  welcher  eine  Bahn- 
krüinmung  vom  Halbmesser  q befahren  werden  soll,  so  kann  man 
dieselbe  zur  Normal -Geschwindigkeit  in  dem  hier  gebrauchten 
Sinne  des  Worts  machen,  indem  man  nach  (15) 


09  9 ru  K! 


**  - • t\  . . '*iu i 

■ ;<J"  (16) 

■ ) Jl'.i  r Ml.  « • Tu  ' 


annimmt.  Diese  Grösse  kann  man  sodann  weiter  benutzen,  um 
die  lineare  Erhöhung  des'  Punktes  A über  B,  oder  die  Differenz 
AK — BL—S  zu  bestimmen,  wenn  die  Breite  der  Bahn  AB=‘2e 
bekannt  ist;  nämlich 

ä = 2eo),  (17) 


Soll  z.  B.  die  Normal-Geschwindigkeit  in  einer  Bahnkrümmung 
von  300  Fuss  Halbmesser  30  Fuss  betragen,  so  hat  man,  mit  Bei- 
behaltung der  übrigen  Werthe  von  oben,  , , , 

ca  = 0,688,  d.  i.  5 Grad  2 Min. 


und  daraus  . i*.  ■-'..o.-i 

*1  • ' ' . • :•••!  imb 

: ....  d = 5,10  Zoll.  : . I 


Der  Winkel  ca  ist  hier  so  gross  ausgefallen,  dass  die  Ueberein- 
stimmung  von  sin  ca  und  tgo>  mit  ca  selbst,  und  von  cos  tu  mit  der 
Einheit,  nur  noch  bis  auf  weniger  als  eine  halbe;  Einheit  der 
zweiten  Decimalstelle  verbürgt  werden  kann;  welche  Genauigkeit 
indessen  für  die  Anwendungen  noch  immer  vollkommen  ausreichend 
sein  würde , wenn  so  grosse  Erhöhungen  überhaupt  noch: in  der 
Praxis  Vorkommen  könnten,  worüber  §.  7.  das  Weitere  enthalten 
wird.  i . . .io  • . 
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Zugleich  aber  übersieht  man  noch  aus  den  gegebenen  For- 
meln, dass  nenn  alles  übrige  ungeändert  bleibt,  oo  sowie  6 im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Krümmungshalbmessers  sich  ändern 
müssen;  mithin  z.  B.  für  eine  Krümmung  von  <500  Fuss  Halb- 
messer 

co  = 0,044,  <5  — 2,55  Zoll , 


für  eine  Krümmung  von  000  Fuss  Halbmesser 
a>=0,0*29,  d = l,70  Zoll, 

u.  s.  f. 

Was  die  Grösse  der  Verschiebung  der  Räder  auf  ihren  Schie- 
nen betrifft,  so  wird  dieselbe  auch  hier  durch  den  Bogen  QE—m 
gemessen,  und  man  hat  wie  oben 


m = r<p. 

Für  den  Winkel  <p  aber  erhält  man  aus  (12) 


I v * 

9 = - <o,  (18) 

und  wenn  hier  v diejenige  Normal-Geschwindigkeit  bedeutet,  für 
welche  die  Krümmung  gebauet,  d.  h.  oj  bestimmt  ist,  so  giebt 
die  Zuziehung  von  (10) 


• • m 

*.  ».’.i 

• i ■ i.:  ’ •. 

wie  in  (8).  Es  gelten  mithin  wieder  genau  alle  diejenigen  Folge- 
rungen, welche  sich  oben  im  §.  4.  an  die  Gleichungen  (7)  und  (8) 
angekniipft  haben,  und  demnach  leistet  die  Erhöhung  der  äussert) 
Schienenreihe  allen  den  Anforderungen  Genüge,  welche  man  an 
die  Bewegungen  in  Bahnkrümmungen  stellen  kann.  Denn  nicht 
nur  ist  man  jetzt  im  Stande,  für  jede  gegebene  Geschwindigkeit 
eine  Bahn  herzustellen,  in  welcher  durchgängig  eine  rein  wälzende 
Bewegung  beider  Räder  stattfindet,  sondern  es  gilt  auch  nicht 
mehr  jener  Halbmesser  von  6000  Fuss  als  Gränze,  welche  von 
der  Krümmung  der  einzelnen  Bahnstrecken  nicht  überschritten 
werden  darf.  Im  Gegentheil  findet  man  hier  wieder  als  die  äus- 
serste  zulässige  Gränze  für  die  Grösse  des  Krümmungs- 
halbmessers aus  (8)  den  Werth 


e 

<P  = — » 

Q 


wie  in  (7),  und  daraus 


tn  = rep  = r.  — , 

Q 


: • 

wie  in  (9),  wenn  man  hierin  für  m und  r gleichfalls  ihre  äusscr- 
sten  zulässigen  Wertlie1  setzt;  also  unter  den  oben  gemachten 
Voraussetzungen  p=300  Fuss. 
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» 


<”‘i  ir;  §.  7.  ‘-t  i*mIi;  . ■ • i 

Wenn  eine  Bahnkrümmung,  in  welcher  die  äussere  Schienen- 
reihe eine  angemessene  Erhöhung  gegen  die  innere  erhalten  hat, 
nicht  mit  derjenigen  Normal -Geschwindigkeit  befahren  wird,  fiCir 
welche  sie  gebaut,  d.  h.  der  Werth  von  ca  festgestellt  ist,  — ein 
Fall,  der  in  der  Praxis  offenbar  nicht  vermieden  werden  kann,  — 
so  treten  hier  wieder  Betrachtungen  in  Kraft,  ähnlich  denjenigen, 
welche  den  Gegenstand  des  §.  8.  ailsmachen.  In  diesem  Falle 
werden  nämlich  nicht  mehr  beide  Hader  eine  rein  wälzende  Be- 
wegung annehmen , sondern  es  wird  durch  das  Schleifen  des  einen 
oder  des  andern  Hades  auf  seinen  Schienen  das  mehrerwähnte 
Bewegungshinderniss  sich  cinstellen,  welches  wir,  wie.  schon  ge- 
sagt, hier  nicht  weiter  der  Rechnung  unterwerfen.  Zugleich  wird 
aber  aVich  die  Verschiebung  der  Räder  auf  den  Schienen,  m,  eine 
andere  werden,  da  der  Neigungswinkel  qp  sich  ändert;  und  nen- 
nen wir  demnach  v diejenige  \;on  der  Normalgcschwindigkeit  ver- 
schiedene Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Bahn  befahren  wer- 
den soll,  so  haben  wir  mit  Zuziehung  der  Gleichung  (IS)  ! 


/ * 2 \ 

i = ra>  = rl ca  ) 

\!/Q  J 


(!'■») 


dieses  erhellet  auch  unmittelbar  aus  der  Betrachtung  der  Natur 


als  die  Grösse  der  einer  beliebigen  Geschwindigkeit  t>  entsprechen- 
den Verschiebung.  Biese  Grösse  fällt  mit  (8)  zusammen,  wenn 
man  für  v die  Normal -Geschwindigkeit  an  die  Stelle  setzt;  sie 
wird  Null,  wenn  v den  Werth  v — V (/qco  hat,  in  welchem  Falle 
die  Achse  MN  parallel  zu  der  Basis  AB  liegt;  und  endlich  kann 
sic  auch  negativ  werden,  und  kommt  dem  Wertlie  m= — ra>  desto 
näher,  je  mehr  die  Geschwindigkeit  sich  dem  Werths  Null  nähert, 
'ehe 
erl 

der  Sache. 

Nehmen  wir  beispielsw  eise  an,  die  oben  vorausgesetzte  Bahn- 
kr&nmuQg  von  3110  fuss  Halbmesser,  welche  für  eine  Normal- 
Geschwindigkeit  vou  30  Fuss  eine  Neigung  ca  =30,088  besitzen 
muss , solle  mit  einer  Geschwindigkeit  von  32  Fuss  üelabreu  wer- 
den,, so  ergiebt  sich  aus  (10)  die  zugehörige  Verschiebung 
• . ; VI  .<•  ...:  v . ....  . •> 

ii  . m=;3, 7 Zoll,  , < , ■ \. 

dcsseleiclien  wenn  dieselbe  mit  einer  Geschwindigkeit  von  28  Fuss 
bejahten,  werden  soll,  so  erhält  man  di«  Yersckcebapg 

t ii  i*?i» 
ll  :•»  1,-M»  */ 


M Zoll, 


während  für  die  Normal -Geschwindigkeit  von  30  Fuss  die  Ver- 
schiebung beträgt 

m = 1,0  Zoll.  r 


Die,  wie  dieses  Beispiel  zeigt,  so  beträchtlich  ausfallenden 
Differenzen  in  der  Grösse  der  Verschiebung  bei  einer  so  geringen 
Abweichung  von  + 2 Fuss  von  der  Normal-Geschwindigkeit,  welche 
die  ursprünglich  festgestellte  Gränze  von  nc=±l  Zoll  weit  über- 
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schreiten«  machen  hier  zum  Schluss  noch  eine  eigene  Untersuchung 
nöthiir.  uro  ihre  Ursachen  aufzusnchen.  nnd  daraus  für  die  Praxis 
Regeln  zur  Vermeidung'  derselben  herzuieiten.  . 1 » ■ 

Es  seien  zu  dem  Ende  v und  v'  irgend  zwei  Geschwindigkei- 
ten und  resp.  m und  in'  die  ilinen  entsprechenden  Verschiebungen, 
so  folgt  aus  (19)  ' 7 | 


t 


— m =r.- 


99 


und  lässt  mau  hierin  v'  die  Norroal-Gesclnvindigkeit  bedeu- 
ten. wodurch  yi'  den  Werth 

T :!  • 1 • IUI  ; : ■ i ,S  \,  .■  . . 

ll  r>b  • ll  .»OM  •!•  C ; r .1.1  . 1- 

in  — r . — , 


annimmt,  so  erhält  man 

i • ir>.;n  «!'•  > ' !•••.- 


■ I ,il 


.1« 


OJO) 


welche  Gleichung  sofort  erkennen  lässt,  wie  die  in  jedem  beson- 
dern  Falle  gegebener»  Data  auf  die  Grösse  von  m von  Einfluss 
sind.  Bezeichnet  nämlich  v die  äusserste  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  die  der  Normal-Geschwindigkeit  v'  entsprechende  Bahn- 
krümmung  noch  befahren  "erd^U.Aull , so  wird  die  ihr  zugehörige 
Verschiebung  m desto  kleiner  ausfallen,  je  kleiner  r,  d.  h.  je 
grösser  die  Neigung  der  Radkränze  gegen  die  Radachse  ist,  und 
je  g rösser  Q angenommen  wird.  Es  zeigt  sich  hier  mithin  aber- 
mals die  Nothuendigkeit,  die  Neigung  der  Radkränze  so  cross 
wie  möglich  zu  wählen,  wodurch  der  im  §.  2.  gegebenen  Regel 
eine  Gränze  gestellt  wird.  Ist  aber  die  Neigung  der  Radkränze 
ein  für  alle  Mal  auf  ein  Aeusserstes  festgestellt,  so  bleibt  nur 
der  Krümmungshalbmesser  • |ioeh  dns  -einzige  veränderliche  Ele- 
ment, und  man  erhält  nflthiif,  ^sobald  durch  die  Breite  der  Räder 
ciue  äusserste . zulässige^  Grösse  der  Verschiebung  vorgeschriebe» 
ist.  je«: «Äs  dro  Kwiser.tc  zuKfsil#«  GHtnziv!««»  tdle 
(.r iissevdy«*,  KruuHBungshalbiuessers  aus  (20)  den  Werth 


•:  _ r — \ . < ,t!  f.yj 

wenn  man  hierin  für  m,  r und  v gleichfalls  ihre  äussersten  zuläs- 
sigen Werthe  an  die  Stelle  Setzt. 

Da  es  fürtl«!  üwoi  äusserste  Werthe  siebt,  nämlich  einen 
grössten  und  einet),  kleinsten , so  hat  man  die  Rechnung  doppelt 
zu  führen  und  von  den  gefundenen  beiden  Krümmungshalbmessern 
den  grossem  beizubebajten.  Im  allgemeinen  wird  v'  das  arithme- 
tische Mittel  aus  jenen  beiden  äussersten  Geschwindigkeiten  sein, 
in  welchem  Falle  man  nur  für  die  grösste  Geschwindigkeit  die 
Rechnung  durchzufiihren  braucht;  doch  ist  jenes  nicht  nothwen- 
dig,  sondern  vielmehr  ist  es  der  Praxis  angemessener,  die  am 
häufigsten  vorkommende  Geschwindigkeit  als  Normal-Ge- 
schwindigkeit dem  Bau  der  Bahnkrfimmungen  zum  Grunde  zu  legen. 

y Es  seien  zum  Beispiel  wie  oben  die  äussersten  Geschwindig- 
keiten, mit  welcher  eine  für  die  Normal -Geschwindigkeit  u/=30 
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Fu*s  einzurichtende  Bahnstrecke  noch  befahren  werden  soll,  die 
von  32  und  28  Kusu , und  als  äusserste  Grösse  der  Verschiebung 
werde  >»=±1  Zoll  festgestellt,  so  hat  man 

, */•  *i«<  r*  . ■ • . v.  I».  • *•!■•»  * ..  v t*  ‘ . 


„ 203,06 

‘)  e=  fT~ 

205,06 
2)  e=  _l 


(V + i,s) = 1097  Fuss* 

1,5)  = 431  Fuss; 


•r»l 


' . ■ : : i t , 

und  es  dürfen  demnach  auf  der  genannten  Bahnstrecke  Krüm- 
mungshalbmesser unter  1100  Fuss  nicht  zugelassen 
werden,  wenn  nicht  Gefahr  entstehen  soll,  dass  der  Wagenzug 
die  Schienen  verlässt  Und  so  in  ähnlichen  Fällen. 


Aus  diesem  Grunde  werden  also  auch  sowohl  die  der  Nor- 
mal-Geschwindigkeit entsprechende  Verschiebung,  als  auch  die 
Erhöhung  der  äussern  Schienenreljie  gegen  die  innere,  in  der 
Praxis  weit  geringer  ausfallen,  als/  sie  oben  im  {.  6.  beispiels- 
weise berechnet  wurden. 

.tt'-J  ''  * • **  t.i  ’ . » n •*-,  'j  • • 

- > , : i».  » » . 1:  7 *.<  . > • :•  • • • • 

' . ..... . . 

•ui!  •>:•  1 '■  i:  . ' • •' 


.1  1 i!  li!‘.  *••*»  : •• 


xxm 


In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  ähnliches 
zu  zeichnen,  dessen  ^Selten  mit  den 
homologen  des  ersteren  einen  gegebe- 
nen Winker  $ bilden. 


d-.., , 


Von  dem  , .„.j 

Herrn  Doctor  H.  H offmann, 

* 1 

Lehrer  am  Gymoasiam  za  Danzig.' 

* - T107  lll*. 

ei » ■*:».  , * *>nl  fi 


II  I*  • 1 1 I'  .1  JIM 


»l'i  •<  II  ‘ • . • » . fl  .fr  It!  |!*»t  " *«•  ; .“)*  I«  ’* 

Diese  Aufgabe  bietet  zwei  wesentlich  von  einander  Verschie- 
dene Fälle  dar;  wenn  nämlich  . . ' fl.  v:!-> ::  ■■  "ir  . ■ .1" 

I.  jede  Ecke  des  einbeschriebenen  Dreiecks  io  def  Gegen- 
seite des  gleichen  Winkels  liegt,  und  wenn 

II.  jede  Ecke  des  einbeschriebenen  Dreiecks  in  der  Gegen- 
seite eines  ungleichen.  Winkels,  liegt  ).  — . ,1  -ii. 
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I.  E r i t e r Fall.  ' - 

1)  Geometrische  Auflösung.  • 

! - I 

V,.  . „ , §•  1.  , 

Gegeben  ist  das  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  1.  u.  2.).  Man 
suche  den  Mittelpunkt,  O,  des  umbescbriebenen  Kreises  mittels 
der  drei  Perpendikel  01),  OE,  OE  in  der  Mitte  der  Dreiecks- 
seiten;  trage  an  diese  Perpendikel  in  O den  gegebenen  Winkel 
immer  nach  derselben  Seite  an,  so  dass 

Z-DOa  — ^LEOb  — FOc = <p 

und  verbinde  die  Schnitt] tunkte  a,  b,  c mit  einander;  dann  ist 
A abc  das  verlangte  Dreieck. 

Der  Beweis  zerfallt  in  zwei  TJieile : 

1)  A o6c  oo  A ABC. 

Da  Z OcF  OaD,  so  sind  die  Vierecke 

ObAc,  OcBa,  Oil  Cb  „ j t 

Kreisvierecke ; zieht  man  daher  noch  OA , OB,  OC  und  bedenkt, 
dass 

* 1 1 ...  .'•!»  ; J '*  . <*  • I-'  > 

^.OAE—^OCE,  <'OBF=£OAF,  ^.OCD^jLOBD-, 

so  hat  man: 

^.OAC—^Oob,  OBA  —4.  Obe,  jL  OCB—Z.  Oca , 
Z.OAB=^.Oac,  Z.OBC—Z.Oba,  Z~OCA—Z.Ocb. 

Addirt  man  die  unter  einander  stehenden  Gleichungen,  so  erhält 
man  : 

^CAB=Z.cab,  AABC=Z.abc,  Z.BCA=Z.bca-, 

d.  h.  &ABCo?  \abc. 

. • . . . . r i. 

2)  Die  Neigung  der  homologen  Seiten  ist  =<p  oder 
^ (ß  C,  bc) =jS(CA,  ca)  = ^(AB,  ab) = v. 

Aus  den  eben  benutzten  sechs  Gleichungen  folgt  auch  : 
sLOab— ^LOcb , ^,Obc~jdOac,  Oc.a=  Z.  (ihn 
Schreibt  man  diese  Gleichungen  noch  folgendermassen  darunter: 

i'  >i  sZ.Oba=z^.Qca,  sZOcbz=j'Oab,  ^.(Jac  — ^LObc, 

. ' ^Obc-^Oac,  JLOca—Z.Oba,  j'Oab=^.Ocb; 

«.•  vi  i ■.  ..  i 

und  addirt  die  unter  einander  stehenden,  so  hat  man:  >o 
Theil  IX.  19 
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^.Oab-fr  4L«bc=p^.l>ca^jZ.Qac=  IR, 
^ 06c,  -J-  Z. bcii  = ^ cab -J; ^ Oby—IR , 

__  Oe«  + ^cab  — ^abc -\- £ Ocb=lR. 


Daher  ist  ö für  das  Dreieck  «6c  der  Höhenpunkt , folglich : 

ni  ■ • • .«  .1  .'.'ij  .11  4 j-jil  hüh  irti  «•>■• 

-•!••  : -.i-n.!  Oaxb(, 


-*,i  > •; 
I-Jmi 


‘i  T.fl 
» ru(  i 


Ob  ica,  aber  auch:  ORlf’A.  "I 


Oc  i ab: 


OFLAß; 


*1;  s j'» 

: .wli''* 
’iv  : t 


da  nun  nach  der  Congtructiou 


Ic.i  i'i:  ;ii  : i *bu 

so  ist  auch  : 


i£I>Ofl^=4LEQbzx<'.FOc^<p, 

^.(BC,bc)=jZ.(CAica)t£xjL(Arß><tb)  =<p.-t\ 


• :!  f -jib  Iwi*  «•» 


1 1 


Trägt  man  den  Winkel  cp  nach  der  einen  Seite  (wie  in  Taf.  VIII. 
Fig.  1.)  oder  nach  der  andern’Seite  (wie  in  Taf.  VIII.  Fig.2.)  auf  die  an- 
gegebene Art  an , sp  erhält  man  das  Dreieck  abc  oder  das  Dreieck 
afr t' . Von  diesen  beiden  Lösungen  ist  zu  bemerken,  dass  sie 
congruente  Dreiecke  liefern ; denn  aus  den  congruenten  Dreiecken 


A ObÜOZ  A (Vb'Ef,  A OcFQä  A O VF»;  A 0«Z>ö2  A O’n'B1 


folgt  : 

Ob=zO'b',  Oc=ü'c',  Oa^O'a'i 
aber  es  ist  auch : 


Z.bOc—Ab'0'c',  ^.c0a=^c'0'a'y  Z.aOb—^.a'OH,'-, 

folglich:  , ,.i 

bc  — b'c',  vu  = c'a',  nb=a'b 

d.  h.  A abc  A a'b'c'. 

I — : . I 1.  . * 1 Ci  Ml  1 -.'<1 


Von  den  Kreisvierecken  . > - ..  u-i 


— ObAc,  UcBa,  OaCb 

ist  zu  merken , dass  die  Radien  der  umbesehricbenen  Kreise  gleich 
sind,  da  nach  einem  bekannten  Satze  die  Radien  der  Kreise, 
welche  man  durch  zwei  Ecken  und  den  Höhenpunkt  legt,,  gleich 
dem  Radius  des  urobeschriebenen  Kreises  sind.  Wendet  man  dies 
auf  das  Dreieck  abc  und  seinen  Höhenpunkt  0~au,  so  folgt  der 
ausgesprochen#  Sei#!  uz  .nehn*».!*«  ■ >>  »ui  i mtuu  .,«ii  j-.ibns  fn:u 

./i  li  «n 
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Für  das  Dreieck  ABC  kann  man  den  Satz  so  aussprechen: 
Beschreibt  man  drei  Kreise  mit  gleichen  Kadien,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  des  umbeschriehcrien  Kreises  und  eine  Ecke  eines 
Dreiecks  gehen  und  liegt  der  Schnittpunkt  zweier  in  einer  Drei- 
ecksseite, so  liegen  auch  die  undern  Schnittpunkte  in  den  Drei- 
ecksseiten. 

Oder:  Wenn  drei  Kreise  mit  gleichem  Radius  beschrieben 
werden,  von  denen  jeder  durch  die  Ecke  eines  Dreiecks  geht 
und  der  eine  die  beiden  andern  in  einer  Dreiecksseite  schneidet, 
so  schneiden  sich  auch  diese  in  einer  Dreiecksseite  und  alle  drei 
in  dem  Mittelpunkte  des  umbeschriebenen  Dreiecks. 

Das  Minimum  der  Grösse  dieser  Radien  ist  der  halbe  Radius 
des  umbeschriebenen  Kreises;  von  diesem  Minimum  können  sie 
bis  in  das  Unendliche  wachsen. 


2)  Trigonometrische  Auflösung. 

5-  i- 

Da  die  Neigung  der  homologen  Seiten  —cp  ist,  so  ist 

^.Abc  — C-\-cp,  Z.Bca—A- f <p,  Z.  Cab—  By  cp 
und 

/LBac—C—  cp , ^LCba—A  —cp,  ^ Arb—  B — cp. 

Hieraus  ergiebt  sich : 

Jc=M8in(C+v)’  B“=iinlBs'ln(‘A + '?'>’  a,=^Zain(B+<P) 
‘ und 

&=i£ C"  = J^fMA-<p),  Ab=^Äs\n(B-cp). 
Da  aber  ^2  ~ ginj?  ~ a\nC  ist’  80  er*,S*t  man  durch  Addition 
A ß=^(sin«.'+<P)+sin(f’- cp)) , BC—l^{s\a(A-\  <p)-fsiu(^-g>)), 

' - t ’ 1 ; 

z='2aö  cos  cp  = 26ccos<p 

, » ,t  ; • 

AC—  (sin  ( B + <p)  + sin  (B—  cp)) ; 

. t=2«ccos<pr 

also 

AB  , BC  AC 

ao—ä “,  oc=3 ac—cT — — • 

2 cos  cp  2co  sep  2cos<p 

\ ,'wt . • t ' d 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke  für  die  Ab- 
schnitte der  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  so  erhält  man:  )!  . 

19* 
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,4/?sin  (Cfy)  _ BC  sin  (/ffy)  fVtsinfff-f  y) 

-2  sin  ( 'cos  y ’ " 'isinzf  cos  y ’ ~ 2sin/icosy 

rl  ff  sin  (C—y)  ff(’sin(/f— y)  . CA  sin  (ff-y) 

c 2sin6’cosy  ’ 'ö  2sin/4cosy  ’ 2sinffcos<p 

Setzt  man  in  die  gefundenen  Ausdrücke  statt  y den  Winkei 
360— y,  so  ändern  sich  die  Seiten  ab,  bc,  ac  nicht,  dagegen  gehen  die 
Abschnitte  der  Seiten  AB , BC,  AC  in  einander  über.  Für  y=0 
fallen  beide  Lösungen  zusammen,  ln  diesem  Falle  ist  das  einbe- 
schriebene Dreieck  ein  Minimum  und  halbirt  mit  seinen  Ecken 
die  Seiten  des  Dreiecks  ABC. 


)l  I r . 

II.  Zweiter  Fall. 

1)  Geometrische  Auflösung. 

\ §•  5- 

Die  Auflösung  des  ersten  Falles  beruht  wesentlich  auf  der 
Eigenschaft  des  Höhenpunktes  und  des  Mittelpunktes  des  imibe- 
scnriebenen  Kreises ; hier  sollen  die  Eigenschaften  eines  anderen 
Punktes  benutzt  werden,  der  wie  jene  als  Schnittpunkt  dreier 
Kreise  definirt  werden  kann. 

Beschreibt  man  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  über  AB  als  Sehne  einen 
Kreis,  der  in  A die  AC,  und  über  BC  einen  Kreis,  der  in  B die 
AB  berührt;  zieht  dann  die  Scheitellinien  OA , OB,  OC,  so  ist 

^ OA  C=Z.  OBA  = ^ OCB-x ; 

es  wird  daher  auch  ein  Kreis,  der  durch  A , O und  C gelegt  wird, 
die  BC  in  C berühren. 

Es  werden  sich  also  drei  Kreise,  welche  durch  zwei  Ecken 
eines  Dreiecks  beschrieben  werden  und  von  denen  jeder  in  einer 
andern  Ecke  eine  andere  Dreiecksseite  berührt,  in  einem  Punkte 
O schneiden , der  innerhalb  des  Dreieckes  liegt.  Dieser  Punkt 
O hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Scheitellinien,  die  sich  in  ihm 
schneiden,  mit  je  einer  Dreiecksseite  gleiche  Winkel  bilden. 

In  jedem  Dreiecke  hat  man  zwei  Punkte  der  angegebenen 
Eigenschaft,  O und  O'  (Taf.  VIII.  Fig.  4.),  deren  gleiche  Winkel 
eine  Wechsellage  haben  und  unter  sich  gleich  sind. 

Um  dieses  zu  beweisen,  wollen  wir  uns  eines  allgemeinen 
Satzes  bedienen,  dessen  Beweis  hier  folgen  soll,  weil  dieser  Satz 
zwar  in  C.  Adam’s:  Die  merkw.  Eig.  d.  geradl.  Dr.  (S.  VI.) 
vorkommt,  aber  in  einer  andern  Form  ausgesprochen  ist.  Dieser 
Satz  heisst: 

Schneiden  sich  drei  Scheitellinien  Aa,  Bb,  Cc  eines  Dreiecks 
ABC  in  einem  Punkte  O,  so  dass  also  stattfindet: 

Ba.  Cb.Ac=  Ca.  Ab.  Bc, 

so  schneiden  sich  auch  diejenigen  Scl.eitellinien  Aa',  Bb',  Cef  in 
einem  Punkte  O',  ftir  welche  die  Winkeltheile  ihre  Lage  gewech- 
selt haben. 
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Es  tiudeii  dann  nämlich  folgende  sechs  Proportionen  statt: 

A BAa : A CAa'  = Ali.  Aa:A C.  Aa'  = Ba:  Ca', 

A CBb : A ABb'  = BC.  Bb : BA  .Bb'  — Cb:  Ah' , 

A A Cc : A BCd  = CA . Cc : CB.  Cd  = Ac : Bd 

und 

A BAa' : A CAa = AB.  Aa'  :A  C.  Aa=  Ba' : Ca , 

A CBb' : A ABb= BC. Bb' : BA.  Bb=zCb' :Ab, 
\A(k:'-.\BCc  = CA.  Cd:  CB.Cc  = Ad.Bc. 

Multiplicirt  man  diese  sechs  Proportionen,  so  werden  diePro- 
ducte  der  dritten  und  vierten  Glieder  gleich,  man  hat  daher  auch 

Ba.  Cb.AcX.Bu'.  Cb'  .Ad -Ca'  .Ab'  .Bd  xCa.Ab.  Bc. 

oder  mit  Hülfe  der  Voraussetzung: 

i Ba'  .Cb'  ,Ad=Ca'  .Ab'  .Bd  , 

d.  h.  die  Scheitellinien  Aa' , Bb' , Cc'  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  (y . ..  i " v 

Für  iinsern  speciellen  Fall  hat  man  daher: 

s'O'AB^Z.  O' BC—  ^ ü'CA  = x , 

woraus  folgt,  dass  von  den  drei  Kreisen,  welche  durch  je  zwei 
Ecken  des  Dreiecks  und  den  Punkt  O'  gelegt  werden,  jeder  eine 
andere  Seite  in  einer  anderen  Ecke  berührt. 

Ausser  diesen  eben  bewiesenen  gemeinsamen  Eigenschaften 
der  Punkte  O und  V ist  noch  zu  merken,  dass  die  Theile,  in 
welche  das  Dreieck  durch  die  Schcitellinien  des  Punktes  O ge- 
theilt  wird,  ähnlich  sind  den  Theilen,  in  welche  ABC  durch  die 
Scheitellinien  des  Punktes  O'  getheilt  wird.  Denn  als  Summe  der 
Aussemvinkel  der  anliegenden  Dreiecke  ist: 

Z.AOB=^.{B\0,  dLBOC—Z.(C\A),  ^COA=^L{A\H), 
= 180  — A =180— Zf  =180—  C 

AAO'C=^.(B+C),  Z.BO'A  = d.{C\A),  Z.CO' B=  ^{A\-B)\ 

= 180—  A =180—  B =180—  C 

, , \ * , \ • * . ; 

daher : 

A A OBcc \AO' C,  A BOCco A BO  A , ^COAoj \CO' B. 

Auch  diese  Dreiecke  werden  noch  in  ähnliche  Theile  getheilt, 
woraus  folgt,  dass  die  Scheitellinien  in  O and  O'  sich  unter  Win- 
keln schneiden,  welche  den  Dreieckswinkeln  gleich  sind  ; eine 
Eigenschaft,  welche  diese  Punkte  mit  dem  Höhenpunkte  und  dem 
Mittelpunkte  des  umbeschriebenen  Kreises  theilen. 
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Der  Punkt  O führt  nun  zu  folgender  Auflösung  des  zweiten 
Falles. 

Man  suche  in  dem  gegebenen  Dreiecke  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  5.) 
den  Punkt  O und  ziehe  (JA,  OB,  OC;  trage  dann  an  diese 
Scheitellinien  nach  der  Seite  des  Winkels  x hin  in  O den  gege- 
benen Winkel  <p  *)  an,  so  dass 

Z A Oa~  Z BOb  = Z COc=xp , 

und  verbinde  n,  b und  c mit  einander,  so  ist  \abc  das  verlangte 
Dreieck. 

Auch  hier  ist  zu  beweisen: 

1)  Aabcco^ABC. 

I ■ . im  t • i > **•*.-  .%  . \ 

Aus  der  Cohsructioh  folgt: 

Z ObA—Z  OcB=Z  OaC=x-\-<p, 

Z OaA  =Z  ObB~Z  OcC- 180  - (x+q>) ; 

daher 

Z ObA  + Z OaA  =Z  OcB  + Z ObB—Z  OaC+  Z OcC=180, 

J Jj  '•»II  I t . , 

ObAa,  OcBb,  OaCc 
sind  Kreisvierecke.  Man  hat  also 

Z Oab—Z  OAB,  ZObc=ZOBC,  ZOcu—ZOCA 

oder 

ZOac—x,  ZOba  — x,  ZOcb=x: 

Addirt  man  die  über  einander  stehenden  Gleichungen,  so  findet  man 
Zcab=ZCAB,  Zabc— ZABC,  Zbca—ZBCA, 


was  bewiesen  werden  sollte. 

2)  ZAba  = ZBcb-=ZCac=q>. 

Aus  den  Kreisvierecken  ObAa,  OcBb,  OaCc  folgt: 
ZAOa—ZAba,  ZBOb=ZBcb,  ZCOc  = ZCac 

oder 

ZAOa  = ZBOb  = ZCOc^<p; 


folglich  auch: 

’ ' ZAba—ZBcb—ZCac=tp. 

. ...i  . 

’)  Der  Bequemlichkeit  der  Zeichnung  wegen  ist  der  Winkel  q>  in 
den  beiden  Füllen  nicht  von  gleicher  Grösse  genommen. 
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Io  Beziehung  aof  A abc  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  das« 
Z.Oac—^.Oba—^Ocb^x,"  1 

d.  h.  dass  der  Punkt  O f(ir  beide  Dreiecke  ABC  und  abc.  die- 
selbe Bedeutung  hat. 

* t ’>  . i.  • • . .‘M  ' , l 

■ • , .<■■■  1 g,  7.  I . Si. : : i • <-  . < li...  III- ■ 

. ' Ir  l’  . 1 ' . 1 « 

Dieser  Fall  lässt  vier  Lösungen  zu,  welche  in  den  Figuren, 6. 
und  6.,  7.  und  S.  aur  Taf.  VIII.  dargestelit  sind,  indem  tuan  in 
Figur  5.  und  6.  den  Winkel  cp,  in  Figur  7.  und  8.  den  Winkel 
360 — cp  auf  die  vorgeschriebene  Art  angetragen  hat;  Von  diesen 
vier  Lösungen  liefern  je  zwei  congruente  Dreiecke,  indem  \abc 
( (Fig.  S ) ^ A a'b'c'  (Fig.  6.)  und  A abc  (Fig.  7.) ^ Aa'iV  (Fig.  8.) 
Der  Beweis  dieser  beiden  Cpngruenzen  ist  folgender. 

Aus  der  Construction  ergeben  sich  folgende  Aehglichkeiten  : 


&AOC00 ±aOc,  ABOAcsp&bOa,  ^COBc^Z&pOb; 

\A' O' C'c'O A a' O'c',  A B0'A'co\b'0'a &CO'B'cv&c'0'b' 

. • 1 : - . . i : \ v 

"n<1  C-  . , t 

AdlOnc'oA^'OV,  ^BOboo^BO'b',  ACOccnjA CO'c1. 


Aus  den  beiden  ersteren  ergeben  sich  folgende  Proportionen : > 

: 1 0111  !:;d 

AC:ac—OA:  Oa,  BA:ba=OB:Ob,  CB:cb=OC:Oc ; 
ÄC’-.a'c—djtiGct,  BÄ-.b'ci—aB-.Ofb',  CBik'b'=0'C :Oc-, 


h. 


und  aus  der  dritten  hat  man: 

OA : 0a=0'A‘ : O'a',  OB:  Oh— ÜB : üb',  OCi  Oc=cz  O'C:O  c'; 

woraus  folgt:' 

AC: ac=.A'C : »Y,  BA:ba—B'A':b'a',  CB:cb  = CB':c'b\ 

- '•  . ! «I  !»■  <•:-  * (WUH  ' 

Da  aber  , 

AC=A'C,  BA  = BA',  CB=CB: 

so  ist  auch: 

ac  = a'c',  ba=:b'a‘ , cb=c'b ,,  , 

’ ’ PI0..1  11ml,-  iii.lf 


was  zu  beweisen  war. 


t t r.o-i  V: -.  > i | i!  \m'-. 


2)  Trigonometrische  Auflösung. 

5.  8.  . - , , 

* li 

Aus  den  Dreiecken  AOB,  BOC,  COA  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  folgt: 

.*»  .•ibioeiii.ii»''  lüi^väd  . >y/-J-u'i,  iyivdwc»  cidoslui-i 

i.-  iiil-j ,vm/..  ■•ui'.  **r)lbv>  >r  lotiolygd«  -oid 

OCs\na:=Oß»in(ß—a:),  .Wl>"d 

OAsina:=  Ö6’sin(C—  x).  ■ iluiiin  Li  - I 
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Multiplicitt  , inan  diese  drei  Gleichungen , so  ergiebt  sich  als 
specieller  Fall  eines  bekannten  Satzes : 

!> , , «in  sin  ( A — x)  sin  (B  — x)  sin  ( C — x). 

Diese  Gleichung,  scheinbar  von  höherem  Grade,  ist  in  der  That 
nur  vom  ersten  Grade,  wenn  man  tg«  als  Unbekannte  daraus  ent- 
wickelt. Wir  wollen  folgenden  Gang  der  Entwickelung  einschla- 
gen.  Durch  Auflösung  des  Productes  rechts  vom  Gleichheitszei- 
chen erhalt  man  zunächst: 

ii  •».  ‘ , . 

sin  3x= i sin  (A — x)  [cos  (B  — C) — cos  (Zf  -f  C — 2ar)] , 

dann 

= 1 sin  (A  -f  B — C—  «)4-]sin(/l  + C—  B—  x) 

— J sinf^-f-jß-f  C — -3jr)  — J sin(Z?-f-C—  A — x) ; 

da  aber  C— 180,  so  wird 

V ->  •=  „ \ • 

, sin  *x  + i sin  3x  = i [sin  (2A  f«)  + sin  (2B\-x)  + sin  (2C-+- x)  ] 

=J  cos«(sin2zf  -f  sin  2 B + sin  26’) 

, i + [sin  «(cos  2,4 -f  cos2Z? -f-cos2C). 

Vereinigt  man  jetzt  w ieder  die  Summen  in  der  Parenthese , so 
hat  man : 

/•  : V .Yv:W  t..-  . . . V- 

• Ä^n ’«  + J«in3«^=  cos« sin A sin  Zfsin 

— sin  x cos  ,4  cos  ZJcos  C — [sin« 

oder 

:VO  • ' sin  3« | sin  3«  + ] sin«=  cos«sin  A sin  Zf  sin  C 

— sin  «cos  A cos  Zf  cos  C. 

Nun  aber  ist  bekanntlich : 

\\  •> ' •*  i ■ f’i:.'  . . Vo : i , '-t\  , . . 

sin3«=3sin«  — 4siu3x, 

3,80  GM  V\  •,  . , . i\  « •>. 

sin«  = sins«-J-  Jsin3x-f  jsin«. 

,\\\  _ . t . • * \ _ ,.v'  ^ 

Man  erhält  daher: 


sin«  (1  -[-  cos  A cos  Zf  cos  C)—  cos«  .sin  A sin  Zfsin  C , 
und  endlich: 

sin  A sin  Zfsin  C 
^ x 1 -f  cos  A cos  Bros  (’ 

■ Ifdol  ' " .51,  f i 1 All  . i.:i  . .1  - ’ 

Noch  einfacher  erscheint  der  Werth  für  die  Uotangeiite , der 
hier  abgeleitet  werden1  soll,  weil  er  in  der  Folge  eine  Anwendung 
findet. 

Es  ist  nämlich  .<  i. 
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f) 


1 + cos  A cos  Ä cos  ('—  J -f  cos  A (■ — cos  A + sin  Bk  in  (J) 

=sin  XA  f sin  Äsin  6’cos  A 
= sin-4sin(Ä+  C)  + sin  Äsin  CcoaA 
=siii//s'm  Äcos  C-f-  sin /I sin  6'cosÄ  + sin  B sin  6'cos  A. 

Dividirt  man  diesen  Ausdruck  durch  sin  A sin  Äsin  C,  so  erhält 
man  : 

ctg  x = ctg  A | ctg  Ä -f-  ctg  C. 


$;ö- 

So  einfach  auch  der  zuletzt  gefundene  Ausdruck  für  ctgar  ist, 
so  ist  er  doch  nicht  für  die  Untersuchung  geschickt,  wie  sich  x 
mit  den  Dreieckswinkelu  A,  Ä,  C ändert.  Um  ihn  für  diesen  Zweck 
unizufornien , wollen  wir  ctg  A -f-  ctg  C vereinigen  und  erhalten  dann : 

sin  Ä „ '.iS 

Ct*x=z  £\nASinC+ctZB’ 

und  wollen  dann  A=90 — ^ Ä f £ und  C— 90 — \B—%  setzen 
Dies  giebt: 

ctg  x — cog  (i  B — |)  cos  (iÄ  + £)  ^ Ctß 

8111  ß . . „ 

• — cos  *JÄ  - s in  a|  f rtS  K ‘ 

V’  I '.in  - s!» 

wo  2i=t,i4  — U ist.  Es  soll  nun  zuerst  die  Veränderung  von  x 
für  £=0  oder  im  gleichschenkligen  (Dreiecke  untersucht  werden, 
für  welches  ” 


sinÄ 

C COSaiÄ 


„ -2(1— cosÄ)  , , T> 

+ ctgÄ=— iGngr-+ctgÄ 


2— cosÄ 
sin  Ä 

u.i  ?nin*3Jv<!  . . ■’  o . •’  .i.  *'  J 

Hieraus  foigty  dass  ctg .r>  ctg  Ä,  alsoa:<  Ä,  dass  also  x stets 
kleiner  ist.  als  der  Winkel  an  der  Spitze  des  gleichschenkligen 
Dreiecks,  ferner,  dass  ctg-r  immer  positiv  ist,  also  x im  ersten  Qua- 
dranten liegt.  ■>  - • . V'  ■ , i 

Setzt  man  für  Ä die  Werthe  B = 0 und  B -- 180 , so  wird  für 
beide  Werthe  ctgx=ac  , .r— 0;  cs  wird  also  zwischen  Ä=0  und 
Ä=180  einen  Werth  geben,  für  welchen  x ein  Maximum  wird. 
Die  allgemeine  Methode  liefert  dafür  die  Bedingungsgleichung 


Sctga: 


1 — 2cosÄ 


sin'2Ä 


= 0,  cos  Ä 


LL.1 

— i y 


Ä— B0°: 


so  dass  also  x für  das  gleichseitige  Dreieck  ein  Maximum  wird. 
Man  erhält  nämlich:  i ...  •. 
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. i | 3 ; ■ ! » i ■ 

Ctg  * =7=  =F  .Vo,  ar=30°* 

Diese»  Resultat  erscheint  auch  bei  einer  andern  Betrachtung, 
welche  weiter  unten  folgen  soll. 

Wir  wollen  jetzt  B constant  annehmen  und  in  der  Formel 

ilU.ll  l ■'  ( 

sin  2?  . . „ 


| wachsen  lassen.  Da  angenommen  wurde  C=(90— \B) — so 

wird  | nur  von  0 bis  510 — \B  oder  sin  £ von  0 bis  cos  \B  wachsen 
können;  es  wird  also  auch  in  den  ungleichwinkligen  Dreiecken  x 
stets  im  ersten  Quadranten  liegen  und  dabei  um  so  kleiner  wer- 
den, je  grösser  J wird.  r:  - ■■■  -i  . n u.i  d ;•  b m )•" 

Fasst  mau  das  Vorhergehende  zusammen,  so  kann  man. sagen, 
dass  x für  das  gleichseitige  Dreieck  ein  Maximum  ist  und  um  so 
kleiner  wird,  je  mehr  sich  das  Dreieck  von  der  Regelmässigkeit 
entfernt.  Bleibt  das  Dreieck  gleichschenklig,  so  haben  die  Drei- 
ecke einen  gleichen  Winkel  x,  deren  Winkel  an  der  Spitze  durch 
die  Gleichung 


tglBtgiJ?'=tg*30  *) 


»I  * 1 

: *J-». 


lut  .1 


verbunden  sind. 

’ • ‘ | i,  - \ , - 1 

§.  10. 

Für  den  Punkt  O'  (Taf.  VIII.  Fig.  4.)  wird  man  einen  Winkel 
x finden,  welcher  gleich  ist  dem  Winkel,'  der  für  den  Punkt  O 
gefunden  wurde;  denn  man  erhält  dieselbe  Bedingungsgleichung 

• ''0  *1  . : : i - 1 j.1  . t ..  (1  ' • i ‘ 

sinsx=sin(^ — 'x)sin(B — x)sin  (C-~-x), 


aus  welcher  für  den  Punkt  O der  Werth  für  tgar  und  ctg x abge- 
leitet wurde. 


§•  11. 

Um  in  Taf.  VIII.  Fie.  4.  alles  durch  Rechnung  bestimmt  zu 
haben,  ^ wollen  wir  die  Werthe  der  Scfaeitellinieti  hieher  setzen. 


Sie  sind : 


OA-AB 


>.  i 


OA^AC 


sin-dT 
,sin  x 


OB=BC 


sin  x 


sinj4’ 

,0*1  •fa« 


0'B=AB 


sin  B’ 

•J  / ' 

,H\nx 


OC=AC 

■■i  \ 


, i. 


sin  C 
„sina: 


sinü! 


O'C-BC—. 

r ,i  sin  C 


hn. 


i ;\ 


*)  Den  Winkel  \B'  kann  man  constrnircn , wenn  man  in  einer  Ellipse, 
deren  Axen  n nnd  b an  beschaffen  sind,  daas  ^-=tg300,  einen  Durch- 
messer mit  der  Neigung  \B  gegen  die  grosse  Axe  sieht  und  dazu  den 
coajugirten  Durchmesser  sucht.  Seine  Neigung  ist  \B“.<  ijiid  • , : . { 
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Es  bleibt  nug  noch  übrig,  die  Grosse  von  OO'  zu  bestimme». 
Dies  geschieht  dm  einfachsten  mittels  des  Dreiecks  BOI f,  aus 
dem  sich  sogleich  ergiebt: 

00'2=.B02+ BO“1 — 2BO.BO'  cos(ß— 2x). 

n 

Da  jedoch  OO'  in  Beziehung  auf  die  Stücke  des  Dreiecks  eine 
symmetrische  Function  ist,  so  muss  sie  sich  auch  so  transformi- 
ren  lassen , dass  sie  auch  die  Form  einer  symmetrischen  Function 
hat  Zu  dem  Ende  wollen  wir  setzen: 


BO—BC 


sin.r 
sin  B 


AC 


sin  A sin  x 
“sin*/?-’ 


BO' —AB 


sin  x 
sin  B 


—AC 


sin  C sin.r 
sin2/? 


und  erhalten  dann : 


* .{1.  . \ * '•  I 

il  i*  . /•  ’ 'mj  * . i- 


OO'2: 


A O2  sin  2.r  / sin  2.  t -f  sin  2C  2 sin  A sin  C 


sin  2ß  V sin  2B 


i2ß 


cos  (B- 


1 ' 1 ••  " • . J 1 ■ . I « 

Für  (sinM  + sin2C)  kann  man  setzen  (sin  2B  -f  2 sin  A sin  C cos  B), 
so  dass 


oder,  wenn  man  die  beiden  Cosinusse  vereinigt: 

. • •'».:  > ; ' 1 

v AC1  s\n 2.r  i . sin A sin  Csin {B—x) 


.1 


«iru  AC** in2a:  / „sin/lsin C(cos B—  cos(B  — lix))'\ 

°°=  sin2/?  V1»- T~J’ 

) 


sin2/? 


Nun  aber  fanden  wir 

ctg  x — ctg  B = ctg  A + ctg  C 

l • • 


oder 


i ‘ 


sin(/? — x) sin/? 

sin  ß sin  .r  sin  A sin  C’ 


woraus  sich  ergiebt: 


sin  A sin  C sin  (B  — x) 


•,  i! 

■ *i>  : vi  y. 
At.  A„ 


sin  2B 


=sm  x. 


Es  wird  daher 


00'2= 


Diese  Form  ist  symmetrisch,  da 

AC  BA  BC 


sin  B sin  C sin  A 


wo  r der  Radius  des  umbeschriebenen  Kreises  bl. 
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Um  den  Werth  von  OO'  fiir  die  logarithmische  Berechnung 
einzurichten,  schreiben  wir 

00'2=16r2(i  — 8in4x)sin4x, 

und  bedenken,  dass  i=.siu30;  dann  hat  man 

OO'*  = 16r4sin  *x  (sin  *30 — sin4!) 

= 16r2sin4xsin(30-fx)sin(30 — x), 

und  endlich 

4 

O O'  = 4r  si  n x V^sin  (30  f x)si n (30 — x). 


Da  OO'  immer  eine  reelle  Grösse  ist,  so  muss  sii)(30 — -x) 
immer  positiv,  d.  h. 

r > x<30° 

sein,  ein  Resultat,  welches  mit  dem  §.  9.  gefundenen  übereinstimmt. 

V\  o il  • 'V  • ' 


§•  12. 

f)ie  Grösse  der  Seiten  des  einbeschriebesen  Dreiecks  (Taf.  VIII. 
Fig.  Ti.  und  6.)  hängt  von  dem  gegebenen  Winkel  <p  ah.  Es  ist 
nämlich : 

: ! r * i • . .•  ,»*  i j;  * j • , * 

O : a O = B O : b.O  =t  CO : c O — sin  (x -f <p) : sin  x , 

aber  auch  ) ; 

— AC:ac  = ßA:bu—CB:cb.  , 

• n . » 

Man  hat  also: 

* .:>  I ■ '«  - i- 

, sin.«  , sin!  sinx 

ab— Ali  — r , bc=B(,  ; — r,  ac=AL~r—, : ;• 

sin(x-f-y)  sin(x-J-g;)  sm(x-|-g>) 

Wird  statt  <p  der  Winkel  360—  cp  genommen,  so  erhält  man 
die  Seiten  der  Dreiecke  Taf.  VIII.  Fig.  7.  und  8.;  sie  werden: 


ab  — Ali 


sin(x — cp)’ 


bc=BC 


mnx 

sin  (x  ~cp) 


ac—AC 


sin(x  — cp) 


io!« 
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n . *.  • i, 

\ • *'  • . » 

XXVIII. 

Ueber  die  Bestimmung'  eines  Kegel- 
schnitts durch  fünf  gegebene  Punkte. 

Von 

dem  H erauägeber. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  oder  der  Linien 
<le«  zweiten  Grades  ist  bekanntlich  . 

1)  Ay2  -f  Bxy  -f  Cx2  -f  Dy  -f  Ex  + F—0. 

Wenn  nun 

^i)  t/i  ’ •** > Ji)  ^3>  Ja*  ^4 ’ ,7A ’ *^5 * y& 

die  Coordinaten  von  fünf  gegebenen  Punkten  sind,  durch  welche 
ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden  soll , so  hat  man  zur  Bestim- 
mung der  Coeflicienten  ,• 

A,  B,  §,  D,  E,  F; 

deren  Anzahl  sich  aber,  wie  auf  der  Stelle  erhellet,  und  hier  wohl 
kaum  noch  besonders  erinnert  zu  werden  braucht,  eigentlich  auf  fünf 
reducirt,  die  folgenden  fünf  Gleichungen  des  ersten  Grades : 

Ay  + Bx,y,  + Cx j»  + Dy,  + Ex,  + F= 0, 

Ayt*  + Bx%ijz  + Cx<?  + Dy2  -|-  Jür2 + F—  0, 

2)  Ay3*  + Bx3y3  + Cx3*  + Dy3  -f  Ext  + F=0, 

Ay. i2  + Bx,y,  + Cr42  f Dy,  + Ex,  + F=0, 
l Ayi1  + Bxbyb  + Cr6*  + Dys  + Exs  + F=0 ; 

i ■ i .• 

welche  also  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Coeflicienten  hinrei- 
chen, woraus  daher  ersichtlich  ist,  dass  durch  fünf  gegebene 
Punkte  ein  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  vollkommen  bestimmt 
wird , was  auch  längst  bekannt  ist , und  sich  in  jedem  vollständi- 
gem Lehrbuche  der  Theorie  der  Linien  des  zweiten  Grades  aus- 
gesprochen findet.,  ; 
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So  einfach  und  sich  in  der  That  ganz  von  selbst  darbietend 
dies  aber  auch  ist,  so  ist  mir  doch  nicht  bekannt,  dass  die  obigen 
fünf  Gleichungen  des  ersten  Grades  schon  wirklich  aufgelöst  und 
die  gesuchten  Coeflicienten  durch  die  zehn  gegebenen  Coordinaten 
in  völlig  entwickelten  Ausdrücken  dargestellt  worden  wären,  was 
mich  veranlasst,  eine  von  mir  gefundene  vollständige  Auflösung 
dieser  Aufgabe,  welche  allerdings,  wenn  man  sie  nicht  mit  eini 
gern  Geschick  anfasst,  in  nicht  geringe  Weitläufigkeiten  fuhren 
kann,  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  mitzutheilen,  und  daran  zu 
gleich  noch  einige  andefe  Betrachtungen  zu  knüpfen. 

Zuerst  erhält  man  aus  den  fünf  Gleichungen  2)  durch  Subtrac- 
tion  auf  der  Stelle  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

iAW—v£)  + C(xLa— x**)  I 

+ B(yi  — ya)  + E(*i  — x2)  i 
A (yaa— y33)  + B (x4 y*— x3y3)  + C(xaa - x3a)  j _ 0 
+ Bifr—yz)  + E (x2  — x3)  j 
A(y3*— yi*)  + B(x3y3—  x4y*)  + Cfo2  — -V)  j _ 

+ B(y3—yd  + £(xj — x4)  > — 

y*)  + B - *&&)  + c (***  - V)  i _ 0 

+ D(y*-~ ys)+£(x4— x4)  i — 

Ueberlegt  man  aber,  dass  überhaupt,  wie  man  durch  leichte 
Rechnung  findet : 

(«*— ea)  — (»!*— 

= “2(®i  ~ f2)  + «i2( r,— r)  + «22(p  — tj), 

(«»—«,»!>  (r,  -ri)  — (ulrl—,i.1r^  (p— rt) 

•'..  V ’i  »)  + 

(pa  -r,a)(p,  — c2)  -(cia— c22)(®— ®t) 


= — (»  — ®i)(ci— p*)  (r#~  »X> 

(“ — «i)(th—  ®») — («x—  “*)  (®  — ®x ) 

" ,i  =“(®i— ®»)  + «i(®a-®)  + “a(®  — ®x) 

ist,  so  n*ird  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  drei  folgenden 
Gleichungen  überzeugen: 

< t 

•4 lyx* (•**  — x3)+y22(x3  — x,)+y3s(x,  — x2)f  | 

+ -ß  |x,y1(a-*-x3)+a:ays(a:3— x*)l  f ^ 

— C(x,  — x2)  (x2  - x3)  (xj  —xO  ' I ~ 

+ Z>  ( y,  (x4  - x3)  + ya  (x3  — Xj)  + y3  (x,  — x,)  | ) 

zf  lyaa(x3  -x4)  +y,a(x4— x*)  + y4a(xj— x3)|  \ ' ” . 

+ jBtx9y2(x3— xj  +x3yj(x4— xsJ+x^Cxj— xs»  / 

--iir;  — £(xa— x3)(x3  — xj(x4— xa)  l 

+ />tya(x3  — x4)+y3(x4— Xa) +y4(xa— xs)| 
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MyS&i— *s)  +y4*(^4— *»)+y»*(^»-r^4)!  ] 

+ B +-^4y«(^*— *»)  i **y«(*v— *4)1  / _o 

— C(x 3 — x4)(x4-xft)(x4—x3)  | 'l 

+ 1>\ y*  (^4  - *s)  +»4  (*»— .*3)  + y*  (*s— *4)  1 ) 

•'.' ' . • • ; - •vt'V'l  * 

Nun  ist  abet,  wie  mun  leicht  findet,  allgemein: 

" - ' '•■  \>  »•  ' 

| a(rt  -rj)  + »i  (r2— r)  + 1^(0—^)  I fo-C,)  (^-prsKrj-r,) 

— I«i  («*— »s)+«»(%— 

= (fi  — r-i)  | u (r,  - r2)  (r2  — r3)  (r3  — r, ) \ 

— «i(r2  — f3)(c3  — e)(e— r2)  / 

f a2(r3  — p)(p-rj)(r,  — r3)  | ’ , 

— «afn-rjXr,— PjHr,— c)  ) 


und  man  hat  daher  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


5) 

, A>  yi1  (^S— • x3)  (x3-x4)  (*4- xt) 
— y*1  (x3-x4)  (**-*i)  (*1-^3) 
+ yaa(*4— • »1)  (*l  ~ •**)  (**--*4) 

- ySCxi—x*)  (*»— *3)  C**  ~*1 ) 

f B i x1yl  (x2— x3)(x3  —xjfa— J-jt) 

- x^^-x^x*— «,X4ri— x3) 
+ ^3.»3(^4— • «l)C*>  — X2)(x2-x4) 

- X2)(X2-X3)(X3-X,) 

+ *> I >Jl  (x2— x3)  (x3  - x*)  (x4  - x2) 
— y±  (x3  -X*)  (x4— Xj)  (x,  — x3) 
+ y»  ta» ~*t)  (Xar-Xa)  (x2  - x4) 
— y*  («1  —^2)  Ui — *s)  (^3  —^1) 

• » * " . • l 


ll'.lll»  1 
J’il  t.l-  'r 


I {)»• 


\>  lirVll 


3faa(^3-^«)(^4- 
—y3s(**—zc,)(*i- 
+y**(*a— x*Kxf 

— yt,\xr~ xi)(.*3~ 


-xs)(x6-x3) 
-x2)(x2— xt) 
x3)(xa-xs) 
•x4)(x4— x2) 


+ ß ! X2y2  (x3— x4)(x4-x6)(x5— XI,) 

, _ x3y3(x±  x3)(x4  x2)(x2  x4)  | 

d-x^Xa— x8)(x*-xs)(xs— x4)  1 
(|-  — *«y»(^-^3)(^-*4>(*4— ^2)  ! 

* +/>)  y2(x3— x4)(x4— x*)(x3— lieg) 


.ii- 

1 ,i. 


~^3  (*4 

+y*(*» 

—yAx* 


>= 0. 


■*  ^5)  (*t3  x^fxj— x4) 
-x2)(x2  — x3)(x3-x6)  l J 

-aä)(x3—  **)(**— ■a-*)  ^ ' 


Der  Kürze  wegen  wollen  wir  diese  beiden  Gleichungen  durch 
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A (P!hl — ' qy-i*  + rya* - «/!*)  V 

l +B(px1yl  — qxiy2+TX3y3—t.T&4)  ( = 0, 

i>)  ] +°(pyi— wt+ry»-*y*)  ; ) 

j Mpiyt^—vm^+nyS-pyb*)  \ 

f + B (.Pi*i9t—qi*sya  + nxiyi—pxbyby,  =o 

' + B{piyz—  9,^3  +r,34— pyt)  '•  -" ) > 

bezeichnen,  wo  die  Bedeutung  der  Symbole 
p,  q,  t,  s,  pt,  qi,  r, 

aus  der  Vergleichung  mit  dem  Vorhergehenden  von  selbst  erhel- 
len wird. 

Entwickeln  wir  nun  durch  gewöhnliche  Multiplication  die  Grösse 

(py1*-qy.J?+ry:l*-syit)(p,y.1  — qly3  | -py6) 

—(Piy*  ~ 'Jiy^+ny^-py^) (pyt  — qyi+ryt—syi), 

so  erhalten  wir  für  dieselbe  nach  einigen  leichten  Reductionen  den 
Ausdruck : 

i yiy-i(yi—y<i)ppi 
! —yiy3(yi-y3)p'h 
+;/ijt4(yi 

^yiys(yi~yt)pp  11 

+ yxya  (y*  —ya)  (?vi  - rpi) 

, -w»  (yx  - y*)  0/n  - jp, ) 

+ yxy&(yx-  ya)pq 

+ yay* 0/3  —yi) ("i  - *'/i)  ...  t 

— yay»  (ys—y^pr 
+ yiyi,(y*~yb)p*- 

Nun  ist  aber,  wie  man  ebenfalls  mittelst  leichter  Rechnung 
findet: 

qqi  -rpi—p(Xi—  xj(xt- x3)(xs  —Xi), 

<Fi  ~*Pi  =P(*\--xt)(xt—xlfr(xA—xi), 
rri  — srji  =p  (xt  — x2)  (x2—x>)  (x3  — xL); 

und  für  die  obige  Grösse,  welche  wir  der  Kürze  wegen  durch  Q 
bezeichnen  wollen,  erhält  man  also  den  folgenden  Ausdruck: 

7)  Q=  pyiyx(yi—yx)-(x3—x4,)ixi-xll)(afr-xs) 

-pyiy 3 (jti  -yz)  ■ (*x—x*)  (x*-x6)  0r4— x2) 

+P.Viy*  (yi  —y*)  • (xx~-f3)  0rs  - .r6)  (*,— <r*) 

-pyiya  (yi  -y&)  • 0*a— *3)  (x3  *+xj  (xt—xt) 

f pyxy3  (yx—y3)  ■ 0*i — •**)  (*«  - *»)  0*3—  *i) 

— pyxy 4 (ys-y.)  • (*i, -*3)  (x3 -xt){x6-Xi) 

+ Ws  (yx-ya)  • 0*i  --*3)  (x3  -xj  (xt-Xi) 

+ pyay*  (y3  -y*)  ■ fo  -xx)  0** -xs)  (xt  - xa) 

-Pyaya  (ya-ys)  ■ (*i  — *x) (xa~^ *4) 0*4  -.Tj) 

+ py*ya  (y*—ya)  t*i -*2)  (**  - *»)  0*3  - *i)- 
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Entwickelt  man  ferner  auch  die  Grüsse 

(Px iVi  ~ + rx3y3  - tx4y4)  (pty2  - f/,y3  + rxy4  -py3) 

-(PiXiya-qiX&a  + rix4yi-pxiyi)(pyl  - qyt+ry3-syj 

durch  gemeine  Multiplication,  so  erhält  man  für  dieselbe  nach 
einigen  leichten  Reductionen  den  Ausdruck : 

yi8"»(*i  ~*t)PPi 
-JhyaOi  -*»)P9i 
+yiy*(*i-**)pri 

-yiy»Oi-*6  )pp 
+ y*y i Oa  - *3)  (yyi  - m) 

- y*y*  O*  - ^4)  (yn  - *Pi) 

+.Va3f »(•**— *»)py 

1 y3y*  Os  ~ *4)  (rrx  — »y , ) 

—y3y»(*3—*n)pr 

+y*y*  (**-*»)  p*- 

Führt  man  aber  iu  diesen  Ausdruck  der  obigen  Grüsse,  welche 
wir  der  Kürze  wegen  durch  P bezeichnen  wollen,  die  schon  vor- 
her gefundenen  Ausdrücke  von 

yyi  - rpi . yn — >pi . *n  - *yi 

und  auch  für  die  übrigen  Grössen  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
Ausdrücke  ein,  so  erhält  man  für  P den  folgenden  Ausdruck: 

8)  P—  py,y2(xl  ~x2) . Oa -x4)  O*— *3)  {xb-x3) 

-pym  Oi— *s)  • (*2-**)  (*4-^s)  Os -*2) 

+ P.Viy*(*i  —*4)  • (x-2~xt)  (xa—xs)  (xb—x2) 

~ pyiVi  Oi  ~xt)  ■ Oa~ *»)  Os-*»)  Os-*a) 

+ pyi'j*  O2— *s)  ■ Oi  -*»)  O4— *s)  Os-*i) 

- Py-iy 4 Oa'*») . (X2—X3)  (X3-XS)  (Xt-X,) 

+ PViVb  Oa~*s)  ■ Oi  -*3)  Oa  -*4)  04~*i) 

+ py3y * Os  -*4)  • Oi  -*2)  Oa-*s)  Oa— -n) 

- py*y * Os  -*s)  • Oi  -*z)  02-^4)  O4— *1) 

+ PiWs  04~*a)  • Ox  -a^Oa-^Os  — *1  )■ 

Wegen  der  Gleichungen  6)  haben  wir  nun  offenbar  die  Gleichung: 
9)  AQ  + BP=z 0. 

Entwickelt  man  ferner  die  Grösse 

(pyi2-yy22Oy3*— ■ *y*2)  (pi^a  - yi*sy3 + n*4ya  —pxby 3) 

- (.Piy^-qiyS+riyS-pyi2)  (p* iyi  - y*zya  + «sys— **»y.) 

Theil  IX.  20 
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durch  gemeine  Multijilication , so  erhält  man  fiir  dieselbe  den  Aus 
druck : 

— H\y%  («i3/a  ~ xi'J\)PP\ 

+ yilh  («i2/3  — 3'3»i)  prji  v 

— yi»4(*i»4-*«3fi)^i 

+yiy&(*iys-*»yi)pp 

— 3/22/3  (-^3— '*32/2X991  — *p>) 

+ yay«  (^83/4  -««yaXyn  -*Pi ) 

-yatys  (^23/s- ^5^2)  p<? 

—3/33/4  («3.2/4  —^43/3)  ("1  — *<?i) 

+ 2/32/5  (xs!h-xtth)PT 

- 3/43/5  C^Vs  — *53/4  )pt , 

und  «veno  wir  nun  wieder  alle  erforderlichen  Substitutionen  vorneh- 
men , die  obige  Grösse  aber  der  Kürze  wegen  durch  S bezeichnen, 
so  ergieht  sich : 

10)  ä=  — pyilh («13/2 — «2yi)  *(«3 — «4) («4  ^s)  C^s  «3) 

+ P3/i3/s  (^13/3-^33/1)  • (**—*4)  («*—«»)(•»»  —«2) 

— PViVi  (*iVt -^43/1)  ■ («2— «3)  («3-«»)  («»-«*) 

+ P2/i2/s  («1  3/5— ^53/1)  • («a~«s)  («3  ~«4)  («4  -*2) 

— py?ih  (-^23/3  «sya)  • («1  *4)  (*4  «»)  («»  «1) 

+ p.Vi'/4  (^23/4  -«43/2)  • («1  — «»)  («s —«»)(«»  — ■ *1) 

— pyay»  («23/5  — *»3/2)  • («1— «3)  («3— «4)  («4  -«1) 

— P3/32/4  («3^4- «43/3)  • («1  — *2)  (««—■ *«X*4— «l) 

+ py3y » («33/»  —«»3/3)  • («1  -«2)(«a— «4  )(«4  —«1) 

- P3/43/»  («4»»  — «»y 4)  • («1— «a)(«2— «3)(«3-«l)‘ 

Wegen  der  Gleichungen  6)  haben  wir- aber,  wiesogleich  in  die, 
Augen  fallen  w-ird,  die  Gleichung  _ . i 

11)  AS-DP= 0. 

Aus  den  Gleichungen  9)  und  11)  ergiebt  sich 

A_  B_D 
P~  Q~S’ 

und  man  kann  also  offenbar 

A=P,  B = -Q,  B=S 

setzen.  Weil  aber  die  drei  Grössen  P,  Q,  S den  gemeinschaft- 
lichen Factor  p haben,  so  ist  klar,  dass  wir,  wenn  kürzer 
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12)  P—  yiy*(»i—a,*)-(^s-a-«)(^ -*.)(*»-*») 

— yiya  (*i  -*»)•  (*a-*i)(*« -*.)(*.-**) 
+yiy«(^i  -x4)  • (x»— *3)(x3-x,)(*,— *,) 

- yiy»  C*i  — *»)  • (xa-a:3)(a:3— x4)(x4-xa) 

+ yiM*!—**)  ■ (x,— X4)(x4— -.l:5)(xs— X,) 

- 7/lif  4(**-*4)  • -Xj)  («s  -x.)(xä  -Xj) 

+ y«y»  (x*-x4).  (*i  -x3)(x3-x4)(x4— x,) 

+ ysy4  (x3  ~x4)  • (Xi  ~ **)(**-*s)(x5  — *i) 

- VayAXi-Xt)  ■ (*i  -*s)(x»-*4)C*4-Xi) 

+ y4y  4(x4-xs)  • (xi  -x*)  (xa— x3)  (x3-x,), 

ferner 

13)  <?'=  yiy»(yi-y»).(j-,-x1)(a:4-a:,)(a:,— x3) 

- yiya(yi  —ys)  • (xa-x4)(x4  -xs)(x5  -a-j) 

+ yiy*(yi  -y4>  • (xa-x3)(x3  —*»)(**— *») 

— yi  y » (yi  — y*)  ■ (xa— x3)  (x3— x4)(x4  — x*) 

+ ?/iys  (y*-ys)  • (*i  — x4)  (*<- x.)(*s— *i) 

—ysuV*  (y*-yj)  • fo  — x3)  (x3-xs)(x5  — Xj) 

+ y»y » (y2“y  s)  • — x3)  (x3  -x4)(x4  — x, ) 

+ y3yi  (y3  — y.)  • (x,  -xa)  (xa— xa)(x4-xI) 

— yay>  (ys— y»)  • fo— *a)  (x*— x4)(x4-xj) 

+ y4y»  (y4  —y»)  ■ — **)  (xa-x3)(x3  -xt) 

und 

14)  S'  = -yiy*(xty4— xsy,).(x3-a:4)(x4-x5)(x6— x3) 
+yiya  (x^j-x^i) . (xa-x4)(x4  -x4)(x,— x*) 
- yiy*  (Xiy4— X4y,) . (xa— x,)(x»— xs)(x6  — xa) 
+yiy*  (*iy»— ■ *»yi)  • («*— *i)(xi  -x4)(x,  -xa) 
— yay  »(x*y x,y2)  • (xi  — x4)(x4-x5)(x4  -x,) 
+ ysty4(xay4  — x4ya) . (xt  — x3)(x3  — x6)(x5  — x,) 
* .,|  - yay»(x2y» — x»ys) -(*i  —*,)(*»  — x4)(x4  —xj 

—y3y4(x,yt—X4y3).(.xl-x^(xa-xiXxi^-x1) 
; +y3y3(x3yi—  XjyJ^Xt— xa)(ara— x*)(x4— **) 

-y4ys(X4y5-xsy1).(x 1-xa)(xa-x,)(x,-ar1) 

gesetzt  wird,  auch 

IS)  = ß=~Q',  D=S' 

setzen  können. 

20* 
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Aus  der  Form  der  Gleichung  1)  geht  nun  auf  der  Stelle  und 
»anz  von  selbst  hervor,  dass  sich  die  Werthe  von  t und  E erge- 
ben müssen , wenn  respective  in  den  Ausdrücken  von  A und  D die 
Symbole  x und  y gegen  einander  vertauscht  werden.  Setzen  wir 
also: 

16)  ß'  = x^ij/i— 3 >)(!!<■— y>) 

— xxxi  (yi  — y>) . (y%—y>)  (y*—y>)  (y>—y*) 

+ xxxt  (yi  — y «)  • (y*— y»)  (y*  — y>)  (y*  — yz) 

—xxXi  (yi—ys)  ■ (ya— y»)  (y*— yJ  (y«~ y*) 

+ ***»  (y2-y>)  ■ (yi—y*)  ( y<— y»)  (y>  — yi) 

— xtxt  (ya— y4)  • (yi  — y »)  ( y j— y 0 (y* — yi) 

+ x2x„  (y4— y>) . (yx  — y»)  (y4  — y >)  (.y*  — yi) 

+ (y,—y<)  • (yi  — ya)  (ya— y»)  (y-  — yi) 

— ar3.r,  (yj— y»)  . (yi  — yz)  (%— yO  (y*~ y i) 

+ (y4— y>).(yi— y2)(y*— yJ(y>— yi) 

und 

17)  T'=  xtXa^iya-a-iy^  Cyä— y*)(y4-y5)  (y»-y>) 

—xxx3  (xxy3— ar3yi).(ya— yi)(y«— yi)  (y*— ya) 

+ xixtixyyt—xtyi)  • (ya— yi)(y>— y»)(y5— ya) 

- (aray  i -a:syt) . (y2— y,)  (y  3 — y«)(y*  -ya) 

+ .r2a:,  (xiy3—x,y2) . (yx  — y4)  (y4  — y s)  (y>  — yi) 

— ar2ar4  (xa^4  — a:4ya) . (ya  — y s)(y  j — y»)  (y5  — yi) 

+ tesy*— ^2)  • (yi  — y>)  (y»—yO  (y  *— yi) 

+ x 3o:4  (x  y4— x4y ,) . (t/i  — ya)(ya— y»)  (y»~ yi) 

, — *3a:s(j:ayi— xsyj).(yi— ya)(ys— y4)(V4— yi) 

+ ,z4.z5  (x4y!.—xiyt) . (ya  — ya)(y»— y«)  (ya  — yi). 

wo  ft'  aus  /*,  7*  aus  S'  durch  Vertauschung  der  Symbole  a:  und 
y gegen  einander  erhalten  wird,  so  ist  v ..  ••/  \.i,. 

18)  C=sß',  JE=7*. 

Aus  der  Gleichung  1)  geht  zwar  auch  von  selbst  hervor,  dass 
der  Ausdruck  von  B,  d.  h.  die  Grösse  Q',  ungeändert  bleiben 
muss,  wenn  man  die  Symbole  x und  y gegen  einander  vertauscht; 
da  es  jedoch  interessant  ist,  dies  auch  auf  dem  Wege  der  Rech- 
iiiing  nach  gewiesen  zu  sehen , so  wollen  wir  diese  Entwickelung 
jetzt  noch  geben.  *>■  ) . , 

Zuvörderst  überzeugt  man  sich  durch  ganz  einfache  Rechnung, 
dass  überhaupt 

(u  — v)  (d  — w)  (w — u) 

=—  |u»(u— «>)  + 1 to(t—w)  Y teu(w— «)! 
ist.  Also  ist  nach  13):  M «i-.m-. 
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—yiyilyi—yJ^xAxt—xä+XiX&i—xj+XiXitxi—xd] 
+yiys(STi— »>)<***.(**— ^ x,)+x,xt(x,-x4)+xix%(x4~i *!i)l 

—yiyiiyz—ytMxiX^xx—xJ+Xtx^xt—xJ+XiX^x.—Xi)] 
+yiy*(y*—y4)\x1x,(xl—x,)+x,xi(x,—xi)+xixi(xi—x1)) 
' —y*y>(jfa—y>){xix,(xl—xl)+x3xt(,x,—xi)-\rxixx(xi—xl)\ 
—yiy*(y*  —yt)  \xix1l(lxl-—x2)+x1xi(x1l—xi)+xlxl(.xl,  — x,)i 
+y  # i(y3  — y5)  [x^x^xx  — x*) +xax4(xa— x4)+xjx,  (x« — x,)| 

—yqtlyi—y^xix^xx—xd+xtXiixi—xd+XiXxiXi—Xi)], 


und  folglich,  wie  leicht  erhellen  wird:  \ 

• t , ' ■ 

V } 

Q'—  — xxx%(xx-x^\yiyK(yl—yi')\y^J^i-y,')\y-,y^i-y^\ 
+ x1xJ(x,-x,)|y2yJ(ya-y4)+y,1ys(y4-iys)+ysy2(yi  — y*)l 

— x^.Cxj  -x4)  [yty^iyt-yj+ydsiy,— y>)+y>yi(y>- yd) 

+ *i*»(*i — x„)  Iy2yj(y2-y3)+y5y4(yr-y4)+yjy2(y4-y2)| 

— xjxjfxa-x,)  lyiy,(yi  -yd+y^tOj*  -yä)+y»yi(y»  -yi)| 
+ xax4(xa-x4)|y1y„(y1-y3)  +y3ya(y;>-ys)+ysyi(y»-yi)| 
— x*a:s(x#— XjJlyjy,^— y,)+y,y4(y,-y4)+y4y,(y«-y,)| 
— x3x4(x3  ~xt)\y,yi(yl  -ya  )+y2y3(y2-y3)  +y3yi(y3  -y»)| 

, + x3x^x3-x5)  |yiy2(y,  -y^)  +y»y  4 (y2 -y  4) + y *yi  (y  *— yi)  I 
V — a:»)lyiya(yi— y4)^yiy,(y2— y0+y3yi(yj-yi)l; 


daher  ist  Dach/  der  obigen  allgemeinen  Relation : 


Q =4  xix*  (xi  — *a)  * (y» -jyO  (y*  — y »)  (y»  -y») 

- Xjxa  (X, -X.) . (ya-y 4)  (y4-y0  (y3 -y2) 
j (+  ^1*4  (x,-x4) . (y2-)y^  (y»  -ys)  (y » -y2) 
' s — (xi-xO.Cy*— y»)(yj-yi)^y4-ya) 
,.  j + xax,  (xa-x.) . (yj -jy\(y*~y>)  &»-yi) 
f-xtx^xtjxt).^— y,)(y,— y.Xyj-yi) 

y vj-  *2^»  (4  v^»)  • (yi  -y  ft  (y  * -y4)iy  4 -y, ) 


^ X,X4  (x,j-xt) . (y,  ij-ya)  (y2-y6)(ys— yi) 
V V*»x»(*Ax»),  (yi^y2)(y2-yi)(y.-yi) 


+ x«xi(x>f-x,).(y,\ya)(ya— yMy,— yx). 

Vergleicht  man  aber  diesen  Ausdruck  der  Grösse  Q1  mit  dem 
Ausdrucke  13)  dieser  Grösse,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  der 
letztere  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die  Symbole  x und  y gegen 
einander  vertauscht.  N , -x  \ 

U .W  • • /v  i . • ) 
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Wenn  auch  im  Vorhergehenden 

A=P,  Ii  = — Q‘ , C—R',  D=S',  E r=  V 

gesetzt  worden  ist,  so  ist  doch  zu  bemerken,  dass  dies  nur  der 
Kürze  wegen  geschehen,  und  allerdings  eigentlich  bloss 

A:B :C:D:E  = P1 : — Q' : R'  :S' : TV 
ist.  • ' • ' " I 

Dividiren  wir  nun  aber  die  Gleichung  J)  durch  y1,  so  erhal 
ten  wir 

A+B-  + C^l  + D-  + E~  + F-t=0, 

y ya  y y*  y * 

also,  wie  leicht  erhellet: 


r® 


+ £ 


-+c(-Y+d~  + b*+a=o. 

y \yJ  y y 


Vergleicht  man  aber  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  1), 
so  wird  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  man  das  Verhältnis 

F:C 

aus  dem  vorher  gefundenen  Verhältnisse 

A:C=P‘:R' 

erhält,  wenn  man  ln  letzterem  für  die  Symbole  x,  y respective 

3C  , 

— setzt.  Dadurch  ergiebt  sich 

y y 

F C—  (*k 

yiy*\yi  yJ  \y*  yJ\y ♦ yJ\y>  y>) 

yiy>  \yi  yJ-Ky*  yJ\y*  yJ\y<,  yJ 

+ JL  . ( xl  V*i  _ ^*\ 

^yiyAyi  yJ'\y * yJ \y3  yJKy^  yJ 

_ _J_  (xjl_  _ XA 

yiy>\yi  yj'\y*  yj\y>  yj\yt  yJ 

■ 1 ^ fx\  arA/'- Xl 

ytyAiH  yJ  \yi  yJxy*  yJ\y,~  yJ 

iy*\yt  yJ'Vyi  yj\y,  yj\y„  ytJ 


y-ty* 


■ a 1 /a^  ar.N  /a?,  _tfA /«j  _fi'\  /£«  _*A 
ry*yAy%  yj\yi  y.Ajh  yj\yt  yJ 

y*y*\y>  yJ  \yi  y.Ay»  yJ\y>  yiJ 

L _ x±\  .(xj,_  £;  V*»  _ _ «A 

y»y»  V.y3  y»/  vyi  yj\y»  yj\y , yi) 

■ ^ ( £* fx\ ^aV" -rA  f Xi  jA 

y*yAyt  yj  \yi  y,Ays  ~ y3Ay3  ~ ~yj 
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X,X,  f t 

yiy»  \yi 

XjX,  fl 

yiy>  \yi 

XtX4  / 1 

*yiy*  Vyi 

__  xtxh  / 1 

~yiy>  VyT 

. x,xa  /i_ 

+ y*y»  vy« 

_ Xt  Xt  / 1_ 

y«y*  \y» 

■ Xtxtfl 

+y*y*  Vy« 

x,xt  /I 

+y.y4  Vy>  " 

_££iYL. 
y4y*  Vy3 

x4xs/l 

+y*y>  \y* 


yj  \y> 

J)YI. 

yj  Vy* 

I)YL_ 

yJ  Vy * 

l)Yi_ 

y>/  Vy* 

-I)YI. 

y4/  Vyi 

-i)Yl. 

yj  \'ji 
yj  \yi 

-1)YI. 

yJ  \yi 

-i)YI. 

y*/  VVi 

y*/  Vyi 


I)f± 

yJxy* 

.LVL. 

yJXy* 

X, 

x- 

-l)(l 

yj\y * 

-)(-■ 

yj\y> 

lyi. 

yi/Kyz 

-IYI 

y*Ay* 

‘VI. 

y*/Vy* 

.LVL 

yJ\y * 


-ivi-i) 

y*Ay4  »3/ 

ysAy»  y*/ 

-iyi-i) 

y»/Vy»  y*/ 

-iyi-i) 

yJ\y*  yJ 

-iyi-i) 

ys/\y»  yi/ 

-iyi-i) 

y»Ay>  yi/ 
y4Ay4  yi/ 
y./Vy»  yi/ 
y*Ay4  yi/ 
y»/Vy>  yi/ 


Multiplicirt  man  nun  die  beiden  Glieder  des  zweiten  Verhält- 
nisses mit 


yfy^y^y^y*’ 


so  erhält  man: 


F : C=  {xtyt— x,y,) . (xay4-x4ya)  (x4ys—x.,y4)  (xaya-xaya) 

— (X\yt-*>yi)  • (x»y4— x4ya)  (x4y5— xay4)  (x,y,-x,ys) 
+ (x,y4— x4y,) . (x.y.-x.y,)  (i,y,- x5y.)  (xay x,ya) 

— foys— *5yi ) • (x2yä— x.y,)  (xay4— x4y  a)  (x4y„— x,y4) 
+ (x2ya— xaya) . (x4y4— x4y,)  (x4y5— x5y4)  (x^— x,ya) 
— (x,y4— x4y.) . (x,ya— xayi)  (x3ys— x,ya)  (x,,^— x,y5) 
+ (x2y4— x5ya)  • (xiy>— xayj)  (xay4— x4ya)  (x^— Xjy4) 
+ (*»y4— x«ya).(x1ya— xay1)(x,y4— , x3yt){xiyl-x1yi) 

(xay»— x»ya) . (x,y,— x„y,)  (x,y4—x4ya)  (x4y,— x,y4) 
+ (x4ys— x5y4) . (x,.ya-^xay,)  (x,ya— xay«)  (xay,— Xjy3) 

: x,xa  (y,— y,) . (y4— y4)(y4— ys)  (y>— y.) 

— ya) . (y.— y4)(y4— ?/»)  (y«— y«) 

+ ^x4  (yi— y4)  • (y»— y»)(y«— y»)  (y*— y«) 

— XiXj  (yi— y»)  • (y*— y*)(y>— y*Ky4— y«) 
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+ xix3  (y,— y3)>  (yt— y,)(yA— y»)(y»— yi) 

—xtx3  (yi—y/):iyi—y>)(y*—yt)(y>—yiL) 

+ x%x3  (yi—yC) ■ (yt -y>)(y3—yi)(y*—yi) 

+ x3xA  (y>—yt)  ■ (yi— y.)(y»-y>)(ys—yi) 

—x3x3  (y,— y„).(yi— y*)(y*-y<)(y*— yi) 

+ xtx,  (yi—yt) . Q/i— y*)(y*— y *)  (y,—y i) 
d.  i.  nach  16) , wenn  wir 

19)  U'=  (,Xiyt—Xryl).{Xiyt—xlyl)(xiy3—x3yi)(xiy>—x3yi) 

— (x1y3—x3y1).(x1yi-xty,)(xiyi—xiyt)(x„yt-xtys) 

+ (xtfi-x^) . (x3y,-x3y3)(x,ys-xty3)(x3y3—x3yb) 
—(Xiyi—x.yJ . (x±y3  —x3y^{x3y—xAy3)  (x4y2— ar2y4) 

( + (xxys—x3y2) . (xiyi-xiyi)(x4y5—x3yi)(xiyl--xlyi) 
—(Xsyt—x4yi) . feys— Xsyi)  foy»— «»yaX^y  i—*iy>) 

+ (*»ä0— *»ya)  • foya -x3yx)  (Xsyi-X^yj)  (x,yt —xxyt) 

+ (x3y3—xty3).(xlyi-xtyi)(x2y>~x3y2)(xiy1—x.1y;,) 

- (xsy*—x>yn)  ■£xi?h—x2yi)(xIyl—x3yt)(xty1  -;r,y4) 

+ (.XAyt—x3yx) . (xlyi-x2y1)  (xjy3—x3y2)  (x^ -x3y3) 

setzen : 

F:C=x  U'  -.R'i 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen  C—R'  ist,  so  ist 
20 ) F=  V. 

Also  sind  jetzt  alle  sechs  Coefficienten  der  Gleichung 

Ay1  \Bxy  - f-  Cx2-\-  Dy  + Ex  + F=  0 

des  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte,  deren  Coordinaten  x3 , y, ; 
x2,  y2;  x. , y3;  x. , y, ; x„,  yb  sind,  gehenden  Kegelschnitts 
durch  die  Formeln  15),  18),  20)  mit  Bezug  auf  die  Formeln  12), 
13),  14),  16),  17),  19)  vollständig  bestimmt. 

Wenn  sechs  Punkte  in  einem  Kegelschnitte  liegen  sollen,  so 
denke  man  sich  den  einen  derselben  als  Anfang  der  Coordinaten 
angenommen,  und  bezeichne  die  Coordinaten  der  fünf  anderen 
Punkte  wie  vorher  durch 

xi > 30  5 x2,  y2\  x3 , y3j  xt,  yt;  xt,  yv 

Ist  nun 

Ay2  -+-  Bxy  + Cx 2 + Dy  + Ex  + F=0 

die  Gleichung  des  durch  die  sechs  gegebenen  Punkte  gehenden 
Kegelschnitts,  so  erhält  man  natürlich  für 
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A,  B,  C,  D,  E,  F 

«I  * 

ganz  dieselben  Werthe  wie  vorher , weil  dieser  Kegelschnitt  durch 
die  fünf  Punkte 

(**y*)»  foys).  (»«y«) . (**y») 

geht.  Weil  derselbe  aber  auch  durch  den  als  Anfang  der  Coordi- 
naten  angenommenen  sechsten  Punkt  gehen  soll,  so  muss  die 
Bleichung 

Ay* -f  Bxy- 1-  Gr*  + Dy+Ex-\  F=0 

auch  für  x=-0,  y = 0 erfüllt  sein,  d.  h.  es  muss  F= 0,  folglich 
nach  dem  Vorhergehenden 

21)  0— (^,y2— .rj.1/,)  • (*sy4-*«y»)C*«ys— *»ya)(**y»-*ay*) 

— foya— **yi ) ■ (xrt*—X'ifr)(xty>—X'.y>)(X'.yi-xiy>) 

+ (*iy4— *«?,)•  (^ays— *sys)(*sy»— ^sysX^sya-^sys) 

— (*i  Vt-XiVi)  • feys  -^3y»)(^3.V4  -**y3)(*4ya--T4y4) 

+ (^3  -^sya)  • i.xyy4t—xiy1){x^yl,—xiyi){xiy1-xiy!,) 

— (*ay*— *4y*)  • (^3— -zjyiX-zays— ^ysX^syi  -^y») 

+ tezys— *sy*)  • (^ya— ^y, )( j-3y  4 — *4.Va  )(^4.yi — *iy  4 ) 

+ teyv— *4ys)  • (xvyt-:riyi)(x?yi,—Xbyi)(xiyl—xlys) 
—(x3yi—xay3) . (xly2—xiyi)(xQyi—xiy2)(xiyl-—xly4) 

- + (^4  ya—x&y*)  ■ (.xiVi- **yi)(**y3— ^y^feyi  -*iy3) 

sein,  welches  also  überhaupt  die  Bedingungsgleichung  ist,  die 
Statt  finden  muss,  wenn  die  sechs  gegebenen  Punkte  in  einem 
Kegelschnitte  liegen  sollen. 

Wenn  wir  die  sechs  gegebenen  Punkte  durch  M0 , My,  Jtf„ 
Jf} , Mt,  iüfs  bezeichnen,  und 

Ttfi,,  Mi,  Mk 

der  Punkt  itf0  und  zwei  beliebige  andere  Punkte  Mi  und  Mi,  die- 
ses Systems  von  sechs  Punkten  sind ; so  ist  nach  Archiv.  Thl.  III. 
S.  263.  unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten 

xiyk  — Xkyi 

der  positiv  oder  negativ  genommene  doppelte  Flächeninhalt  des 
Dreiecks 

M0  Mi  Mk, 

jcnachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  Mn  durch  den  Punkt  Ai,- 
zu  dem  Punkte  Mk  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach 
welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  gelangen , oder  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  bin  bewegen  muss.  Bezeichnen  wir  also 
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überhaupt  den,  jenachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  9f0 
durch  den  Punkt  Mi  zu  dem  Punkte  ü/jt  zu  gelangen,  nach  der 
einen  oder  nach  der  andern  Seite  hin  bewegen  muss,  positiv  oder 
negativ  genommenen  einfachen  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
M0  Mi  Mk  durch 

4>*  t,  * 5 

«o  ist  nach  21)  offenbar 

22)  0—  ^0»  1 *2  ' ^0*  3*4  * ^4)»  4»  5 • 4*3 

^0*1>S  • *4»  2*  4 • ^0’  4*  S • *4)>  4*2 

+ ■^0*1*4  • ^0*2*3  5 • -4»  4*2 

— ^4»1>  4 • 4»  2*  3 ‘^0<3>  4 • ^4>*  4*2 

+ ^O*  2*  3 * ^O*  l > 4 • -“^O*  4*  4 * 4)*  4*  1 

— "4)>  2>  4 "^0*1>  3-  4)i  3»  4 • *4)>  4»1 

+ ^0>2>  4 *4>*  1»  3 **4) » 3*  4 *^0»  4»I 
+ *4»3*4  - ^4»2*6 • ^o>4>i 

— 4»  3*4*  *4>>  1*2*  *4>*2*4  »4>*  4*  1 
~f"  *4)»  4*4*  ^0*1*2  ' *4)*  2*  3 * *^4)>  3*1 

die  Bedingungsgleichung,  dass  die  sechs  gegebenen  Punkte  in 
einem  Kegelschnitte  liegen. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Glieder  dieser  Gleichung  ge- 
bildet sind , fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen  und  wird  hier  einer 
weiteren  Erläuterung  nicht  bedürfen. 

Welchen  der  sechs  gegebenen  Punkte  man  für  den  Punkt 
M0  setzen,  und  in  welcher  Ordnung  man  überhaupt  die  sechs  ge- 
gebenen Punkte  nehmen  will,  ist  natürlich  ganz  willkührlich,  was 
liier  ebenfalls  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht  Die  obige 
merkwürdige  Gleichung  findet  ganz  allgemein  für  jede  sechs  Punkte 
eines  Kegelschnitts  Statt,  in  welcher  Ordnung  man  dieselben  auch 
nehmen  mag,  und  enthält  daher  zugleich  eine  merkwürdige  allge- 
meine Eigenschaft  der  Kegelschnitte. 

Welche  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  der  durch 
die  fünf  gegebenen  Punkte 

ifotfi)»  {x3y3),  (x 4y4),  (x5y4) 

gehende  Kegelschnitt  eine  Parabel,  eine  Ellipse  oder  eine  Hyper- 
bel sein  soll , kann  hier  als  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Linien 
des  zweiten  Grades  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden,  und 
soll  für  jetzt  der  Kürze  wegen  hier  nicht  weiter  ausgeführt  wer- 
den, wenngleich  «ich  uns  hierdurch  noch  Gelegenheit  zu  manchen 
andern  Entwickelungen  darbieten  würde. 

Eine  der  obigen  ähnliche  Bearbeitung  der  Aufgabe,  durch  neun 
Punkte  im  Raume  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  zu  legen,  und  die 
Entwickelung  der  Bedingung« gleiehung,  weiche  erfüllt  sein  muss,  wenn 
zehn  Punkte  im  Raume  in  einer  Fläche  des  zweiten  Grades  liegen  sol- 
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len,  oder  wenn  sich  durch  zehn  gegebene  Punkte  im  Raume  eine  Fläche 
des  zweiten  Grades  legen  lassen  soll , hoffe  ich  der  vorliegenden  Ab- 
handlung über  die  Linien  des  zweiten  Grades  späterhin  nach  fol- 
gen lassen  zu  können.  Vielleicht  aber  findet  sich  auch , was  mir 
sehr  lieb  sein  soll,  einer  der  geehrten  Leser  des  Archivs  durch 
das  Obige  veranlasst,  die  genannte  Aufgabe  über  die  Flächen  des 
zweiten  Grades  nach  einer  ähnlichen  Methode  zu  bearbeiten,  wie 
oben  die  einfachere  analoge  Aufgabe  über  die  Linien  des  zweiten 
Grades  bearbeitet  worden  ist.  Sollte  mir  vielleicht  ein  desfallsiger 
Aufsatz  zur  Einrückung  in’s  Archiv' gütigst  mitgetheilt  werden,  so 
werde  ich  für  dessen  möglichst  baldigen  Abdruck,  wenn  er  mir 
überhaupt  seinem  Zwecke  zu  entsprechen  scheint,  Sorge  tragen. 


XXIX. 

Zur  Theorie  des  Integrallogarithmus. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö milch 

| an  der  Univeriität  zu  Jena. 


Unter  die  bemerkenswerthesten  Eigenschaften  des  Integral- 
logarithmus darf  man  vielleicht  die  folgende,  wie  es  scheint,  noch 
nicht  bekannte  zählen,  dass  sich  die  Differenz 

1 

/i(e“) — /i(c“) 

immer  in  eine  Reihe  von  der  Form 

verwandeln  lässt,  wobei  jedoch  die  Cocfßzienten  P für  positive 
und  negative  u nicht  dieselben  sind.  Um  diess  zu  zeigen,  gehen 
wir  von  der  Aufgabe  aus,  die  Funktion  c“V"i+*  in  eine  nach  Po- 
tenzen von  x fortschreitende  Reibe  zu  verwandeln,  wovon  die 
Liisong  sehr  leicht  ist,  wenn  man  in  dem  Taylorschen  Theoreme 

• A*+*)=/D0 **  + •••• 
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f(z)  — ea^%  und  x—  1 nimmt  Es  wird  dann  unter  Anwendung 
einer  Formel,  weiche  ich  in  meiner  Differenzialrechnung  S.  93. 
bewiesen  habe, 


02" 


C^)T‘ 


n(n — 1)  f 1 , , 

' 2 WrJ  + 


\ . (n+l)n(n-t)(«-2)  f 1 V 

)+  2.4  V,aVT/ 


(»•f2)(w4- !)....(« — 3)  / 1 


2.4.0 


woraus  für  2=1  und  nach  Division  mit  1.2.3....n  folgt,  dass  der 
Coeffizient  von  xn,  den  wir  mit  Qin  bezeichnen  wollen,  durch  die 
Formel 


„ a* e“  |",  n(n — I)  1 , (n-fl)n(n — l)(n — 2)  l 

2,4,6....  (2n)L1_  2 'o+  2.4  'a* 

(»+2) («+])....(«— 3)  2.0.  1 m 

2.4.6  ’a3  + J W 

ausgedrückt  wird,  und  demnach  für  die  so  bestimmten  Werthe  von  Q 

r • : <ft  • . »<•’ 

ga^l+x  — Qq  + QiX  QiXi+Q6X3+..., 
oder  wenn  man  x 2 für  x schreibt: 

= öo  + Ql*'1  + + ...  (2) 

ist.  Die  Gränzen  für  die  Gültigkeit  dieses  Resultates  sind  leicht 
mittelst  des  Cauchy’schen  Theoremes  a priori  abzusehen.  Die 
Differenzialquotienten  der  Funktion  eV  ' + r!  sind  nämlich  Brüche, 
welche  verschiedene  Potenzen  von  1 + x2  zu  Nennern  haben  und 
daher  für  x — 1 . S[ — 1 unstetig  und  unendlich  werden ; es  muss 
daher  der  Modulus  von  x kleiner  als  der  Modulus  1 desjenigen  x 
sein,  für  welches  die  Discontinuität  eintritt.  Die  Gültigkeit  der 
Gleichung  (2)  ist  daher  an  die  Bedingung 

1>  raoda:>  — 1 

geknüpft.  Diess  sieht  man  auch  leicht  a posteriori  ein ; nähme  man 
z.  B.  o,=(l  + a)),V^ — 1,  wo  co  eine  positive  Grösse  ist,  so  würde 
die  linke  Seite  in  . 

eaV-i'o+w*  = cos  [a  V 2(0  -f  co2]  + V^T sin [rtV^oj+ra»] 

übergehen,  und  da  die  rechte  Seite  reell  bleibt,  so  würde  durch 
Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Partieen  das  völlig  ab- 
surde Resultat 

\ 

sin  [oV  2«  + w4]  = 0 
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herauskommen.  — Differenziren  wir  nun  die  Gleichung  (2)  nach  x, 
so  ergiebt  sich  für  l>modar>  — 1 

I?=e«1rn^==20s+40*a:a+608^+...  (3) 

V 1+a.2 

und  diese  Gleichung  werde  Seite  lür  Seite  mit  der  folgenden  mul- 
tiplizirt : 

gox  .p  e-ax  t _ n*  a-*  t a*x* 

2 “ 1+  O +1. 2.3.4  + ”“ 

Man  findet  so  ohne  Schwierigkeit : 

■ a re«(VTfSM-«)  -f 

•2\Tl+x*1  J 

= R0  f R^x*  + Rax*  + Rax*  + .... 


wobei  die  Werthe  der  mit  R bezeichneten  Coeflizienten  durch  die 
Formel 


n m r m (2»)Qan  , (2n  2)  Q^n—%  . . 

Rt n — (2«+2)  f?zn+*+  J 2 ° ^ 12.3.4  ° +"' 


.... + i 


2«»  „» 


(5) 


1.2.3....  (2n) 

bestimmt  werden.  Setzen  wir  ferner  in  der  Formel  (4) 

VT+äT2  + x—u,  (Q 


also 


V l+x2—x=}-; 


n*»I» 

•iM*  u*  i 


so  wird  2 V l-fa:2=tt -f  x—^(u — ~),  und  hiernach  ergiebt  sich 


R. 


R* 


_“_[pOB+euJ  = Ro+  ^(«--)*+^(l<_-)«+..... 


« + - 
‘ V 


2*' 


und  nach  beiderseitiger  Multiplikation  mit 


/ 

i... 


(l  + i)3a=i(tt  + i)e« 


wird  aus  der  vorigen  Gleichung: 


; :<).l 

V.i  t-r. 
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-[«““  + t*]du 

= (l+±)3u  [R0  +§(„-!)»+§(„_  U + ....  j 


=ai  -?(« 


f (“"'»T)+372^(M~i7)  +Oi'“  u 


Nach  der  Definition  des  Integrallogarithmus  ist  nun  bekanntlich 


/ 


fl. 

-j  e* = /i  (e*)  + Const. , 


woraus  für  i—an  und  x—  — folgt: 


e“  = fi(e“)  + C*, 

/o  o a 

^e»  = -Ä(e»)+C". 


Diese  Formeln  kann  man  zur  Integration  der  vorhergehenden 
Gleichung  benutzen;  man  erhält  so: 

I “ 

a [ii  (e°“) — li  (ea ) ] -f  Const. 


L . 1 


1Ä«, 


Die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  ist  an  die  Gränzen 

V"2  + I>u>  V*2 — 1 (7 ) 

gebunden,  wie  man  sogleich  bemerken  wird,  wenn  man  in  die 
Gleichung  (6)  die  Gränzwerthe  +1  und  — i für  x einfuhrt.  Neh- 
men wir  in  der  vorigen  Gleichung  u=l,  wodurch  die  Bedingung 
(7)  erfüllt  ist,  so  erglebt  sich  C=  0,  und  wenn  wir  - i i.  < 


•^2»  n 


setzen , so  ist  jetzt 


ß(e“)— 

1 „ , 1.  .1 


(8) 


= r^(“-7>+3p»(ML-i)1+^/,s<“-«)4+-) 


wobei  noch  die  Bedingung  (7)  erfüllt  sein  muss.  Wir  wollen  nun 
die  beiden  Spezialisirungen  a=+l  und  a— — 1 untersuchen.  Für 
die  erste  ist 
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ino.li 


ui:  ■ 'Im  rl-n  r iv  i I - '■  i T*  ■ 

/.•(*«)-«(*“) 


iiii- 


u’  ' 3 

und  nach  dem  Früheren 

e r,  n (n— 1)  (n-f  l)n(n— l)(n — 2) 


ivdnin 

(9) 

. 


0* 


ft1* 


2.4 


-....]  (10) 


tv>— 2.4....(2n)' 

r * P/r.  \ . (2» — . 2 Q*  ~l  /m 

<a»-i  — 2a»-a|_(2»)©s«H  172  +~"  + 1.2....(2n — 2)J  (,1) 

Für  n^l,  2,  3,....  geben  diese  Formeln  sehr  leicht: 

e c I'iimii’l 

Q%  — 2 i Q*=0,  — jTiTö 

u _ „ C_  n 

t'i—e,  <»  — 2 4,  <6-.2  4.6. g>— 

Nimmt  man  dagegen  in  No.  (8)  a negativ,  so  wird 

Lfeftb  ,1  ~ \ iiri  .Instand  \ adalna  iii'l  run  tanio’lliiig 

-1  \ 

/i(e-)-tt(e  “)  / 

1 11  II  11  (1Z) 

= r ^ +3  ^ + 5 (“- «)s + - ) 

und  dabei  ist 

(—  1)"-  „(„_!)  (n+l)n(n-l)(n-2)  ,,3 

^=2.4....(2n)[1  + —2— + 277 +"“]  (l3) 

" 1 r,n  \n  , (2n— ^ tyQyi—*  , 2Qa  •» 

'2*11—2 [ (2*0 Qzn  + 1.2  +•••  + 1.2... (2«)^  ^ ^ 


1 a»— 1 

Hieraus  findet  man  leicht 


-nid 


O 1 1 o _L  1 Q L_  1 

Q*—  2 e’V*~4'e,W6~  2.4.6  e 


-n.i« 

..I  .... 


"4  e' 

„ I „ 1 1 „ 10  • 1 

7’  Pz 2.4  e ’ Pi~ 2.4.6Tg'e*  "; 

also  ganz  andere  Werthe  für  die  Coeffizienten.  Man  sieht  hier- 
aus, dass  die  Formel  (9)  nicht  für  negative  u in  Anspruch  genom- 
men werden  darf,  weil  sie  dann  ein  von  dem  in  (12)  verzeicnneten 
ganz  verschiedenes  und  desshalb  falsches  Resultat  geben  würde.  *) 


*)  Beispiele  dieser  Arl  widerlegen  die  Deklamationen , die  man  noch  hie 
und  da  über  die  allgemein«  Gültigkeit  der  Taylorscheu  Formel,  über  syn- 
taktische Geheimnisse  etc.  hört,  am  allerbesten.  Wäre  die  Taylorsehe 
Reihe  allgemein  richtig,  so  müsste  es  anch  die  Formel  (9)  sein,  sie  müsste 
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Zu  der  Formel  (12)  kann  man  übrigens  auch  noch  auf  ein^m 
anderen  Wege  gelangen,  der  durch  seine  Kürze  bemerkenswert!! 
ist.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  T den  unbekannten  Werth  des 
Integrales 

/*"  — Arctan  fö*  (15) 

(/  o x * 

i < 

der  offenbar  nur  von  t abhängt,  so  ist 

3T  cos*  „ 

W—J  o + 


und  der  Werth  des  Integrales  rechts  ist  nach  einer  sehr  bekannten 


Formel  = — 2te_ *>  mithin 


-t  oder 


cosa:  x „ 

Arctan  7 ox, 

x t 


was  aber  nur  für  positive  t gilt,  weil  die  so  eben  benutzte  Inte- 
gralformel nur  für  solche  t besteht.  Setzen  wir  t = x,  t = ao  und 
subtrahiren  die  beiden  so  entstehenden  Gleichungen,  so  wird 


. 1 ' I , . . . 

al«o  anch  für  negatire  U galten,  was  gegenüber  der  Gleichung  (12)  zu  Reeul- 
talen wie — e——  führen  würde.  Die  Sache  ist  aber  sehr  einfach.  Wer 
eine  Gleichung  von  der  Form 

, /'(T)=^  + dta:+^a-+._. 

hinschreibt,  der  sagt  eigentlich,  ich  will  eine  Parabel 

construiren , die  sich  möglichst  genau  an  eine  gegebene  Curve  an- 

schliesst  und  zwar  um  so  genauer , je  höher  der  Grad  der  Parabel  ist.  Eine 
Parabel  verläuft  aber  immer  stetig,  daher  kann  ihre  Identität  (Deckung) 
mit  der  Curve  y — f(x)  nur  so  lange  statt  finden,  als  die  letztere  ebenfalls 
stetig  verläuft;  tritt  also  z.  B.  für  X =£  eine  Disconlinuität  in  f(x)  ein, 
so  hört  an  dieser  Stelle  die  Identität  zwischen  y—f(x)  und  y ~A0-\-  AtX 
-\- A*X*  auf,  wenn  sie  vorher  bestanden  hat,  weil  sich  eine  unstetige 

und  eine  stetige  Curve  nicht  durchweg  decken  können.  Ueber  X— £ hin- 
aus giebt  y = A0-\- AtX-\- die  Fortsetzung  der  Parabel,  aber  nicht  der 
Curve  y=.f{x),  uud  beide  Grössenformen  haben  gar  keine  Beziehung  mehr 
mit  einander,  weil  es  unzählige  Curven  y=f(x)  geben  kann,  welche  für 
#^£  identisch  sind,  für  X = £ unstetig  werden,  aber  für  X^£  ganz  will- 
kührlich  und  von  einander  verschieden  verlaufen.  Es  kamt  nun  der  Fall 
eintreten,  dass  die  Funktion  yz=.f{x')  stetig  bleibt  von  ;Pä-u.qd  bis  x=£, 
und  von  X~£  bis  = , aber  bei  £ diskontinuirlich  wird;  dann  giebt  es 

zwei  verschiedene  Para bein , welche  mit  den  beiden  Zweigen  von  y=f(x) 
zusammenfallen,  also  zwei  ganz  verschiedene  Reihen  für  , jenachdem 
X^S  oder  d?^>£  ist.  Dicss  haben  wir  in  unserer  Betrachtung,  denn  //(» ) 
ist  eine  an  der  Stelle  u = l discoutinuirliche  aber  sonst  stetige  Funktion, 
und  daher  also  die  doppelte  Keihenform.  Diese  Bemerkung  lässt  sich 
übrigens  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  dass  f(x)  mehrmals  discontinuirUch 
wird.  . 
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nf'üt  p*  cos  x x 

-5jxlr  ~J0  ~ A«‘an1a*-0> 


d.  i. 


n ...  /*  * eosx  . . x. 

— y h (e~ r)=  / Arctan  - Sx. 

i iJ  o x T 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht 

r^ArctJ^z^sx, 

nj  a * 1+x2 

» * 

und  wenn  man  für  V 2 -f  1 > »>  V~'I—  1 , wo  immer 


(u—~)x 

»>-rrV>- 1 


1 + 


ist,  den  Arctan  in  eine  Reihe  verwandelt,  so  wird 
li(e-~u)  — /»(«“) 

j3  Cu- i)»  + ^3  (« - . 

worin  die  Grössen  J durch  die  Formel 


r 2 /**  x^cosx  ,, 

Jla+l  --J n (r+^+i^ 


bestimmt  werden,  wobei  das  Integral  sich  leicht  naher  ausführen 
lässt. 


XXX. 

li  eber  die  höheren  Differenzialquotien- 
ten der  Potenzen  des  Cosinus.  , 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Differenzirt  man  mehrmals  hintereinander  den  Ausdruck  cos“x, 
so  findet  man  leicht,  dass  die  Differenzialquotienten  gerader  Ord- 
nung unter  der  Form  stehen: 

Theil  IX.  21 
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COS^kU 

(—  1)"  — — a=  ^Äcoe^a:  -f-  At  cos  v-*x  -f  t^cos^*— *3:+  ... 


. + ^2bCOSM— ' &»z. 


(D 

worin  A0,  At,  At,  At  etc.  gewisse  rein  numerische  Coeffizienten 
bedeuten , welche  nur  von  p und  n abhangen.  Da  man  ferner  jeden 
Differenzialquotienten  ungerader  Ordnung  dadurch  erhält,  dass  man 
seinen  Vorgänger,  der  gerader  Ordnung  ist,  noch  einmal  differen- 

3m  cos 

zirt,  so  ist  .klar,  dass  zur  Entwickelung  von  — g— — überhaupt 

die  Entwickelung  des  Falles  m=2n  hinreicht.  Diese  letztere  ist 
aber  vollständig  gegeben,  wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  die  mit 
A bezeichneten  Coeffizienten  independent  bestimmen  kann.  Für 
den  Fall,  dass  p eine  ganze  positive  Zahl  ist,  wird  diese  Bestim- 
mung durch  keine  wesentlichen  Hindernisse  erschwert,  wenn  man 
einige  Kunstgriffe  anwendet;  ich  mache  dieselbe  bekannt,  weil  sie 
vielleicht  zu  weiteren  Untersuchungen  über  den,  wie  es  scheint, 
ungleich  schwereren  Fall  eines  ganz  beliebigen  ft  Veranlassung  giebt 
Bezeichnen  wir  mit  po,  p1(  ft,  etc>  die  Binomialkoeffizienten 
des  Exponenten  ft , so  ist  bekanntlich 

(äcosx^zrpocosftz-f  ft,  cos  (p— 2)* -J- p^  cos  (p — 4)ar-f .... , 

wobei  die  Reihe  soweit  fortgesetzt  wird,  bis  sie  Von  selbst  ab- 
bricht. Es  ergiebt  sich  hieraus  sogleich: 

=püp®ncospx  + p1(p — 2)2"cos(p— 2)z  | 

+ (f*  — 4)*"  cos  (p  — 4)a:  + ... 

Andererseits  ist  nach  einem  bekannten  Theoreme: 


(1) 


2 cos  mx—{ 2 cos x)m — p(2  cos x)”—' * + m (2  cos x)m—* 

— 5).. 

1 . 0.3 -(2cosar)— •+..., 

wobei  aber  m nur  eine  ganze  positive  Zahl  sein  darf.  Man  kann 
dafür  auch  sohreiben:  ,•?{  ,r 

«.  » . 'Jlt/  üj'*!  1 


2 cos  mx  — (2  co»  .r)1"  — j {rh  — 2)0  (2  cos  x),n~ * 


+ !y  (*»“ 3),  Oleosa:)'»-*—...; 

und  wenn  man  mittelst  dieser  Formel  jedes  einzelne  Glied  der 
Reihe  rechts  in  (1)  in  eine  nach  Potenzen  von  2 cos  x fortschrei- 
tende Reihe  verwandelt,  so  kann  mau  nachher  die  ganze  rechte 
Seite  nach  solchen  Potenzen  ordnen;  mau  erhält  hierdurch  okae 
Schwierigkeit:  * , : ...n: 
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(-«■«'tS2 

= fl0ft2n(2c08x)/' 

+ [f*l  (M  ~ -)*"  ~ Mo  M*”  • f (f*— 2)(l]  (2  COS  x)**-» 

+ [f**0*— 4)*“  — Ml  (ft— 2)*".  ^V^MoM^-gO4—' S^lCico«*)^-«, 

+ 

1 J t 5;‘8  ' 

oder  mit  anderen  Worten  : wenn 

HF  '«W  ****5-.*'>«.  ■ r ‘ l‘ 


p2n  QOg 

(—  1)"  — cosM.r 4 4, co«  M~*x 4 At cosM— »x  4 — • 


+ >4 in  COS  “-  ^X 

gesetzt  wird,  so  ist  filr  ein  ganzes  positives  p : 

Ap=iPr(?— 2p)2« 


(2) 


,t£zii!LrM o(^_2p+2)1»+l 
4 Vi  (^-2P44)^» 


(3) 


aon^oii  '\  , ilintl ; • 

‘W.-  n-id  ilon  io! 

U -7V'\  lillU  \>f 
>xlj  A ii.  nldoitr)  . V 

: lolii oud  >*  \l.  ii i >m 
•fll'A  Olli  MVlgtll.iTW 

0 (Ö,  J*i  , noiil  i'i 

noil'iin  wK^  iwili 
'Ühcnl'i')  ■nrii  Ho 

.t«i  tioalomjsd-ir.it 

worin  das  Bildimgsgesetz  der  CoefBzienten  mit  völliger  Deutlich- 
keit ausgesprochen  liegt. 

Da  aus  der  Gleichung  (2)  hervorgeht,  dass  .42n+2,  At„+4,  etc. 
nicht  Vorkommen  können,  so  folgt,  (lass  für  p>  n immer  Aw=0 
sein  muss,  was  einen  rein  algebraischen  Satz  giebt,  dessen  Beweis 
jedoch,  einer  brieflichen  Mittheilung  des  Herrn  Dr.  Arndt  zufolge, 
den  gewöhnlichen  Mitteln  Trotz  zu*  bieten  scheint. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

1 2 ..  (2h)  + + + ^*»]=  Gau» 

so  ist 

cosMr=  C^4  C*xa  4 C^A-C^x6 

wie  man  leicht  mittelst  des  Mac-Laurinschen  Theoremes  einsieht. 


21* 
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XXXI. 

Einfache  Construction  des  Krüm- 
mungshalbmessers der  Kegelschnitte. 

Von  dem 

Herrn  Fabriken-Kommissionsrathe  A.  Brix 

zu  Berlin. 


Es  sei  VAV  (Tal.  VII.  Fig.  4.)  ein  Kegelschnitt,  F dessen 
Brennpunkt  und  Q ein  beliebiger  Curvennunkt,  ftir  welchen  AP 
—x,  PQ—y  die  Coordinaten,  QN=z  die  Normale  und  PN=u 
die  Subnormale  vorstellen,  i 

Man  ziehe  durch  Q und  F die  Sekante  QM,  errichte  in  N das 
Perpendikel  NM  auf  QN,  welches  die  Sekante  in  M schneidet; 
dann  ziehe  man  MO  senkrecht  auf  QM  und  verlängere  die  Nor- 
male bis  zum  Durchschnitt  O mit  dieser  Senkrechten,  so  ist  QO 
der  Krümmungshalbmesser  des  Curvenpunktes  Q. 

Einen  einfachen  geometrischen  Beweis  dieser  Construction 
zu  finden,  ist  mir  noch  nicht  gelungen,  wogegen  ihre  Ueberein- 
Stimmung  mit  den  analytischen  Formeln  leicht  nachzuweisen  ist. 
Geht  man  nämlich  von  der  Gleichung 


aus ,-  so  ist 


y2  = mx  + nx2 


u = iI(ni  + 2na:),  z-=.\\f m2 -f 4 (n  f- 1 ) (mx-\-nx2) 

und  ' ■!  ■ ' 

QO  = q =2^2  V^t  + 4 ("  + 1)  (m.r  + ha:»)]* es  -j- 


Nach  obiger  Construction  findet  man  aber  leicht,  die  in  der 
Figur  angegebene  Bezeichnung  berücksichtigend: 


Q O = p = z , Sjec  2(<p  + i>)  = r (1  + tg  2(<p  + f)). 
. , Nun  ist  . 

*« f=y’  ^=PQ=— < 


folglich,  da  AF=n ~ (—  1 + 
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. . m-f-2/iar— »V  1 + n 2 u — mV  1 -f  n 

tg*= • 


Es  ist  aber 


gt9  + W l_tg9tg** 


und  wenn  für  tgqp  und  tgif>  die  obigen  Werthe  eingesetzt  werden: 


A 


also 


....  2u(l-J-n> — mV"l  +n 

tg(9>+V)-2ny2_2j(8  + mBV=j=.y  ( ( 

=^Vt+s: 

m 1 

Ferner  hat  man 

* « .•  .*>«'.  ..  * . •-  . ,f  • 

sec*(g)  + y)=z  1 + tg*(<p+if<) ; 

• ^ . , ma-f-4(n+l)«a  4za 

sec*(m  +U/)  = — = 

1 r'  m*  ma  * 

Oben  war  j = z.sec2(qo-f-^)  angegeben,  also  ist  nun 

_4z* 
e— ma> 

übereinstimmend  mit  der  analytischen  Formel  fiir  den  Krümmungs- 
halbmesser. 


ClilO 

,.\ 

XXXII. 

Bemerkung  zu  Aufgabe  33.  in:  „Die 
merkwürdigsten  Eigenschaften  des  ge- 
radlinigen Dreiecks.  Aon  €.  Adams. 
Winterthur.  1846.“ 

Von  dem 

Herrn  Doctor  H.  Hoffmann, 

Lehrer  am  Gymoaeium  zu  Danzig. 

. • i . ‘ ' 

2 ii 

Bei  Aufgabe  23.  a.  a.  O.  ist  die  Bemerkung  nüthig,  das«  die 
Auflösung  keinesweges  allgemein  ist  und  nur  gilt,  wenn  ron  den 
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drei  Höhen  ht , h%,  A3  die  Summe  je  zweier  grösser  ist,  als  die 
dritte;  denn  es  ist  diese  Voraussetzung  durchaus  nicht  dieBedin- 
.gungfür  die  Möglichkeit  der  Aufgabe. 

Töiese  Bedingung  ist  für  den  Fall,  dass  A1>A*  ist: 


und 


A.2  Aj 


oder  A3  > 


A|  A2 

Ai  + A^ 


1 L 1 

Aa  "Aj^A* 


oder  As  < 


Ai  A3 
Aj  — Aa 


Es  wird  allerdings  der  Fall  eintreten,  dass  A3  zwischen  die- 
sen Grenzen  und  zugleich  zwischen  den  Grenzen 

A3  ^ Aj  — A2 , A3  ^ Aj  -f  Aa 

• t 

liegt;  doch  wird  es  Werthe  fiir  A,  und  Aa  geben,  wo  die  ersten 
Grenzen  ganz  ausserhalb  der  zweiten  liegen,  wenn  nämlich 


< A» -A,  oder  A*  < SAj  (3—  V5). 

Wird  A2  grösser  angenommen , so  werden  sich  jene  beiden 
Grenzen,  die  wahren  und  die  zufälligen,  theilweise  decken,  bis 
sie  endlich  ganz  zusammenfalleu.  Dies  geschieht,  wenn 


und 


oder 


*&=*'-*■ 


Aa^JAilVö— 1). 


Wächst  A2  noch  weiter,  so  werden  die  wahren  Grenzen  zwar  wie- 
der über  jene  zufälligen  hinaustreten,  sie  jedoch  nicht  mehr  ganz 
verlassen,  da  der  Bedingung 


keiB  reeller  Werth  von  Aa  entspricht.  - . -,v  •,  • , -» 

Man  kann  die  jedesmaligen  Grenzen  für  h}  unter  der  gemach- 
ten Voraussetzung  Ax  > ht  auf  einfache  Weise  .durch  eine  Figur 
darstellen. 

Ist  in  Taf.  VIII.  Fig.  9.  ABss.klt  so  mache  man  BC—1iO 
= A2,  errichte  in  C und  C die  Perpeudikel  CD  — CD'=h 2,  und 
ziehe  AD  und  AD',  so  sind  «He  wahren  Grenzen  Von  A3  BE  und 
BE’ , die  zufälligen  AC  und  AO. 

Es  wird  nun  h3  nicht  zwischen  AC  und  AO  liegen  können, 


wenn  Bc  so  genommen  ist,  dass  Ac^Be.  Die  Construction  giebt 

I’  — - . - ..  . . In, 

für  diesen  Fall  k^^Bc,  wo  AB  in  c so  getheilt  ist,  aas»  , 
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BtiAc^M.AB 1) 

Denn  da  He  — Ar  sein  soll,  so  folgt  diese  Propottion  sogleich  aus 

.rlc: cd  — AB : Be. 

Hiemit  ist  zugleich  der  Werth  von  f>.2  fflr  den  Pall  gefunden, 
dass  die  wahren  und  zufälligen  Grenzen  sich  decken , dass  also 
AC=BE'  und  AC^BE.  Denn  mit  Hilfe  dieser  Bedingung  wird 
aus  . 

AC-.CÜ—AB.BE  und  AC':CD'  = AB:BE' 

entstehen : 

AC:BC=AB-.AB+BC  und  AB+BCBC=AB.AC; 
aus  beiden  aber  folgt: 

AC:BC=  BC-.AB.  ......  2) 

Vergleicht  man  t)  und  2)  mit  einander,  so  folgt: 

BcmAC  und  Ae^=BC. 


XXXIII. 

Ein  Paar  Tetraedersätze. 

Von  dem 

Herrn  Schalrath  J.  H.  T.  Müller, 

Dircctor  des  Realgymnasiums  zu  Wiesbaden. 


1.  Werden  hn  den  vier  Seitenflächen 
A,  B,  C,  D 

eines  Tetraeders,  deren  Gegenscheitel 

«,  b,  C,  b 

sind,  vier  Punkte 

ei , b\  c',  ö' 

dergestalt  angenommen . das*  die  Gerade« 
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US',  bb',  cd,  öö' 

einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt 

o 

haben,  und  bezeichnet  man  die  in 

A liegenden  Dreiecke  a'cö,  a'öb,  a'bc  mit  Ab,  Ac,  Ad; 

B „ „ b'öa,  b'ac,  b'cö  ,,  Bc,  Bd,  Ba; 

C „ dob,  c'bö,  c'öa  „ Cd,  Ca,  Cb; 

D „ „ ö'bc,  ö'ca,  ö'ab  „ Da,  Db,  De; 

wo  der  jedesmalige  Zeiger  die  dem  Theildreiecke  anliegende  Te- 
traederffäche  ist,  so  finden  folgende  Beziehungen  statt: 

Ac.  Cb-Bd  ■ Da  = Ad-Db.Bc  .Ca  = Ab- Ba.  Cd -De, 

Ad -De-  Cb-Ba  — Ab- Bc.  Cd -Da  — Ac.  Ca.  Bd-Db, 
Ab-Bd-Dc.  Ca—  Ac-  Cd ■ Db-Ba  — Ad  .Da-Bc.  Cb- 

Diesi  drei  Gleichheiten  von  vierfactorigen  Producten  gehören 
der  Reihe  nach  den  drei  einfachen  gebrochenen  geradlinigen  Vier- 
ecken 


acbö=aöbc,  aöcb=abcö,  aböc=acöb 
mit  den  Diagonalen 

ab,  cö;  ac,  bö;  aö,  bc 

zu,  welche  durch  die  vier  gegebenen  Tetraederecken  bestimmt  sind. 

Für  jedes  solche  Viereck  ist  demnach  unter  der  oben  gemach- 
ten Voraussetzung 

das  Prodnct  aus  den  vier  Theildreiecken,  welche 
dessen  Diagonalen  anliegen,  gleich  den  Produc- 
ten aus  den  vier  dessen  Seiten  anliegenden  Theil- 
dreiecken, von  denen  keine  zwei  derselben  Tetrae- 
derfläche aogehören. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  leicht, 
wenn  man,  die  Tetraeder,  welche  o zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
und  A,  B,  C,  D zu  Grundflächen  haben,  mit  TLa,  Cs,  Cc,  Co 
bezeichnend . die  sich  augenblicklich  ergebenden  Verhältnissgleich.- 
heiten 

C^:Cs:Cc—  Da'.Db-Dc, 
ILb'.ICc'.IEd—Ab'.Ac:  Ad, 

Cc  = Cd  : TLa—Bc'.Bd'.Ba, 

Cd  : C.r : Cs=  Cd  .Ca  - Cb 

bildet,  und  diese  io  gehöriger  Weise  durch  Multiplieation  verbindet. 
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2.  Werden  io  den  vier  Tetraederflächen 


A,  B,  C,  D 

vier  Transversallinien 


a' , b',  c',  d' 


dergestalt  gezogen»  dass  dieselben  in  der  gemeinschaftlichen  Traos- 
versalebene 


liegen,  und  bezeichnet  man  die  hierdurch  auf  den  Tetraederflächen 
bestimmten  Dreiecke,  welche  durch  je  zwei  Tetraederkanten  und 
die  zugehörige  Transversallinie  begrenzt  werden,  nämlich 


ad',  Ab',  ac ';  iba',  b d , bd‘ •,  cb',  cd',  cid;  ,6 c' , öa',  W 


mit 

Da,  Bj,  Ca;  Ab,  Cb,  Db;  Bc,  De,  Ae;  Cd,  Ad,  Bd; 

so  erhält  man  dieselben  Gleichungen,  wie  die  in  1.  gefundenen. 

Sowie  der  Beweis  des  ersten  Satzes  dem  des  ihm  analogen 
vom  Dreiecke  entspricht,  wonach  mit  Anwendung  derselben 
Bezeichnungsweise 

ab.bc.Ca  — »c.Cb-ba 

ist,  so  ist  dies«  auch  mit  dem  des  zweiten  der  Fall,  der  für  das 
Dreieck  ebenfalls  dieselbe  Gestalt  hat. 

Diese  beiden  Lehrsätze  mit  ihren, Umkehrungen,  deren  weitere 
Verfolgung  mit  Rücksicht  auf  ihren  Zusammenhang  mit  andern, 
vielleicht  noch  nicht  bekannten  Sätzen  sich'  der  Einsender  auf  eine 
andere  Zeit  verspart,  schienen,  besonders  wegen  ihrer  Analogie 
mit  den  erwähnten  Dreieckssätzen,  der  Mittheilung  wertb  zu  sein. 

•.  i ii  ’i  '1 


:..>.1'*i!vi  lihu-.l  oi 




1 •>; 


• ■ i • t \ ■ 


i t 
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i •>// 


• T>  II  I I i 

XXXIV. 

Heber  die  Summirung  der  nach  den 
Potenzen  einer  Hauptgrösse  fortschrei- 
tenden Reihen,  deren  Coefficienten 
eine  arithmetische  Reihe  einer  beliebi- 
gen Ordnung  bilden. 

Von 

dem  Herausgeber.  . . . r 

" ■ k - ’ « , 1 i;  '■ 

Ich  gehe  bei  dieser  Untersuchung  von  dem  folgenden  Satze  aus : 
Lehrsatz. 

Wehn  die  Grösse  x,  welche  wir  als  positiv  anneh- 
men  wollen,  kleiner  als  die  Einheit  ist,  und^n  und  k 
positive  ganze  Zahlen  bezeichnen;  so  nähert  sich 

»(n+l)(n+2) (*+A— t)x«  ' 

jederzeit  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null,  wenn 
n,  indem  k als  oonstant  betrachtet  wird,  io’s  Unend- 
liehe  wächst 

Beweis. 

Es  ist,  wie  leicht  erhellet: 

(n+ 1)  (n+2)....(n+A)  *«+1=u(*+ 1)....  (»+A— l)x" 

X(l+h)(1+^"a+Mra>j:' 

(n + 2)  (n + 3)....  (n  + A + 1)  a?*+*=  (n  + 1)  (n + 2). ...  (n + ä)  1 

xai^a+j^Mi+jrp).. 

(n  +3)  (n  + 4)....  (n  + A+ 2)  x"+s=  (n + 2)  (n  + 3)....  (n+A+1)  x»+a 
X (l  + (1  + ^ 

(n + 4)  (n +5)....(n  + k -f  3)  x"+4=(n+3)  ( n + 4)....(n+A+2)  ir"+ J 

u.  s.  w. 
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oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

*= <> +;)<'+ + ?W-(l +irdc=i>  ■ 

^='1+^«+m)<1+^)-a+srrFi»' * 

^=(t+^(I+44)(,+^"--(,+irFi+i)- 

U.  8.  W. 

setzen : 

(n+1)  («4-'2X.-(n+Ä)xB+l = n (n+l)....(w  -f  k— l)a^ . K.c , 
(n+2)(n^)....(n+k+l)x”+^=(n+l)(n+2)....(n+/c)x’‘+l.K1x, 
(n+3)(n+4)....(n+A+'2)j-"+3—(n+2)(n+3)....(n+A-+l)x“+2.AVr, 
(»+4)(n+5)....(n-f  A-f-3)ar*+4=(n-f3)(n+4)....(n+A-+2)j:»+,.Ä,xJ 

u.  8.  w, , 

also 

(n^l){n+2)....(n-|-A)a*+,=»i(n-|-l)....(n4-A— l)x*.Kx, 
(»+2)(n+3)....(n+Ä+l)a:“+2=n(n+l)....(n+A— l)X".KKxx*, 
(n+3)(»+4)....(n+A+2)*»+»=n(n+l).„.(n+Ä— lJa^.ATÄxÄ,**, 
(n+4)(n+5)...,(n+Ä+3)j^H=n(n+l)....(n+it—  ^.KK^K^x*. 

U.  8.  W. 

Offenbar  ist  aber 

u.  »,  vi,, 

nnd  folglich 

K=K,  I 

KKt<lP, 

. ,•  KK\Kt<K\ 

KKxK<t,K9  <A’*,  ! ■ m nloui  vi  i. 


Kx~Kx, 

ÄÄ,**  <(«*)», 

KK1Ktx»<(Kxy, 

1 CÄ1Ä#K,x4<(Ä*)4 

U.  8.  W. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 
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(n-fl)(n-t-2)....(»+£);zB+,  = n(n-|-l)— («+£— Y)X*;Kcc,  nc>«  . 
(n+2)(n+3)....^n+£  |-l).zn+2  < » (n  +1) ....  (n +£ — 1 )x".(Kx)*, 

(n + 3)(»  f 4)-. .(n-J-Ä+2)ar"+s  < n (n -f 1)..^  (» + k — 1)  xn . (ATa,)5, 
(»+4)(M+5).^.(M+A+3);r*-H  < n(n-f-l)— ■(«+£— Y)xn.  (Kx)*, 

. . i ■ - i I ; i » 

U.  6.  W. 

Soll  nun  Kx<,l,  d.  i.  1 ; 

<*  + ;>('  ' +iT5>- 

J *.  | 


«ein,  80  niU88 


^ ....  ■ - ■ ■ ■ ■ ■ — - - - 

. , a+ila+^h+j^Mi+spd? 

. 

oder,  wäs  dasselbe  ist,  ; 


1 


> x 


(1  + ;> (1  + rri,(1 + ■(l + s+fci* 

! • J 

sein.  Wenn  aber  n in’s  Cnendliche  wächst,  so  nähern  sich  die 
Brüche 


1_  J_  _1_  1 

n’  n-fi’  n+2’”'n  + Ä — 1 


vv: : '■  > 
;•!  i 


deren  Anzahl  constant,  nämlich  k ist,  immer  mehr  und  mehr  der 
Null  und  können  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn 
man  nur  n gross  genug  nimmt»  und  es  wird  sich  also,  wenn  n 
in’s  Unendliche  wächst,  offenbar  der  Bruch 


<■+;)(>+  ^IK*  + !*!>••-<» + fpbl )’ 

welcher  stets  kleiner  als  die  Einheit  ist,  im  Wachsen  der  Einheit 
immer  mehr  und  mehr  nähern,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können,  wenn  man  nur  n gross  genug  nimmt.  Da  nun 
nach  der  Voraussetzung  x •<  1 und  als  eine  constante  völlig  be- 
stimmte Grösse  natürlich  von  der  Einheit  um  eine  bestimmte  end- 
liche Grösse  unterschieden  ist,  so  wird,  wenn  man  n in’s  Unend- 
liche wachsen  lässt,  der  stets  wachsende  Bruch 


« + 1><‘ + irrt»1 + + ;+W 

welcher  der  Einheit  beliebig  nahe  kommen  kann,  wenn  man  nur fc 
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gross  genug  nimmt,  immer  endlich  grösser  als  x werden,  dann 

also  die  obige  Bedingung  erfüllt,  nnn  folglich 

Ä.r<l 

sein.  Dann  nähern  sich  aber  nach  dem  Obigen  die  Grössen 

CH  M.  •'•••''  . ' I h : ■ ■ ' » 

n(n  1 /, — l)x", 

(»+ l)(n+2)....(n  + *).r»+», 

(h+2)  (n+3)....  (»  |-  h 1 1)  x”  i * . 
(n+3)(n+4)....(n+Ä-+2).r»+», 

(n+4)  (n+5)..,.(n+* -J  3)-r"+4, 
u.  s.  w. 


offenbar  immer  mehr  und  mehr  der  Null  und  können  derselben 
beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  weit  genug  in  der 
vorhergehenden  Reihe  fortschreitet  oder  sich  nur  weit  genug  von 
ihrem  Anfänge  entfernt,  wodurch  unser  Satz  offenbar  vollständig 
bewiesen  ist. 

Die  fortwährende  Abnahme  der  Werthe  von 
n(n+  l)....(n  + * — l)a^* 
mit  wachsendem  n beginnt  nur  erst  dann,  wenn 


(1  + n)(1  + Mn) 


geworden  ist,  was  immer  endlich  einmal  eintTeten  muss. 


Zusatz. 

Wenn  der  absolute'Werth  der  Grösse  x kleiner  als 
die  Einheit  ist  und  n und  k positive  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, so  nähert  sich  der  absolute  Werth  von 

n(n+  l)(n  + 2)....(n  + k — l)a;n 

jederzeit  der  Null,  wennn,  indem  k als  const an t betrach- 
tet wird,  in’s  Unendliche  wächst,  und  kann  derNull  be- 
liebig nahe  gebracht  werden,  wenn  ’man  nur  n gross 
genug  nimmt. 


Es  ist  nun,  wovon  man  sich  auf  der  Stelle  durch  ganz  leichte 
Rechnung  überzeugt,  allgemein 

n(n  + ]).... 1)  n(n  + 1).  ..(«+*— 2)  (n— l)n....(n-f-A— 2) 

1.2.3....*  ~ 1.2.3..i.(3PI)  + 1.2.3....*  5 

also,  wenn  man  für  n nach  und  nach  1,  2,  3,  4 n setzt:  »: 
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1.2.3....*  1.2.3....  (A — 1) 

1.2.3....*  1,2.3....  (A— ■ 1)  ’ 


2.3.4....(*-+l) 


2.3.4....*-  1 .2.3....  * 

i • i 


1.2.3....A  1.2.3.... (A — 1)  T 1.2.3....  A’ 

3.4.5.. ..(A  + 2)  3. 4. 5.. ..(*+1)  2.3.4....(A+1) 

1.2.3....*-  1 .2.3....(A-*-l)  ' 1.2.3— * ’ 

4.5.6.. ..(A  + 3)  4.5. 6.. 2)  3 .4. 5.  ...(*• +2) 


1.2.3....*- 


1.2.3....(A— I) 

u.  s.  w. 


1.2.3....* 


rt(n+l)....(n-f  A — 1)  n(n  + l)....(n-fA — 2)  (n— I)n....(n4-A — 2) 

1.2.3....*  ~ 1.2.3....  (*-l)  + 1.2.3....*  * 

Multiplicirt  man  nun  dies«  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

• . ■ ■ . i 

1,  X,  X1,  1 

und  addirt  sie  dann  zu  einander  * so  erhält  man,  nenn  der  Kürze 
wegen 


1)  S„ 


* 1.2.3....A  . 2.3.4— (A  + l) 


1.2.3..  .* 


1.2.3....* 

3.4.5,...(*+2) 

+ 1.2.3...,*  1 


. 4.5.6....(*  + 3)  . 

+ 1.2.377*'  * 


n(n-f-l). ...(«+* — 1) 

0737.7*  : 


gesetzt  wird,  auf  der  Stelle  die  Gleichung 


k k — * k 

Sn  = Sn  • X. 


Weil  dud  aber  offenbar 


* _ * n(n+l)..-(n+ A— 1) 

1.2.3....* 


ist  so  wird  die  vorhergehende  Gleichung 


"*  S-=  5-  +IÄ. 1,2.3..:.* *""*»*♦ 


also 


. <m|., 
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2)  (1  - x) S,  = £,*- " (” ~)xm 
Für  A=1  ist  nach  1): 

Ä««=  j-  + + ^x*  + ~x* +....  + jx”-1 

= [ + [«  + ] + - + 

- + j x + ~ar*  +|ar3 + ••••+" 

= 1 + x-J-xa-|-x3-|-....-f  x"-1 

. 2 , 3 ,,  n — 1 _ 

t (j  + ^x  + j-xa-f-....-f— j— x"~V. 


d.  i. 


also 


! 


&n=  l+x+x*  + xs  + ....  + X1*-1  + (^«  — ” X"-*jx , 


3)  (1— x)<&,=1  +«Fx*Ft*F ....  + x"-1 — ^x". 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
2),  so  findet  man,  dass,  wenn  diese  letztere  Gleichung  ganz  alt- 
gemein,  d.  h.  auch  noch  für  £-3=1  gelten  soll. 


iil'i 


4)  Ä.=  l+x  + xa  + x3  + .„.+x»-» 


gesetzt  werden  muss.  Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  nach  der  allge- 
meinen Gleichung  2),  wenn  iur  k nach  und  nach  1,  2,  3,  4,....A 
gesetzt  wird: 

(1-X)kn  = §n—  j 

<1— *)&,=£.— 

. .1  <i  -,)  h=  J.  - 


i k — 1 

(1 — x)  Sa=  Sn  - 


U.  8.  W. 

n(n+lXn+2)....(n+A— 1) 
1.2.3....A 


x"; 


also 
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(1  -*)*  l,=(i  -x)L  - (1  -X)  ^ , 

(i  -x)s  s„ = (i — *>•  L - gfe+y;ta  (i  - x)*** , 

(l-x)*  S„  = (1-4)*  Sn-"  ("+YaX4!I — a- *)**"> 


(1-  x)*S,=(l- ^ i”  2 -(I — x)*~  1,x»; 

und  folglich,  trenn  man  addirt  und  aulliebt,  tvas  sich  aulheben 
lässt : 


(i-*)*  k=k-ij + (i-*) 

. n(n+l)(n+2) 


1.2.3  (1 

n (n+ 1)  (n+2)  (n-f  3) 

1.2. 3. 4 

U.  8.  W. 

n(n+t)|n+2)...(n+A— 1) 


(1  — *)s 


> x“. 


(l-x)^ 


r 1.2.3....  A 

Weil  nun  aber  nach  4)  und  der  Lehre  von  den  geometrischen 
Reihen 


5)  Ä.=!j=5 


ist,  so  ist 

t 1 xn 

6)  Sn=- 


1 


(1  — x)*H 


' 1 ’ (1  — x)k 

,»(«  + l)  1 

+ _0  (1—  xF=i 

. n(n-M)(W+2)  1 


' 1.2.3  ‘(1  — X)*-*  ; 

w(w-fl)(n+2)(n-f3)  1 

1.2. 3. 4 '(1— x)*-* 

u.  s.  w. 

, »(»+!)  («+2)....Q»+A-1)  1 


>x". 


1.2.3....  A 


''1  -*/ 
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Wenn  jetzt  das  erste  Glied  eitler  arithmetischen  Reihe  der 
Aten  Ordnung  und  die  ersten  Glieder  ihrer  Differenzenreihen  durch 

A,  JA,  J2A,  JK i,....  JkA 

und  das  «te  Glied  dieser  Reihe  durch  An— y,  die  BinomialcoelTicien  • 
ten  aber  auf  gewöhnliche  Weise  bezeichnet  werden ; so  ist  nach 
der  allgemeinen  Theorie  der  arithmetischen  Reihen  bekanntlich 

t t 

Aa-t  = A + (n  — 1 )i  JA  + (n - 1)3  J1  A 

....  +(«—!)„-!  Jn~1A, 

also,  wenn  man  für  n nach  und  nach  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  3, 
4 , ...  n in  diese  Gleichung  einfuhrt:. 

A =A,  ' . , . . . “ , 

At=A  + lt.  JA, 

AZ=A  + 2I.JA  + 2a.J*A, 

A3-A  + \.JAA-\.J‘tA  + Zi.JiA, 

u.  s.  w. 

An-t  —A  + (n-l^.JA  + (ti — l)j . J»A+  (n-1  )S.J*A  + .... 

+ (»~1)_. 

und  folglich,  wenn  mim  diese  Gleichungen,  nachdem  man  sie  nach 
der  Reihe  mit 


IT  2 ^-3  o-n — 1 

y •(  y *4.  y *4.  y ••••  m/ 

nmltiplicirt  hat,  zu  einander  addirt,  und  der  Kürze  wegen 
7)  2n~1  = A+Alx+A'l.c‘*  + Atx3  + ....  + A^yx”-1 
setzt,  wie  leicht  erhellen  wird : 

8)  Xn— i — *Sn  A .Sn  yJ" JA  -f  *Sb — A 

+ in-3  X*J3A 


+ "s^X'-lJn-tA 

+ S1x”—1Jn—1A. 


Führt  man  nun  in  diese  Gleichung  für 

& , L-y , k-3,.... X, X 1 

ihre  Ausdrücke  aus  5)  und  ö)  ein,  so  erhält  inan: 


Theit  IX. 


22 
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. i— , „ « 

+ (1  -*)*  xAA 


9> 

• ,— — ai*AA 

1 1 — x 


1_* *-•  „ „ , n — 2 1 . (» — l)(n — 2)  1 ) _ „ „ 

'rj\-x)*x  A A~  i~1_7T=^r*+  O I=i s ^ 


j n — 3 t . (w — 2)(n— -3)  l_v 

+ (l-x)*x  ^M"|"T"-(r=i)»+  O (!-*)*( 


(n — I ) (« — 2)  (n— 3) 


1 — x4 


u.  s.  w. 

2 1 


1.2.3 


3.2 


xnA3A 


+ (1— *)*-i 3r"~  ^ J 1 ' (1— ar)”-4  + 12' (1-x)"-* j 

4.3.2  1 f 

+ 1 .2.1 ' (l-a-)"-4/  x”A”3A 

u.  s.  w. 

. (n— l)(n — 2). ...2  1 

+ 1 . 2. 3 ....(«  — 2)  ’ 1 — x I 

+ 1 1 • Ö=^S=I  + o • (TT5)-n-i  j 


3.2.1 


+ 1.2.3  (l—*)«-3' 
u.  s.  w. 

(n— l)(n — 2)....  1 1 

1 .2.3.... (m — 1)  ' T- ~xl 


1 f xnA',-  lA. 

v_  r»' 


eine  allgemeine  Summationsformel,  deren  Bildungsgesetz  deutlich 
vor  Augen  liegt. 

Ausgeschlossen  muss  jedoch  offenbar  der  Fall  werden,  wenn 
ar=l  ist.  In  diesem  Falle  ist  aber  die  Summe  üit-!  aus  der  Lehre 
von  den  arithmetischen  Reihen  bekannt,  und  derselbe  braucht 
daher  hier  nicht  weiter  besonders  berücksichtigt  zu  werden. 

Für  k wird  die  Gleichung  9),  weil  Dach  der  Voraussetzung 
die  Grössen 

A,  Ai,  Ax,  A3,  Ait ....  An—i, .... 

■ ..  i , ■ 

eine  arithmetische  Reihe  der  Arten  Ordnung  bilden,  nach  einer 
einfachen  Transformation.: 


i lin’tT 
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, 1 —x”-1  „ , n— 1 

T /l  „\*i  &AA  i xn 


(1-xp— — 1 -1-x 

l_jrn-2  l«  — 2 1 


xAA 


(1  —07)* 

. (n—i)(n — 1)  . _ 1 

+ O ^ 


x'AAA 


1 — a^-s 

*!!==& 


i 7i — 3 


xsAaA — | — j— a**-*3. 


(T=3p 


1 ■ (w— 3)(n— 2)(«-l)  . 1 

T 1.2  '(1— x)2+  1 ° *»  -* 


. iVM 


1 _ _ gftl — k 

+ (1—  x)k+lXkJ  A~ 


1.2.3 

u.  s W. 

t _» 
•(T^Sj* 


*1 — 4 


a^AkA. 


\n~—k 

IT' 

+ O * • (i— *)*-*| 

. (i«-Ä)(n-A+l)(»-Ä+2)  . . 

+ rx3 

u.  ö.  w. 

. (n-Ä)(n-Ä+l)....(n-l)  _ . 1 

+ ^ ■ T=r*i 


Nehmen  wir  nun  den  absoluten  Werth  von  x kleiner  als  die 
Einheit  an,  und  lassen  rt  ins  Unendliche  wachsen,  so  nähern  sich 
nach  dem  Znsatze  des  oben  bewiesenen  Lehrsatzes  die  Grössen 


(„_  1)^-1; 

(*— %)x»~*,  — 2)(n— l)*"-*; 

(n—tyx*-3,  (n — 3)(n— 2)a:’'— 3,  (n — 3)(n— 2)(n— l)ar»-3'j 
u.  s.  \\\ 

(n— k)x^-*,  (n—k) (n-k-\- 1) xn~k,  (n— k)(n— A+l)(n— A+2)a*-*,.... 

(»— A)(n— A+l)  ....(n— 


sämmtlich  der  Null  und  können  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden,  wenn  man  nur  n gross  genug  nimmt,  wobei  man  immer 
zu  beachten  hat,  dass  die  Grösse  k constant  ist.  Bezeichnen  wir 
also  die  Gränze,  welcher  £n—i  sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähert,  wenn  n in’s  Unendliche  wächst,  durch  £,  so  ergiebt  sich, 
natürlich  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth 
von  x kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  der  obigen  Gleichung  un- 
mittelbar die  folgende  merkwürdige  Gleichung : 

22* 
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lA  A , xAA  x*/PA  x3A3A  x WA 

•0)  J_x  + (!_.*)*  + (1— x)*  + (1— :r)4+ + (1— tr)M 1 

Wenn  also  die  Grössen 

Af  Aif  A'2 , Aß  f A\f  ....  An— i f .... 

eine  arUh  metisehe  Reihe  der  Aten  Ordnung  bilden,  so 
ist  in  ejner  bekannten  Bezeichnung  immer: 

11)  A + Aix+A^x*  -f  A3x3- An-ßX”-1  A 

A , xAA  x3A3A  x3A3A  .vkAkA 

- \—x  + (1  -x)3  + (I^S)5  + (1 — ar)4  +-•+  (1— a-)*+  >’ 

l-l<a:<  + ll. 

Wenn  auch  dieser  sehr  allgemeine  und  gewiss  sehr  merkwür- 
dige Satz  in  seinen  wesentlichen  Bestandtheilcn  längst  bekannt 
ist  *),  so  ist  derselbe  bis  jetzt  doch  nur  ohne  alle  Rücksicht  auf 
die  Convergenz  der  Reihe 

A,  AßX t A^x3,  AßX3,  A4x4,  

nach  den  bei  solchen  Untersuchungen  gebräuchlichen  ältern  Metho- 
den, die  hier  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden  kön- 
nen, bewiesen  worden.  Der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhand- 
lung war  eine  schärfere  Begründung  des  Satzes  mit  gehöriger 
Berücksichtigung  der  Convergenz  der  obigen  Reihe.  Anwendungen 
dieses  allgemeinen  Satzes  auf  specielle  Reihen  dem  Obigen  noch 
hinzuzufüyen,  halte  ich  hier  für  überflüssig.  Auch  werden  sich 
verschiedene  Bemerkungen  über  die  Divergenz  der  betreffenden 
Reihe  und  dergl. , die  sich  dem  Obigen  noch  anschliessen  Hes- 
sen, einem  Jeden  leicht  von  seihst  ergeben,  und  können  daher 
hier  der  Kürze  wegen  füglich  gleichfalls  übergangen  werden. 


*)  Ich  finde  ihn  zuerst  in:  The  doctrine  <>  f chunces,  or  a 

method  nf  cnlculating  Ihr  probability  of  events  in  play. 
By  A.  De  Moirre.  F.  II.  S.  London.  1718.  4.  p.  131.  und  Moivre 
mag  daher  wohl  der  Erfinder  sein.  Sonst  s.  m auch  das  Mathema- 
tische Wörterbuch.  Thl.  IV.  S.  601. 
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XXXV. 

Relationen  zwischen  den  Fakultäten- 
koeffizienten. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


In  dem  Aufsätze  Thl.  VIII.  Nr.  XLI.  S.  427.  des  Archivs  habe  ich 


_ . dass,  wenn  6',,  C?,  C3). 
h.  die  Constanten  der  Gleichung 


...  die  FakultätenkoefTizienten, 


“(“  + l)(“  + 2)— •(«+  n — I)  = Ci«+  CjM*+  C3U3  + ....+  CnU” 


bezeichnen,  die  Formel  gilt: 

(/(l+x)]>" 


= ('mXm 


1 *+l  1 (1) 

i+I Cm  ' * + (m+1)  («+5>J Cm  •r",  f 2 ~ -• 


wobei  m eine  positive  ganze  Zahl  und  l>.r>  — I sein  muss. 
Diese  letztere  Beziehung  kann  nun  auf  folgende  Weise  zur  Auf- 
findung von  Eigenschaften  jener  merkwürdigen  Zahlen  benutzt  wer- 
den. Es  sei  q>(y)  eine  Funktion , welche  sich  wenigstens  während 
eines  kleinen,  hei  «=  0 anfangenden  Intervalles  in  eine  nach  Po- 
tenzen von  y fortschreitende  Reihe  verwandeln  lässt,  also  etwa 


?(y)=A+ A y + A y1  + A>f  + •••• 


In  diese  Gleichung  substituire  man  # = /(I  + x) , so  wird 
qp[/(l-px)]  eine  gewisse  neue  Funktion  von  x darstellen,  welche 
mit  i//(x)  bezeichnet  werden  möge,  und  man  hat 

ig(x)  = 4,  + d1/(l+a;)  + d2[/(H-z)]ä+ 


Verwandelt  man  hier  jedes  einzelne  Glied  nach  Formel  (l) 
selbst  wieder  in  eine  Reihe  und  ordnet  dann  Alles  nach  Potenzen 
von  x,  so  kann  man  die  vorige  Gleichung  auf  die  Form 


i>(x) =a0+atx  + «axa  + a3x3  + .... 
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bringen , worin  a0,  at , «2 aof  gewisse,  leicht  in  einer  Formel 

ausditickbare  Weise  von  A0 , At , A2 und  C\ , C2 , C$ ab- 

hängen.  Wählt  man  nun  die  ursprüngliche  Funktion  <p(y)  so,  dass 
sich  ip[/(l+ar)l=:t/;(a:)  ganz  unabhängig  von  der  vorigen  Betrach- 
tung in  eine  Reihe  von  der  Form 


ip(x)  = 60  + 6,x  + AjX2-p63x3+.... 


verwandeln  lässt,  so  führt  die  Vergleichung  der  Coeflizienten  bei- 
der Reihen  leicht  zu  Eigenschaften  der  Fakultätenkoefßzienten. 

Das  einfachste  Beispiel,  was  sich  hierzu  gehen  lässt,  bildet 
die  Annahme  tp(y)~ -ev,  oder 


e»=l+f  + 172+ 


woraus  für  y—l( 1+x)  folgt: 


1 -f-  x=l  + 


/(1  + x)  , [/(l  + x)J* 

1 + o 


+ .... 


und  wenn  man  hier  die  Formel  (1)  für  m = l.  2,  3,  etc.  in  An- 
wendung bringt,  so  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung  der  Coefli- 
zienten von  xn : 


+ Ck- 0, 

wie  man  auch  leicht  aus  der  Definition  der  FakuH5tenkoeflizi«»ten 
ableitet. 

Nimmt  mau  in  der  bekannten  Reihe  für  cot  lur  z die  imagi- 
näre Grösse  y V — 1,  so  erhält  man  leicht: 

_3L , y . Biy2  b* y*  , 

ca— 1~ 1 2 ‘ 1.2  1.2. 3, 4 


worin  ß,,  ß3  etc.  dicBernoullischen  Zahlen  bedeuten.  Füry=/(l-px) 
^1  _1_ 

geht  die  linke  Seite  in  über,  was  sich  unmittelbar  leicht 

in  eine  Reihe  verwandeln  lässt.  Nach  beiderseitiger  Coefiizienten- 
vergleichung  kommt  man  auf  die  Relation 


ß\  tj — ßj  C^-J-ßj  c# — .... — 


1.2.3....(n— 1)  n — 1 

’ 2 «+T 


die  wegen  der  einfachen  Verknüpfung  der  FakultätenkoefGzientea 
mit  den  Bernoullischen  Zahlen  von  Interesse  ist. 

Eine  etwas  allgemeinere  Ausführung  dieses  Gedankens  ist 
die  folgende.  Mittelst  des  Theoremes  von  Ragraoge  verwandle  man 
die  /Me  Potenz  von  der  Wurzel  der  Gleichung 

” CB  — 1 
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in  eine  nach  Potenzen  von  x fortgebende  Reihe.  Day  = /fl+ar) 
die  fragliche  Wurzel  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  eine  Reihe  für 
(7(1  +a)]?,  und  zwar  ist  der  Coeffizient  ton  •r"  in  ihr 

\^z7n  • |jä  1 ■ für  y=° 

Nach  No.  (1)  dagegen  ist  der  Coeffizient  von  x"  in  der  Entwicke- 
lung von  [/(l  +x)]P: 

(p+l)(p+‘2) n **• 

Aus  der  Vergleichung  beider  Resultate  ergiebt  sich 

(-  D-P . 1 . 2...  (p- l)C„  = Z)->  [yr-1  (^])"  J , 

wenn  nach  geschehener  Differenziation  y=0  genommen  wird. 

Nach  der  Regel  für  die  Differenziation  der  Produkte  kann  man 
hieraus  leicht  die  folgende  Form  ableiten: 

•>c  ■ . 

(-1)"-?^— («  — 1)^,  f v=0; 

die  vielleicht  zu  einer  independenten  Bestimmung  der  Fakultäten- 
koeffizientcn  führt. 


XXXVI. 

Untersuchungen  über  die  Kurve,  wel- 
che der  Ort  der  Fusspunkte  der  Senk- 
rechten ist,  die  man  in  einer  Ellipse 
vom  Mittelpunkte  auf  ihre 
Uangcntett  fällt. 

, , Von  dem 

I 1 I - V 

•;  >'  Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgersehnle  su 
Sinsheim  bei  Heidelberg. 

lii'l  : * l V ""V  -V"/ 

* 'S®*  •;;{  t. 

(1) 
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die  Gleichung  der  Ellipse,  so  ist 

(y»+ **)»  = «»** +*V  (’2) 


die  Gleichung  der  verlangten  Kurve,  in  Bezug  auf  die  nämlichen 
Koordinatenaxen.  Diese  Kurve  besteht  aus  vier  kongruenten  Thei- 
len,  wovon  der  eine  reicht 


von 


der  arnlete  von 


: I ■ . . • ••■ 

{ x — fi  bis  x — 0 ) 

I y = 0 „ y — b ) ’ 

j x— 0 bis  x— — a j 

\y=b  » y— o r 


, , ...  I x— — a bis  x=0  ) 

der  dritte  von  Jy  = 0 ^ | • . 

, . . ( x~0  bis  x—a  ) 

der  vierte  von  j bis  y = 0 ) ' 

Die  Kurve  ist  leicht  zu  verzeichnen.  Bedeutet  ACBDA 
(Taf.  VII.  Fig.  5.)  die  Ellipse  (1),  so  mache  man  Winkel  COK 
= FOB  und  zeichne  OF  so,  dass 


OF 


OB.  OC 
OE  ’ 


alsdann  wird  F ein  Punkt  der  verlangten  Kurve  sein. 

Wäre  ACBD  die  Ellipse,  deren  Halbaxen  — , -r  wären,  so 
hätte  man : a 6 


OGx  OF=  1. 


Die  Kurve  (2)  ist  immer  ausser  der  Ellipse  (1)  und  berührt  sie 
bloss  an  den  vier  Endpunkten  der  Axen. 

2)  Die  Ordinate  y ist  im  ersten  Viertel  (von  B bis i C)  in  B 
gleich  Null,  in  C gleich  b\  ist  nun 


a2  < 2 b2 ) so  ist  y=b  ein  Maximum  der  Ordinate  y und 
, > b 2 ) sie  wächst  also  beständig  von  B bis  C; 

^2|  80  te*  % #=0 , y=b  ebenfalls  ein  Maximum 
= 2 1)1)  und  y wächst  gleichfalls  von  B bis  C ; 

«*>  jü  . 4 r«*  «*4/  r" 

> 261  j soist für  T~4(,7^’  9=  2 V W* 

ein  Maximum  und  es  wächst  y von  B bis 
zu  einem  Punkte  H , dessen  Abscisse 


«2Ä2 


. a . 
i S .1  ist  j 


für  a:  = 0 ist 


4(a2—b2)  's  2 
y = b ein  Minimum  und  es  nimmt  also  y 
wieder  ab  von  Zf  bis  C,  wo  es  —b  wird. 
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3)  In  den  in  der  vorigen  Nummer  aufgewühlten  Punkten  läuft 
die  Tangente  an  die  Kurve  parallel  mit  der  Axe  der  x;  in  den 
Punkten  A und  B aber  mit  der  Axe  der  y. 

4)  Lässt  man  die  Haihaxe  OB  (die  grössere)  wachsen, 
während  OC  unverändert  bleibt,  so  erhält  man  eine  Reihe  der 
durch  (2)  ausgedri'ickten  Kurve  analoger  Kurven.  Die  einhiillenden 
Kurven  dieser  aller  sind  zwei  Kreise,  deren  Durchmesser  nach 
Grösse  und  Lage  die  Linien  OC  und  Ol)  sind,  welche  Kreise 
beide  durch  den  Mittelpunkt  O gehen  und  alle  die  Kurven  in  den 
Punkten  C und  D berühren. 

5)  Die  von  der  Kurve  (2)  umschlossene  Fläche  ist  gleich  der 
halben  Fläche  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  gleich  BC  ist. 

Der  zwischen  unserer  Kurve  und  der  Ellipse  (1)  liegende  Raum 
ist  gleich  der  halben  Fläche  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser 
gleich  OB—  OC' ist.  • 

Der  Flächenausschnitt,  welcher  dem  Winkel  BOF=t  ent- 
spricht, wird  ausgedrückt  durch 


a2  + Ä2,  . na—  i» 

A • + 


sin  2t. 


6)  Die  Länge  des  zum  Winkel  t gehörigen  Kurvenstücks 
wird  ausgedrückt  durch 

A-^sinnX  r dt 

vi , «*- 6*-. rl-aj oi/riM4 . / 1 o*— a*  ; 

V1 & -sm2f/  Y 1 sm2t  Y 1 jr-si 

a*—b*  (" 

«3  </  o 


sinat 


i'-.lx 


„II,, 


sinafdt 


V.-^7«V 


sinat 


welche  Integrale  elliptische  Integrale  sind,  deren  Werth  nach 
„Gudermann,  Theorie  der  M o du  lar  funk  tionen  und  Mo- 
dularintegrale. §.219.“  bestimmt  wird.  An  diesem  Orte  wollen 
wir  auf  die  nähere  Bestimmung  nicht  eingehcn. 

7)  Dreht  sich  unsere  Kurve  um  die  Achse  der  x , so  entsteht 
ein  Rotationskörper,  dessen  Kubikinhalt: 


ab- 


rat. 

*Li 


b* 


2 + 3 + 4VoM2 


aVP-P+2o2— 62 


bl 


)]■ 


Der  Kubikinhalt  des  Körperstücks,  das  durch  die  zwischen  der 
Ellipse  und  der  Kurve  liegende  Fläche  erzeugt  wird,  ist: 


r«3 

"LT 


5ab* 


6 + 4Vna- 


£=.og( 

n2 — 6*  ^ 


2«  V n2 — b2  + 2a2 — 62' 

62 


)]• 


8)  Dreht  sich  unsere  Kurve  um  eine  Axe,  die  in  ihrer  Ebene, 
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aber  so  liegt,  dass  sie  verlängert  die  Kurve  nieht  schneidet,  und 
heisst  k die  Senkrechte  von  0 aus  auf  die  Aie,  so  ist  der  Kubik- 
inhalt des  entstehenden  Körpers: 

***(«* + 6*). 


XXXVII. 

Velber  das 

Grahamsche  Kompensationspendel. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgcrichnle  zu  Sinzheim  bei  Heidelberg. 


Bekanntlich  bestellt  das  Grahamsche  Kompensationspendcl  in 
einer  Pendclstange  AB  (Taf.  VII.  Fig.  6.),  die  aof  dem  Hoden  DCFE 
eines  cyllndrischen  Gelasses  befestigt  ist , in  welchem  sich  Quecksil- 
ber in  solcher  Menge  befindet,  dass  bei  Erhöhung  oder  Erniedrigung 
der  Temperatur  die  Schwingungsdauer  desso  zusammengesetzten  Pen- 
dels nicht  (oder  kaum)  geändert  wird.  Die  Aufgabe  ist,  diese 
Quecksilbermenge  zu  bestimmen. 

Ehe  wir  jedoch  dieselbe  in  Betrachtung  ziehen,  wollen  wir 
einige  vorläufige  Bemerkungen  machen. 

M.  ■ ' ■ ’ 

Sind  eine  Reihe  materieller  Punkte  unabänderlich  mit  einander 
verbunden  und  cs  dreht  sich  das  ganze  System  um  eine  Axe  (auf 
deren  einer  Seite  es  sich  befindet),  so  ist  die  Wirkung  irgend 
einer  Kraft,  die  an  einem  Punkte  des  Systems  angebracht  ist,  in 
Bezug  auf  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  dieselbe,  als 
wenn  die  .Masse  Zmr2  (bei  der  m die  Masse  irgend  eines  Punk- 
tes, r seine  Entfernung;  von  der  Drehaxe,  und  £ die  Summe  aller 
mr2  bezeichnet),  in  einem  einzigen  Punkte  vereinigt  wäre,  der 
sich  in  der  Entfernung  1 von  der  Drehaxe  befindet.  (Einen  ele- 
mentaren Beweis  dieses  Satzes  sehe  man  z.  B.  in  Pouillet- 
Müller  Physik  und  Meteorologie.  I.  S.  202.)  Die  Summe  £mt* 
heisst  dps  Trägheitsmoment  des  Systems.  Ist  dieses  System 
von  materiellen  Punkten  ein  Körper,  so  wird  Zmr*  durch  Jr2dm 
ersetzt,  ausgedehnt  auf  den  ganzen  Kärper.  Wirken  nun  auf  alle 
Punkte  dieses  Körpers  gleiche,  parallele  beschleunigende  Kräfte, 
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von  denen  jede  durch  cp  ausgedrückt  werde;  so  ist  die  Wirkung 
auf  den  Punkt  in  gleich  mcp,  und  die  Wirkung  aller  Kräfte  auf  den 
Körper  ist  die  nämliche,  als  wenn  eine  einzige  Kraft  Zmcpr  in  der 
Entfernung  1 von  der  Drehaxe,  parallel  mit  den  frühem  Kräften, 
angebracht  wäre.  Es  wird  also  der  Körper  schwingen,  wie  ein 
einfaches  Pendel  von  der  Länge  1,  dessen  Masse  (in  einem  ein- 
zigen Punkte  vereinigt  gedacht)  =/r4rf/n  und  dessen  bewegende 

Kraft  = f repdm , dessen  beschleunigende  Kraft  also  _ ■ITT.1!™ 
frdm  . Jr*dm 

= q>J-r-s-,—  ist.  Nun  ist  die  Dauer  der  Oszillation  eines  einfachen 
T Jr2dm 

Pendels  von  der  Länge  l,  auf  das  die  beschleunigende  Kraft  ip 
^ - , demnach  die  Dauer  der  Oszillation  des  zusammen- 
frVlrn 


wirkt. 


gesetzten  Pendels  J 


•yf‘ 


fr*dm 
rj  J rdm  ’ 


wenn  o die  be- 


cp/rdm ' 

kannte  Beschleunigung  der  Schwere  (=Öm,808'J6)  bezeichnet.  Ist 
l die  Lange  des  einfachen  Pendels,  das  unter  uem  Einflüsse  der  ' 
Schwere  die  nämliche  Oszillationsdauer  hat,  so  ist 


also 


fr2clm 

ij/rdm' 


/ r2dm f r2dm 

frdm  JUri  ’ 

wenn  M die  Masse  des  ganzen  Körpers,  r4  die  Entfernung  des 
Schwerpunktes  desselben  von  der  Drehaxe  bedeutet.  Hieraus 
folgt: 

i Jr2dm  = IjÜTi, 


wodurch  man  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  ohne  ailo  Rech- 
nung bestimmen  kann,  wie  diess  schon  Euler  in  seinen  Anmer- 
kungen zu  Robins  Artillerie,  III.  Anm.  zum  Ylli.  Satze, 
zeigt.  (Man  sehe  auch  Coriolis  Lehrbuch  der  Mechanik 
fester  Körper.  $.  43.  und  Poisson  Mechanik.  11.  §.  395.) 
In  den  obigen  Formeln  kann  man  auch  das  Element  des  Gewich- 
tes entführen  statt  des  Elements  der  Masse. 


§.  2. 


Sei  nunmehr  bei  0°  Temperatur: 

die  Länge  der  Stange  Aß—a,  ihr  Radius  =r; 

die  Dicke  des  GeCissbodens  CLh^-b,  der  äussere  Radius  desselb.  =rt; 

die  Höhe  des  Gefässes  DG  — c,  der  innere  Radius  =ra; 

die  Höhe  des  Quecksilbers  im  Ge  fasse  DH—f\ 

das  Gewicht  der  Volumeneinheit  der  Masse  der  Stange  AB—e\ 

•*  ,,  «»  i.  » » » » Gefasse»  ~?*i> 

X,,  » « „ de»  Quecluulhers  =«,5;  1:  , 


Digitizedby  Google 


340 


der  Koeffizient  der  linearen  Ausdehnung  der  Stange  für  1°  Tem- 
peraturerhöhung = k, 

„ „ „ „ „ des  Gelasses  für  1°  Tem- 

peraturerhöhung = /( , 

„ „ „ „ „ des  Quecks.  für  1°  Tem- 

peraturerhöhung = /a. 

Berechnen  wir  nun  zuerst  frdm  bei  0°.  Diese  Grösse  besteht 
aus  folgenden  Theitcn : 

a ) für  die  Stange  AB  ist 

. , /*“  _ , T^Tta'e, 

f rdm  =J  xr2nedx  — — g ^ 

b)  für  den  Boden  des  Gelasses 

/ rdm  —'j'  rl^elxdx  = T-i-l^-(ilab-\-bt)‘, 

c ) lur  den  obern  Theil  des  Gefässes 

frdm  =f  (rf*  — ra2)  nct  xdx  = — i(2ac — c2) ; 

d)  für  das  Quecksilber 

/ rdm  = C ? (r22 — pne^xdx  — — — (2a f- — p). 

Heisst  jetzt  Ä die  Summe  dieser  Grössen,  so  ist  für0°  Temperatur 
frdm  = K. 

Erhöht  sich  nun  die  Temperatur  zu  <°,  so  hat  man  in  K zu  setzen : 

statt  a nun  a(l+Ä<) ; statt  b :b(l-\-k,t);  statt  cicCl-f-Äjt); 

„ t „ r(l+A<);  „ r^rjfl+V);  » JVra(l+V); 

e Ci  (] 

” e ” l+3At;  ” ” ej:TOl; 

und  um  den  Werth  f zu  finden,  den  man  statt  f zu  setzen  hat, 
bemerke  man,  dass  bei  0°  das  Gewicht  des  Quecksilbers 

= (r22 — r2) nf ra  und  bei  <°:[r22(l+2A1<)— r2(l+2Ä<)]jt/’ 

ist,  so  dass 

(r*2- r*)/J=[ra2(l+2A10-r2(l+2Ä0]r^, 

' ~ ra2(l+2Aj t)  — r2(l  +2ÄQ' 

Setzt  man  diese  neuen  Werthe  in  K,  so  erhält  man  den 
Werth  K , der  =frdm  bei  t°  Temperatur  ist. 
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Ganz  eben  so  findet  sich  bei  0°: 


[r'ldm  = Kl=^\T*aie-\-3rl2ela'lb  -f  3rlielab'i  J-  rx *c,A3 

+ (r^-r,9)  ex  (3 a2c  - 3«c9+cä)  +(r,*-r2)  e*  (3aV-3o/,*+/  ») 


und  für 


fr1  dm  — Ki  , 


wenn  AT,'  aus  Ä’,  eben  so  gebildet  wird,  wie  IC  aus  K. 

Die  Länge  des  einfachen  Pendels  von  gleicher  Oszillations- 


dauer  ist  also  bei  0°: 


bei  t°: 

n i •! 


Damit  also  Kompensa- 


tion Statt  finde,  muss 

u'  r.  i;  . ’ . • i ! > '•  1 . . i ; > . , 

A',Ä'  = AK,' 

sein , aus  welcher  Gleichung  der  Werth  von  f bestimmt  werden 
muss. ' Sic  ist  im  Allgemeinen  in  Bezug  auf  f vom  fiten  Grade. 
Da  t aus  dieser  Gleichung  nicht  verschwindet,  so  ist  eine  Kom- 
pensation unabhängig  von  dem  Werthe  von  t nicht  möglich  ; man 
wird  also  t innerhalb  der  Gränzen  der  Temperaturwechsel  nehmen 
und  alsdann  f berechnen.  Auch  kann  man  für  eine  Reihe  von 
Werthen  von  t die  entsprechenden  Werthe  von  f«c)  berechnen, 
und,  wenn  ihre  Differenzen  gering  sind,  den  Mittelwerth  für  /'nehmen. 
Wären  aber  die  Differenzen  der  verschiedenen  Werthe  von  f be- 
deutend, so  wäre  eine  Kompensation  geradezu  unmöglich. 


> 1 


Heber  die  Bewegung  einer  Kugel  im 
Hanfe  einer  Windbüchse- 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Di  enger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Um  diese  Bewegung  zu  bestimmen,  soll  vorausgesetzt  werden, 
dass  die  Kugel  gepflastert  (umwickelt)  sei,  also  fest  aufsitze;  fer- 
ner sei  die  Reibung  derselben  im  Laufe  = b (so  dass  ein  Gewicht 
von  b Kilosjr.  nöthig  wäre,  sie  aus  dem  Laufe  zu  ziehen);  end- 
lich möge  der  Widerstand  der  Luft  ausser  Acht  gelassen  werden. 
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Es  habe  nun  der  an  den  Lauf  angeschraubte  Kolben  einen 
Inhalt  =k  Kubikmeter,  sei  r der  Halbmesser  des  Laufes  in  Metern, 
a seine  Länge  im  nämlichen  Maasse;  ferner  werde  das  Ventil, 
welches  den , die  gepresste  Luft  enthaltenden  Kolben  abschliesst, 
während  r Sekunden  geöffnet  und  es  sei  die  Elastizität  der  ein- 
geschlossenen Luft  gleich  dem  «fachen  Drucke  der  Atmosphäre 
(bei  mittlerem  Barometerstände,  den  wir  voraussetzen)  ; endlich 
sei  das  Gewicht  der  Kugel  =p  Kilogr. 

Während  der  t ersten  Sekunden  wirken  auf  die  Kugel  einer- 
seits der  Druck  der  im  Kolben  eingcschlossenen  Luft  und  ander- 
seits die  Reibung  und  der  atmosphärische  Druck. 

A X C YB 

I- 1 1 1 1 


Sei  demnach  in  vorstehender  Figur  AB  die  Länge  des  Laufes 
(a  metr.),  AC  der  Weg,  den  die  Kugel  wahrend  der  r ersten  Sekunden 
durchläuft,  ATder  Punkt,  in  dem  sie  sich  am  Ende  der  Zeit  t (<t)  befin- 
det, AX—x  mätres.  Der  Inhalt  von  AX  ist  — t27ix , demnach  die  im 
Kolben  enthaltene  Luft  in  den  Raum  k-^rhc.r  ausgedehnt;  ihre  Span- 
Ttk 

nung  beträgt  also  noch  fr.  ^ Atmosphären,  also  ist  derDruck  auf  die 

Kugel  — , . j , wenn  nt  gleich  dem  Drucke  der  atmosphärischen 

Luft  auf  1 Quadratmeter  (m — 10330  Kilogr.  ungefähr).  Man  hat 
also 


mnfar2  n 
d2x_k  + r2xx 
dt2~ 


— 6 — mrhi 


V 


9> 


(1) 


wenn  g die  Beschleunigung  der  Schwere  (=9,8088  metres)  be- 
zeichnet. Hieraus  folgt: 


KS) 2p = — /;  in&i-(6+mrSB^ar' 

i pv2  = mr2n)gx,  (2) 


wenn  v die  Geschwindigkeit  im  Punkte  X bedeutet. 
Hieraus  folgt: 


dx 


Öt  =Vr  OilogCl  + hjx)—  cxx, 

Imnkrj  , r2x  2(f>  -f  mr^n) 

'■>  bx  — ~r,  cl  — 


V 


g ist,  woraus  folgt : 


dx 

Vö7log(l-f6iJ:J—  cyx 


(3) 


Da  dieses  Integral  nicht  allgemein  bestimmt  werden  kann,  so 
begnügen  wir  uns  mit  einer  Näherung,  indem  bx  immer  klein  sein 
wird.  Treibt  rann  die  Näherung  bis  zur  fierten  Potenz  von  x,  so 
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kommt  man  auf  elliptische  Funktionen ; «vir  wollen  uns  jedoch 
mit  der  zweiten  Potenz  von  x begnügen  und  setzen 


so  dass 

-=/: 


A ,2-r* 

log  (1  + bxx)  — bxx , 


dx 


dx 


V «1*1^  — c,*  0 y (OtÄj—  cJx-^^-X* 

( l 

worin  a1bi^ci  und  2(axbx  — cx)  > axbx2x  sein  muss,  d.  h. 


mnr*jr>6 + r2/njr  und  ‘2 (mnr*n — b — mrht) > 


Die  erste  Bedingung  ist  jedenfalls  erfüllt,  wenn  Bewegung  erfol- 
gen soll,  und  die  zweite  zeigt,  dass 


ar< 


2k  (mnr27t — b — mrhc) 
mnr*n * 


sein  wird,  was  immer  der  Fall  sein  wird,  wenn 

2k  ( mm 2«  — 6 — mr*7r) 
n ^ mnr*n * 

ist.  Setzen  wir  diess  voraus,  so  ist 


I»  Mllil  ti  litt 

( ‘l.  i-i 


— Cl) 
2 


‘“SV  ^ -^(8.0= V + 

wenn  p irgend  eine  ganze,  positive  Zahl  ist,  und  man  dann  für 

Z l Q fß  2j« 

arc(sin  = Y g (0V~c~V  ^en  ^eiIl8*en>  positiven  Werth  nimmt. 
Von  xirü  bis  ' il  ;st  p=0,  und  da  wir  x < 

"i»i9  * «i*i 

voraussetzen,  so  ist 

,=W  |.~(»»=V 

Demnach  ist  die  Länge 

Fände  sich  p > a,  so  hätte  die  Kugel  den  Lauf  schon  vor  Ende 
der  Zeit  r verlassen,  und  es  wäre  die  Zeit  t',  während  welcher 
sie  im  Laufe  gewesen  wäre: 


810 

hoi 


(4) 

(5) 

(6) 
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0|6,aa 


2(«,6,  — c,)^’ 

und  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sie  denselben  verlassen: 

Yr?^og(^±f^) -2(6  + ™%) 

Ist  aber  o<a,  so  bewegt  sich  die  Kugel  noch  ferner  im  Laufe. 
Ist  nun  am  Ende  der  Zeit  t (vom  Verfloss  der  Zeit  r an  gerech- 
net) die  Kugel  in  Y und  heisst  CY=y,  so  findet  sich,  wie  oben: 


ipy g f mnkrht  q , 

dP~ p L^  + r1*«'  Q + y~  ' 


-mr27t 


1 


woraus  6ich  ergiebt: 

welche  Formel  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  F bestimmt.  Setzt 
man  hierin  y — a — q,  so  erhält  man  endlich  die  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  die  Kugel  den  Lauf  verlässt,  für  die  man  findet: 


VI 


<lmnkrlTtqq , fa  \ 2(64-wrärt) 

p(k+r**e)  gW-  V 


<7  («-(>), 


(8) 


worin  q durch  die  Formel  (6)  bestimmt  ist. 

Diese  Endgeschwindigkeit  zu  bestimmen,  haben  wir  uns  zur 
Aufgabe  gesetzt. 


XXXIX. 

Uebungsaufgaben  für  Schiller. 

Von  Herrn  Oskar  Werner, 

Schüler  des  polytechnischen  Institutes  zu  Dresden. 


Folgendes  ist  zu  beweisen. 

Für  jedes  beliebige  p und  positive  ganze  r besteht  die  Relation 


2 2.4  2.4.6....(2r — 2) 

P — 2 "■  (p — 2)(p — 4)  •(p-2)(p-4)...(p-2r+2)‘ 

(Fortsetzung  folgt.) 
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lieber  die  Identität  der  Pyramidal- 
und  prismatischen  Schnitte  mit  den 
Verwandtschaften  der  Collineation  und 

Affinität. 

/ 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer 

zu  Wien. 


§.  i. 

Möbius  stellt  in  seinem  barycentrischen  C'aleul  zuerst  das 
Princip  der  Collineation  anf;  er  saßt  darüber  Folgendes:  Das  Wesen 
dieser  neuen  Verwandtschaft  besteht  darin,  dass  bei  zwei  ebenen 
oder  körperlichen  Räumen  jedem  Punkte  des  einen  Raumes  ein 
Punkt  in  dem  andern  Raume  dergestalt  entspricht,  dass,  wenn  mau 
in  dem  einen  Raume  eine  beliebige  Gerade  zieht,  von  allen  Punk- 
ten, welche  von  dieser  Geraden  getroffen  werden,  die  entsprechen- 
den Punkte  in  dem  andern  Raume  gleichfalls  durch  eine  Gerade 
verbunden  werden  können. 

Aus  dieser  Erklärung  leitet  er  die  Eigenschaften  dieser  Figu- 
ren durch  Rechnung  ab.  Andere  vervollkommneten  diesen  Gegen- 
stand theils  durch  analytische,  theils  durch  geometrische  Arbeiten, 
aber  es  herrschte  darin  kein  eigentlicher,  wahrer  geometrischer 
Zusammenhang,  es  fehlte  das  Rand,  das  sie  inniger  vereinigen 
sollte.  Man  hatte,  um  mich  der  Worte  Steiner’s  zu  bedienen, 
nur  eine  Sammlung  von  aus  einander  liegenden,  wenn  auch  sehr 
scharfsinnigen  Kunststücken,  aber  kein  organisch  zusammenhän- 
gendes Ganze  zu  Stande  gebracht. 

.>*)  * ; l t 

§.  2. 

Ich  habe  versucht,  den  geometrischen  Zusammenhang  collinear- 
verwandter  Figuren  zu  erforschen ; ob  es  mir  gelungen,  mögen 
Sachverständige  entscheiden.  — Wenn  man  eine  Pyramide 
durch  Ebenen  schneidet,  so  haben  je  zwei  dadurch  ent- 
stehende Schnitte  eine  solche  Relation  gegen  einan- 
der, dass  jedem  Punkte  des  einen  Schnitts  ein  Punkt 

Theil  IX.  23 
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des  andern  entspricht,  dergestalt,  dass  wenn  drei  Punkte 
des  einen  Schnitts  in  gerader  Linie  liegen,  die  drei 
ihnen  entsprechenden  Punkte  des  andern  Schnitts  eben- 
falls in  gerader  Linie  enthalten  sind;  daher  entspricht  auch 
jeder  Geraden  des  einen  eine  Gerade  des  andern  Schnitts.  Man 
nennt  solche  Systeme  von  Figuren,  die  diese  Eigenschaft  haben, 
nach  Möbius,  collinear  - verwandte  oder  collineare  Figuren. 

§.  3. 

Wird  die  Pyramide  sarnnit  ihren  Schnitten  auf  irgend  eine 
Ebene  projicirt,  so  sind  auch  die  Projectionen  der  Schnitte  colli- 
near verwandt,  denn  nach  den  Gesetzen  der  Projectionslehre  ent- 
spricht jedem  Punkte  im  Raume  ein  Punkt  der  Projection,  und 
wenn  im  Raume  drei  Punkte  in  einer  Geraden  liegen,  so  liegen 
die  Projectionen  dieser  drei  Punkte  auch  in  einer  Geraden.  Ja, 
sogar  zwei  Projectionen  Eines  Schnittes  sind  collinear- verwandt, 
denn  die  beiden  Projectionen  einer  Geraden  sind  im  Allgemeinen 
wieder  Gerade,  und  jedem  Punkte  der  einen  Geraden  entspricht 
ein  Punkt  der  andern.  Liegt  ein  Schnitt  in  einer  projicirenden 
Ebene,  so  ist  die  Projection  desselben  eine  Gerade,  daher  kann 
auch  eine  Gerade  mit  irgend  einer  Figur  collinear -verwandt  sein. 

§.  4. 

Man  kann  daher  bei  der  Entwickelung  der  Gesetze  der  coili- 
nearen  Figuren  sowohl  von  den  Schnitten  der  Pyramide  als  ihren 
Projectionen  ausgehen,  die  bei  den  erstem  gefundenen,  so  oft  es 
möglich  ist,  auf  letztere  ausdehnen,  und  umgekehrt.  Auf  diese 
Art  lernt  man  zugleich  den  innern  Zusammenhang  der  räumlichen 
Grössen  und  ihrer  Projectionen  besser  kennen. 

§•  5- 

Man  nennt  den  Scheitel  der  Pyramide  das  Collineationscen- 
trum,  die  Durchsehnittslinie  der  Ebenen  beider  Systeme  die  Colli- 
neationsachse.  Dieselben  Benennungen  gelten  auch  für  ihre  Pro- 
jectionen. Hier  kann  der  spezielle  Fall  eintreten,  dass  die  Colli- 
neationsachse  in  einen  Punkt  übergeht. 

§■  6. 

Nach  diesen  Erklärungen  wird  man  im  Stande  sein,  zu  irgend 
einer  Geraden  ab  (Taf.  IX.  Fig.  1.)  des  Systems  I.  ihre  ent- 
sprechende Alt  des  Systems  fl.  zu  finden."  Man  lege  nämlich 
durch  O und  ab  eine  Ebene : der  Schnitt  dieser  mit  der  Ebene  II. 
gibt  die  verlangte  Gerade.  Eben  so  kann  man  zu  irgend  einem 
Punkte  c des  Systems  I.  seinen  entsprechenden  Punkt  C des 
Systems  II.  finden;  man  verbinde  nur  O mit  c,  und  verlängere 
diesen  Strahl  so  lange,  bis  er  die  Ebcue  II.  in)  verlangten  Punkte 
C schneidet. 

§•  7. 

Je  zwei  entsprechende  Gerade  zweier  coJ linear -verwandten 
Figuren  schneiden  sich  in  der  Collineationsachse ; denn  betrachten 
wir  irgend  zwei  entsprechende  Gerade,  so  liegen  sie  nach  dem 
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Vorhergehenden  in  einer  Ebene,  sie  müssen  sich  daher  schneiden. 
Ihr  Durchschnittspunkt  liegt  aber,  weil  er  der  Geraden  des  ersten 
Systems  angehört,  in  der  Ebene  des  ersten  Systems,  und  weil  er 
auch  der  Geraden  des  zweiten  Systems  angehört,  in  der  Ebene  des 
zweiten  Systems;  er  gehört  also  beiden  Ebenen  an,  daher  liegt 
er  im  Durchschnitt  beider,  d.  i.  in  der  Collineationsachse.  Es 
schneiden  sich  daher  auch  je  zwei  entsprechende  Projectionen  der 
Geraden  in  einer  Geraden ; was  besonders  für  die  Geometrie  de- 
scriptive  bemerkenswert!]  ist. 

. n 'llT; Hjc  ! : 

§.  8. 

Daraus  folgt:  Ist  in  Taf.  IX.  Fig.  2.  von  zwei  Figuren  die 

eine  derselben  ABC/),  die  Collineationsachse  und  ein  der 

erstem  entsprechender  Punkt  </  gegeben,  so  lässt  sich  mit  Leich- 
tigkeit die  mit  der  ersten  collinear - verwandte  bloss  mit  Hülfe  des 
Lineals  construiren.  Man  verlängere  nämlich  AD,  bis  die  Colli- 
neationsachse in  I geschnitten  wird,  so  ist  1 auch  ein  Punkt  der 
Linie  ad  der  entsprechenden  colliiiear-verwandteii  Figur.  Verbin- 
det man  1 mit  n,  so  ist  ad  die  der  AD  entsprechende  Gerade 
Verlängert  man  dann  AB  bis  zum  Durchschnitt  2 mit  der  Colli- 
ueationsaebse,  so  ist  2 wieder  ein  Punkt  der  ab ; verbindet  man 
daher  2 mit  a,  so  ist  ab  die  der  AB  entsprechende  Gerade;  ver- 
längert man  BC  bis  3,  verbindet  man  3 mit  b,  so  erhält  man  b c, 
u.  s.  f. 


jfluboi  §.  y. 

Unmittelbar  daraus  folgen  wieder  eine  Reihe  merkwürdiger 
Sätze,  von  denen  ich  nur  folgenden  anführe:  Drehen  sich  die 
Seiten  eines  necks  um  n feste  Puukte,  die  in  einer  Geraden  liegen, 
und  bewegen  sich  n — 1 Ecken  desselben  auf  eben  so  vielen  festen 
Geraden,  welche  sieb  in  einem  und  demselben  Punkte  0 durch- 
schneiden,  so  bewegen  sich  auch  die  übrige  Ecke  und  alle  andern 
entsprechenden  Punkte  in  andern  festen  Geraden,  welche  mit 
jenen  den  Durchschnitt  O gemein  haben. 


ratiHHi  an 


-ahioK  vi 

Jiiu'l  ICC 


§.  10. 


Unter  allen  Paaren  entsprechender  Geraden  zeichnen  sich  zwei 
besonders  aus,  mau  nennt  sie  die  Gegenachsen.  Denkt  man 
sich  nämlich  durch  die  Spitze  O eine  Ebene  parallel  zu  einer 
der  beiden  Ebenen  gelegt,  so  kann  sie  diese  Ebene  nicht  schnei- 
den, wohl  aber  die  andere,  zu  der  sie  nicht  parallel  ist;  und  zwar 
in  einer  Geraden  parallel  zur  Collineationsachse.  Die  dem  jedes- 
maligen Schnitte  (Gegenachse)  entsprechende  Gerade  liegt  unend- 
lich entfernt. 


§•  11. 

Zieht  man  in  einem  Systeme  mehrere  parallele  Gerade  ab,  alb' , 
a"b" ,....  (Taf.  IX.  Fig.  3.),  legt  dann  durch  jede  derselben  und 
durch  das  CoUineationscentrum  Ebenen,  die  sich  in  einer  Geraden 
A"B"  schneiden,  die  zu  den  parallelen  Geraden  parallel  ist,  und 

23* 
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sucht  man  den  Durchschnitt  B"  dieser  Geraden  mit  der  andern 
Ebene,  so  ist  B"  (in  der  Perspektivlehre  unter  dem  Namen  Begeg- 
nungspunkt  bekannt),  da  er  nicht  nur  im  Durchschnitte  der  Ebe- 
nenA'ab,  A'a'b' , A"a"b" sondern  auch  in  der  Ebene  II. 

liegt,  der  Durchschnitt  jener  Geraden,  die  den  parallelen  Geraden 

ab,  a'b' , a b" entsprechen.  Aendern  diese  parallelen  Geraden 

ihre  Richtung,  so  ändert  auch  A'B"  ihre  Richtung,  sie  bleibt  aber 
immer  in  der  Ebene  A"B"B'.  Man  sieht  daraus,  dass  der  Ort 
der  Durchschnittspunkte  d erj  enigen  Gera  den  im  System 
II.,  welche  parallelen  Geraden  im  System  I.  entsprechen, 
die  Gegenachse  MN  des  Systems  II.  ist,  oder  auch,  dass 
jeder  Reihe  paralleler  Geraden  in  dem  einen  Systeme  ein  Punkt 
in  der  Gegenachse  entspricht.  Eben  so  ist  der  Ort  der  Durch- 
schnittspunkte der  Geraden  im  Systeme  I. , die  parallelen  Geraden 
im  Systeme  II.  entsprechen , die  Gegenachse  des  Systems  I.  Die- 
ser Satz  lässt  sich  auch  sehr  vortheilhai't  für  die  Projectionen  der 
Pyramidalschnitte  übertragen. 

§.  12. 

Wir  können  die  collinearen  Figuren  auch  noch  auf  eine  zweite 
Art  betrachten.  Es  sei  ABC(T&(.  X.Fig.4.)  die  Grundfläche  und  O der 
Scheitel  einer  Pyramide ; denkt  map  sich  diese  Grundfläche  ABC 
als  fest,  und  die  Spitze  O der  Pyramide  als  veränderlich,  so  wer- 
den dadurch  nur  immer  andere  und  andere  Pyramiden  beschrieben. 
Schneidet  man  sie  alle  durch  eine  Ebene,  so  sind  die  dadurch 
entstehenden  Figuren  collinear-verwandt,  denn  es  entspricht  jedem 
Punkte  7/1  des  einen  Systems  ein  Punkt  m'  des  andern;  und  diese 
waren  eigentlich  allgemeine  Betrachtung  der  Geometer. 

§■  13. 

Wir  wollen  hier  zuerst  die  allgemeinen  Benennungen  festset- 
zen, und  dann  einige  Gesetze  dieser  Figuren  entwickeln. 

Der  Durchschnitt  der  Schnittebene  mit  der  Ebene  ABC  (Taf.  X. 
Fig.  4.)  ist  die  Coliineationsachse,  auf  ihr  schneiden  sich  alle  ent- 
sprechenden Geraden,  es  möge  der  Punkt  U'  sich  nach  was  immer 
für  einem  Gesetze  bewegt  haben,  die  Figuren  sind  einander  wenig- 
stens zu  je  zweien  collinear-liegend , und  haben  daher  einen  Punkt 
(Collineationscentrum) , wo  sich  die  Verbindungslinien  der  ent- 
sprechenden Punkte  schneiden.  Die  Beweise  (lieser  Sätze  sind 
so  einfach,  dass  ich  sie  ganz  übergehe.  Legt  man  durch  O und 
U'  Ebenen  parallel  zur  Schnittebene,  so  erhält  man  im  Durchschnitt 
dieser  Ebenen  mit  der  Ebene  ABC  die  Gegenachse. 

§.  14. 

Bewegt  sich  der  Punkt  O'  in  einer  Geraden,  so  haben  alle 
Figuren  nur  Ein  Collineationscentrum,  die  Punkte  aa'a"a"'....  lie- 
gen in  einer  Geraden,  eben  so  bb' b" b" ....  u.  s.  w. , denn  sowohl 
AO,  AO' , AO"....  liegen  in  einer  Ebene,  als  auch  a,  a' , 
daher  der  Durchschnitt  beider  in  einer  Geraden,  die  durch  die 
gemeinschaftlichen  Punkte  ua'a".  ..  beider  Ebenen  geht. 
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§•  15.  • 

Hinsichtlich  der  besondere  Lage  des  Collineationscentrums 
und  der  Collineationsachse  können  folgende  Fälle  eintreten : 

lj  Es  kann  das  Collinealionscentrum  unendlich  entfernt  sein; 
dann  geht  die  Pyramide  in  ein  Prisma  über,  die  Durchschnitts- 

Suren  stehen  in  einfacheren  Relationen,  man  sagt,  sie  seien 
fin,  oder  stehen  in  der  Verwandtschaft  der  Affinität. 

2)  Es  kann  die  Collineationsachse  unendlich  weit  entfernt 
sein;  dann  sind  die  schneidenden  Ebenen  parallel,  die  Schnitte 
sind  ähnlich,  können  aber  auch  congruent  sein.  Die  Spitze  der 
Pyramide  oder  ihre  Projection  nennt  man  hier  Aehnlichkeitspunkt. 

3)  Es  können  die  Collineationsachse  und  das  Collineations- 
centrum  unendlich  entfernt  sein,  d.  h.  es  wird  ein  Prisma  von 
parallelen  Ebenen  geschnitten;  die  Durchschnittsliguren  sind  dann 
nur  congruent. 

Aehnliche  Fälle  lassen  sich  auch  bei  der  zweiten  Betrach- 
tungsweise anführen. 


«•»riffln  in  I ! !■ 

hi/l  ' V«aL  ( • .11 


§•  10. 


Wir  haben  bisher  die  collinearen  Figuren  in  der  Lage  betrach- 
tet, wie  sie  unmittelbar  aus  dem  Pyramidalschnitt  entstanden  sind, 
oder  in  der  Lage  der  Projectionen  dieser  ihrer  Schnitte.  Man 
nennt  sie  so  eigentlich  collinear-liegend.  Denken  wir  uns  nun  die 
Figuren  in  einer  solchen  Lage,  dass  nicht  mehr,  wenn  man  je  zwei 
entsprechende  Punkte  mit  einander  verbindet,  sich  alle  Verbin- 
dungslinien in  einem  Punkte  schneiden,  so  ist  die  Frage,  wie 
findet  man  da  zu  jedem  Punkte  oder  zu  jeder  Geraden  des  einen 
Systems  den  entsprechenden  Punkt  oder  die  entsprechende  Gerade 
im  andern,  wie  kann  man  die  Figuren  wieder  in  ihre  ursprüng- 
liche Lage  bringen,  - oder  hauptsächlich:  welche  Gesetze  finden 
zwischen  den  Elementen  beider  Systeme  statt?  Ich  will  hier  ein 
für  allemal  bemerken,  dass  die  Gesetze,  die  ich  hier  aus  einer 
Betrachtungsweise  ableite,  sich  auch  auf  die  andern  anwenden 
lassen. 


§.  17. 

Es  seien  in  Taf.  IX.  Fig.  5.  ABCD  und  aln:d  vier  einander 
entsprechende  Punkte  in  entsprechenden  Geraden  beider  Systeme 
liegend,  so  ist  wegen  des  Strahlbiischels  OA,  OB,  OC,  Ol), 
der  von  den  zwei  Geraden  ad  und  AD  geschnitten  wird: 

ab  . ad  AB  AD 
«Mjiinibi  i cb  ’ cd  CB  CD’ 

• > •' 

und  diess  ist  das  Gesetz,  das  zwischen  je  vier  in  einer  Geraden 
liegenden,  einander  entsprechenden  Punkten  herrscht,  und  das, 
wie  man  sieht,  auch  dann  noch  stattlinden  muss,  wenn  die  beiden 
Systeme  irgend  eine  andere  Lage  haben,  denn  es  hängt  bloss  von 
den  Abschnitten  der  Punkte  abcd  und  ABCD  ab. 
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§.  18. 


Sind  daher  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  ABCD 
(Tal*.  IX.  Fig.  6.)  des  einen  Systems  und  drei  ihnen  entsprechende 
abc  des  andern  Systems  gegeben,  so  kann  man  den  vierten  d finden ; 
denn  in  obiger  Proportion  sind  die  drei  ersten  Glieder  gegeben, 

und  es  sei  das  vierte  unbekannte  Glied  so  ist  A vollkom- 

men bestimmt.  Durch  Construction  findet  man  ihn  auf  folgende  Art. 


Man  ziehe  zwei  Gerade  unter  einem  beliebigen  Winkel,  trage 
auf  der  einen  die  Punkte  A’ B'  C D'  und  auf  der  andern  die  Punkte 
a'b'c'  auf,  so  dass  A'B'=AB,  B'  C — BC,  C D'  — CI),  a'b'  — ab. 
b'c'  — bc  ist,  verbinde  b'  mit  /?',  c'  mit  , den  Durchschnitt  O 
mit  />'  verbunden,  schneidet  die  alt!  in  d' , den  man  dann  auf  der 
gegebenen  Geraden  aufträgt,  so  dass  cd=c'd'  ist.  Behufs  des 
Beweises  ziehe  man  noch  OA' . so  hat  man  einen  Strahlbiischel, 
der  von  den  zwei  Geraden  A'D'  und  a'd'  geschnitten  wird ; daher 
findet  die  oben  aufgestellte  Proportion  statt.  Für  affine  Figuren, 
wo  die  Strahlen  aA,  bß,....  parallel  sind,  muss  sich  noch  nebst- 

dein  verhalten : ßC=  (D~'"'  Man  kann  daher  bei  affinen 


Figuren  aus  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  ABC  des 
einen  Systems  und  aus  zwei  ihnen  entsprechenden  ab  des  andern, 
den  dritten  Punkt  c finden,  und  zwar  durch  Construction  auf  fol- 
gende Arten. 


1)  Man  ziehe  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  a.  wieder  zwei  Gerade  unter 
einem  beliebigen  Winkel,  trage  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  die 
Punkte  A'B'Ca'b'  auf,  verbinde/?'  mit  b'  und  ziehe  durch  C eine 
Parallele  zu  Bfb' , so  ist  c'  der  verlangte  Punkt,  oder: 


2)  Man  ziehe  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  ß.  zwei  parallele  Gerade, 
trage  wieder  die  Punkte  A'B'Ca'b'  auf,  verbinde  A'  mit  a' , B' 
mit  b‘  und  C mit  dem  Durchschnitte  O , so  ist  c'  der  verlangte 
Punkt. 


Die  Beweise  beider  Gonstruetionen  ergeben  sieh  aus  den  Ge- 
setzen der  projectivischen  Beziehungen  ebener  Strahlbiischel 


§•  19. 

Schon  aus  diesen  Constructioncn  ergeben  sich  die  folgenden 
Sätze: 

1)  Sind  zwei  Gerade  und  in  jeder  derselben  drei  beliebige 
Punkte  gegeben,  so  können  diese  Geraden  immer  als  collineare 
Gerade  und  die  drei  Paare  von  Punkten  als  entsprechende  colli- 
neare Punkte  angesehen  werden. 

2)  Sind  zwei  Gerade  und  in  jeder  derselben  zwei  beliebige 
Punkte  geliehen , so  können  diese  Geraden  immer  als  affine  Ge- 
rade und  die  zwei  Paare  von  Punkten  als  entsprechende  affine 
Punkte  angesehen  werden. 

Denn  nimmt  man  in  der  einen  Geraden  noch  einen  beliebigen 
Punkt  an,  so  kann  man  den  entsprechenden  Punkt  in  der  andern 
Geraden  nach  dem  Vorhergehenden  finden. 
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$.  20. 

Es  sind  fünf  Punkte  ABCDE  (Taf.  X.  Fig.  8.)  und  vier  ihnen 
entsprechende  Punkte  abcd  einer  collinearen  Figur  gegeben,  man 
soll  den  Punkt  p,  welcher  dem  Punkte  E coflincar  ist,  finden. 
Man  bilde  durch  Verbindung  der  Punkte  ABCD  und  abcd  die 
beiden  vollständigen  Vierecke,  ziehe  die  AE,  die  die  F/i  in  M 
schneidet,  suche  den  dein  Punkte  M entsprechenden  Punkt  im  andern 
Systeme  (wi),  verbinde  a mit  m,  so  ist  diese  Verbindungslinie  der  ürt 
des  Punktes  e.  Verbindet  man  nun  z.  B.  auch  G mit  E,  wodurch 
man  N erhalt,  und  sucht  den  entsprechenden  n,  so  ist  auch  gu 
der  Ort  des  Punktes  e,  daher  ist  e im  Durchschnitt  beider  Oert'er. 


§•  21. 

*»i*  I*|j  -/ 

Es  sind  vier  Punkte  ABCD  (Taf.  X.  Fig.  9.)  und  drei  ihnen 
entsprechende  Punkte  abc  einer  affinen  Figur  gegeben , man  soll 
den  Punkt  d,  welcher  dem  Punkte  D affin  ist,  finden.  Man  bilde 
durch  Verbindung  der  vier  Punkte  ABCD  das  vollständige  Viereck, 
so  erhält  man  die  zwei  neuen  Punkte  M und  iV,  suche  die  ent- 
sprechenden affinen  Punkte  m und  n in  den  Geraden  ab  und  bc, 
verbinde  m mit  c und  n mit  o,  so  ist  im  Durchschnitt  beider  der 
verlangte  Punkt  d. 

Es  können  daher  im  Allgemeinen  zwei  beliebige  Vierecke  als 
collinear  und  zwei  beliebige  Dreiecke  als  affin  angesehen  werden. 


$■  22. 

Durch  diese  einfache  Betrachtung  der  Collineation  und  Affi- 
nität der  Figuren  als  Pyramidalschnitte  und  durch  diese  wenigen 
Sätze  ist  man  im  Stande,  eine  zahlreiche  Anzahl  von  Aufgaben 
zu  lösen,  und  überall  den  geistigen,  geometrischen  Zusammenhang 
mit  der  grössten  Allgemeinheit  zu  vereinen.  Sätze,  die  sonst 
lange  Beweise  bedurften , werden  dadurch  von  selbst  klar , das 
schönste,  die  Kegel  - und  Cy linderschnitte  erscheinen  nur  als  ein- 
zelne, spezielle  Fälle.  Wir  wollen  nun  gleich  versuchen,  mehrere 
Aufgaben  mit  Hülfe  unserer  gewonnenen  Sätze  zu  lösen. 

1)  Es  sind  zwei  Systeme  collinear-liegcndor  Punkte  gegeben, 
man  soll  die  Gegenachsen  beider  Systeme  construiren. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  suche  man  zuerst  die  Colli- 
neationsachse;  sie  geht  nach  §.  7.  durch  die  Durohschiiittspunkte 
entsprechender  Geraden;  verlängert  man  daher  in  Taf.  X.  Fig.  10. 
ab  und  AB,  ac  und  AC,  so  sind  M sowohl  als  N Punkte  der- 
selben, daher  MN  die  Collineationsachse.  Die  Gegenachsen  lie- 
gen nun  mit  ihr  parallel,  und  zwar  in  den  Durchschnitten  der, 
durch  O,  zu  jeder  der  beiden  Ebenen  parallel  gelegten  Ebenei 
zieht  man  nun  durch  O z.  B.  zur  ab  und  ac  Parallelen,  und  verlän- 
gert sie  so  lange,  bis  sie  die  AB  und  AC  schneiden,  so  erhält 
man  die  Gegenachse  des  Systems  ABC.  Ehen  so  erhält  man  die 
Gegenachse  des  Systems  abc. 
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2)  Es  ist  eine  Figur  des  einen  Systems,  die  Collineations- 
achse,  das  Collineationscentruni  und  die  Gegenachse  des  andern 
Systems  gegeben.  Man  soll  die  mit  der  gegebenen  Figur  colli- 
near- liegende  Figur  durch  Construction  finden.  — • Es  sei  abcd 
(Taf.  IX.  Fig.  3.)  die  gegebene  Figur,  Pep  die  Collineationsachse 
und  3IN  die  Gegenachse  der  zu  bestimmenden  collinearen  Figur. 
Wir  entwickelten  in  §.  11.  den  Satz:  Wenn  man  durch  A"  eine 
Parallele  zu  irgend  einer  Geraden,  z.  B.  ab  zieht,  bis  sie  die 
Gegenachse  in  B"  schneidet,  so  ist  dieser  Punkt  B"  der  geome- 
trische Ort  der  Durchschnittspunkte  jener  Geraden  im  andern 
Systeme,  die  zu  ab  parallelen  Geraden  entsprechen.  Wollen  wir 
daher  die  der  ab  entsprechende  Gerade  im  andern  Systeme  erhal- 
ten , so  ziehen  wir  durch  das  Collineationscentrum  eine  zu  ab  pa- 
rallele Gerade,  verlängern  dieselbe  bis  sie  die  Gegenachse  in  B" 
schneidet,  so  ist  B"  ein  Punkt  der  zu  suchenden  Geraden.  Die 
ab  schneidet  aber  auch  die  Collineationsachse  in  einem  Punkte,  der 
ebenfalls  der  zu  suchenden  Geraden  gehört,  weil  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  sich  in  der  Collineationsachse  schneiden,  es 
sind  daher  von  der  zu  suchenden  Geraden  zwei  Punkte  bekannt, 
daher  auch  die  Gerade.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  alle, 
den  Geraden  ab,  bd,  de  u.  s.  w.  collinear  liegenden  Geraden, 
daher  auch  zugleich  die  collineare  Figur. 

3)  Es  sind  zwei  collineare  Figuren  gegeben,  die  nicht  colli- 

near liegen,  man  soll  das  Collineationscentrum  und  die  Collinea- 
tionsachse durch  Construction  bestimmen.  Nehmen  wir  an,  wir 
hätten  bereits  die  Gegenachsen  gefunden,  ziehen  wir  dann  aus 
einem  Punkte  B"  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  der  einen  Gegenachse  zwei 
Strahlen  ß"a,  B"ß,  so  werden  die  entsprechenden  Geraden  a'b', 
al'b"  im  andern  Systeme  einander  parallel  sein  und  von  der  Colli- 
neationsachse ein  eben  so  grosses  Stück  aß  abschnciden,  als  die 
zwei  Strahlen  abschnitten.  Um  daher  unsere  Aufgabe  zu  lösen, 
müssen  wir  zuerst  die  Gegenachsen  construiren,  das  geschieht 
auf  folgende  Art:  Es  seien  in  Taf.  X.  Fig.  11.  ABCD  und  abcd 
collinear- verwandt;  ich  ziehe  in  dem  einen  Systeme  ABCD  zwei 
Paar  zu  einander  parallele  Gerade  MN,  31' N'  und  MP,  M'P, 
und  bestimme  in  der  collinearen  Figur  die  entsprechenden  Geraden 
(indem  ich  zuerst  zu  den  fünf  Punkten  ABCD31  und  abcd  den 
dem  M entsprechenden  m suche,  dann  eben  so  n,  in  den 

Durchschnittspunkten  R,  S sind  zwei  Punkte  der  Gegenachse 
enthalten.  Hat  man  auf  diese  Art  die  Gegenachsen  der  Figur 
ABCD  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  bestimmt,  so  kann  man  das  Stück  aß 
leicht  finden;  man  braucht  nur  die  parallelen  Geraden  ab,  a'b' 
über  die  Gegenachse  dieses  Systems  zu  verlängern.  Um  noch 
B"a  zu  finden , denken  wir  uns  die  Ebene  I.  parallel  zu  sich  selbst 
fortbewegt,  oder  bloss  eine  Gerade  Pep'  parallel  zur  Gegenachse 
gezogen,  so  sieht  man,  dass  aß:  a'ß'  = aB" : a'B",  woraus  man 
aB"  finden  kann.  Trägt  man  aB"  nun  von  B"  aus  auf  und  zieht 
die  Parallele  zur  Gegenachse,  so  erhält  man  die  Collineationsachse. 
Sucht  man  im  andern  Systeme  auch  die  Collineationsachse,  legt 
dann  beide  Systeme  über  einander,  dass  sich  beide  Collineations- 
achsen  decken,  und  zwar  so,  dass  sich  die  gleichliegenden  Geraden 
in  einem  Punkte  derselben  schneiden  ; so  sind  die  Figuren  colli- 
near-liegend.  Das  Collineationscentrum  findet  man  durch  Verbin- 
dung entsprechender  Punkte. 
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Ich  will  mir  noch  erwähnen , dass  fast  alle  Sätze  ans  Stei- 
ner’s  systematischer  Entwickelung  der  Abhängigkeit 
geometrischer  Gestalten  von  einander  sich  unmittelbar  auf 
die  collinear- verwandten  Figuren  an  wenden  lassen. 


XLL 

Heber  einen  allgemeinen  Hehrsatz  der  , 
Statik  und  über  einige  geometrische 
und  statische  Sätze  von  der  Pyramide 
und  den  eckigen  Körpern  überhaupt 

Von 

dem  Herausgeber. 


$.  1.  i 

Ich  will  zuerst  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Lehrsatz. 

Wenn  beliebige  Kräfte  im  Rauine  unter  einander 
im  Gleichgewichte  sind,  so  sind  immer  auch  deren  Pro- 
jectionen  auf  einer  jeden  beliebigen  Ebene  unter  ein- 
ander im  Gleichgewichte. 

Beweis. 

Die  gegebenen  Kräfte  seien 

P,  Pi,  P2,  Pi,  P, 

die  (Koordinaten  ihrer  Angriffspunkte  in  Beziehung  auf  ein  beliebi- 
ges rechtwinkliges  (Koordinatensystem  seien 

"•*.  y,  *i  *1»  JTi»  *1 ; -T®,  z»;  xt,  y3,  i,;...; 

und  . ii  „->  , 

ß>  r-  «1»  ßi-  /i ; «2.  ftt» r°-  «3.  &. 
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seien  die  auf  bekannte  Weise  genommenen  Bestimmungswinkel 
ihrer  Richtungen. 

Ist  nun 

1)  AX\  BY+C/.\Dz=. 0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene,  und  werden  durch 


£>  V’  £»  £i  i Vi>  &;  Vi’  £*>  Sj»  &!•••• 
die  Coordinaten  der  Projectionen  der  Punkte 

(xy'-),  (i'ijin).  (^2-2) . (X3yzh)>-— 

auf  dieser  Ebene  bezeichnet;  so  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

| — ÄxY  -f  By%  + G*i  + fl  > 

•2)  j ^51=^4  + ^tya+£i4  + Z>,  •- 

J ^i—Ax3  + Ry*  + Gij  + D, 

\ o.  s.  w.  ..  • . 

^ . . V»  ’•*  1»  • 

setzen,  nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie : 

I AA  BA  CA 

*-x~  A'l+B1+&’n-y  dH/P+f2’ 5=2  A*+B*+C*' 

„ G'z/i 

li— ^1— ^2+Ä2+Ca.  % -yi  + (jvii ~zi—AHB*+  C2' 

, AA2  BA2  " CA.t 

fei—xa— ^2+Ä2+cl, %— ya  j2+ß2 1. ein 

. A A3  . B A^  CA2 

fa— ^3— %— ^3— ^2  +bh-  qv  & — 3 - ahb^y  <y' 

u.  s.  w. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Projectionen  der  Kräfte 

P,  P%,  Pj,  P3,  Pj,.... 

auf  der  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten  Ebene  respective 
durch 

U,  JTj,  I7a,  P3,  II 4,.... 


und  die  90°  nicht  übersteigenden  Neigungswinkel  ihrer  Richtungen 
gegen  die  in  Rede  stehende  Ebene  respective  durch 


so  ist 


*1  > *2  > *8  * *4» 


4)  II  = Pens  i,  Ily  — Pt  cos  j,  , i72=/acosfa,  ü3=zP3  cos 

Bezeichnen  wir  aber  die  aut  gewöhnliche  Weise  genommenen 
Bestimmungswinkel  der  Richtungen  der  Kräfte 
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77,  77j , TJj,  77s , 77^ 

durch 

<P,  V,  Z5  9H.  ft.  Jii  <P2>  ’tf  h.'  %>  Va*  »;••••» 

so  ist,  wie  ich  in  der  Abhandlung  Archiv.  Thl.  VI.  Nr.  XXXVIII. 
23)  und  24)  gezeigt  habe,  wenn  wie  dort  der  Kürze  wegen 

5)  K-Vd2  | //2+  Cl  - (i4cosa  +Äcos(3+77cosjö* 

gesetzt  wird : 

(iP-j-ffl-) C2) cos a — (A cos a\Ii cos ß -f  Ccosy)A 

j-— ——————  » 

(A2Af^  A C®)  cos/?  — (A cos a + B cos  ft -f  C cos y) B 

KV'Ä2  + /p^+yj2  ’ 

(..424-B24-  B*)cosy — (/(cosa  + Bcos^  -|-  Ccosy)  C 

===== 

und 

. K 

’ A2+B2  + C2 

und  ebenso  für  die  andern  Kräfte. 

Also  ist 

cos  i cos  (p  — coaa  — jga^.  gä  (.4  cos  a 4-  Beos  /?  + C cos  y), 

cos  i cos  t/>=cos  ft  — qrgä  (■*<  cos  o + B cos  ft  4-  Ccosy), 

C 

cos  i cos  y=  cos  y — ^ ^ ("'fcosa  + B cos  ß 4 C Cos  y) 

- i I 1 -i. 

imd , wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet : 
cos  i (|  cos  r)j  — tj  cos  (p) 

= A24-B24  C2'  A^ cosy— zcosß)  +B(icosa— .rcosy)  j 

-f  C(ar cos/J — ycoscr)' 

— | ßi  \.  C2  cos  /?  — Beos  «), 

cos  i(ijcosy — £ cos  ty) 

= ^p-gäqTgjM^cosy  — * cos ß)  + B(: cos«- a: cosy)  | 

+ C (zcosß — yco&cc)  ^ 

~ A2  + B2  + C2  ^ gcos  y ~ Ccos  ^ ’ 


COS  9>  = 


6)  < cosi/>  = 


cos  X — 
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cos  i(i  cos  cp  — £ cos  jj) 

H 

= ^2^ ^^»2 1.4  (ff  cosy  — zcos ft)  + ß(zcona—  xcosy)  j 

-f  6'(xcosft— tyceso)  ; 
- ~j2^  fii + fo(Ccos a — ^ cosy). 

Also  ist  offenbar  in  einer  bekannten  Bezeichnung 


8) 

A 

2IIcos<p=  2Pcosa — > 2Pcos  a \ ß2Pcasß±  C2Pco 8 y) , 

jß 

2IIcoa^>—SPcosß—-^l  ^ ^(jz(A  2Pcosct  -}-  B 2Pcosß-\-  C2Pcosy), 


2IIco8'f=2Pcos  y — 2Pcas  a -f-  B2Pcos  ß + C2Pcos  y) 
und 

9) 

2 TI  (£  cos  ip  — ff  cos  cp) 

= *^-2P(y  cosy — ■ i cos  ft) -|- /?■£/>(!  cos  <r — xcosy)) 

+ C2P(x  cos  ft — y cos  o)  I 
— (-dl  2P  cos  ß — B 2P  cos  a ) , 

£ J7  (ij  cos  j(  — J cos  ip) 

^ 1 
— -^a ^{A2P{ycosy — zcosß)  + B2P(zcosa— xcosy)  j 

+ C2P{xcasß  — ycoaa)  | 
A2  f EP  -J-  Y C2Pcosß), 


211  (£  cos  cp  — £cos  y) 

= At^jp^.c^A2P^yCosy — - cos ß)  + B2P(z  cos«  — xcosy) 

+ C2P(x  cos  ft  — y cos  o) 

* j ^ | f 27>cos  0 • A 2Pcos  yj ■ 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte 

p,  px,  Pt,  P3.  /V... 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind , so  ist  nach  den  Grund- 
lehren  der  Statik  bekanntlich 
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^Pcnsa=0,  £P cos|3  = 0,  •£/>co8y=U; 

£P  (.r  cos  ß — y cos  a)  = 0, 

£P(y  cosy — zcos/J)  = 0, 

£P{ z cos a — x cos  y)  =0. 

Also  ist  nach  dem  Obigen  auch 

£I7cos<p  = 0,  ZTIcos  i/>=0,  £IIcos%=0-, 

£ J7(i  cos  ty  — i)  cos  <p)  — 0 , 

£n(tico»x  — fcosifO  = 0, 

£TI(&  cos  <p  — £ cosx)  = 0; 

und  nach  den  Grundlehren  der  Statik  sind  folglich  auch  die  Krälte 
27,  27j , 172j  27j, 

unter  einander  im  Gleichgewichte,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Wenn  man  die  Projectionsebene  als  Ebene  der  xy  annimmt, 
so  erfordert  der  Beweis  des  obigen  Satzes  weniger  Aufwand  von 
Calcul  wie  vorher;  derselbe  ist  jedoch  hier  absichtlich,  nament- 
lich auch  des  Folgenden  wegen,  in  möglichst  grosser  Allgemein- 
heit geführt  worden. 


§•  2. 

Für  an  einem  und  demselben  Punkte  wirkende  Kräfte  lässt 
sich  nun  aber  auch  der  folgende  Satz  beweisen: 

Lehrsatz. 

' Wenn  an  einem  und  demselben  Punkte  beliebig  viele 
Kraft  e wirken,  und  deren  Projectionen  auf  zwei  belie- 
bigen sich  schneidenden  Ebenen,  jedes  dieser  beiden 
Systeme  für  sich,  unter  einander  im  Gleichgewichte 
sind;  so  sind  jederzeit  die  gegebenen  Kräfte  selbst 
unter  einander  im  Gleichgewichte. 

i 

Beweis. 

Wir  wollen  alle  im  vorhergehenden  Paragraphen  gebrauchten 
Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehalten,  und  nur  anuehinen,  dass 
die  Kräfte 

\ P»  Pit  P®,  P& • Pi,**«  v.  (? 

sämmtlich  an  einem  und  demselben  Punkte  wirken  sollen.  Sind 
dann  - 

Ax  + By+Cz  + D= 0, 

A'x  + B'y+Cz+D’=:0 

die  Gleichungen  der  beiden  sich  schneidenden  Ebenen , von  denen 
oben  im  Satze  die  Rede  gewesen  ist;  so  ist  nach  §.  1.  8):  u 
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'*  \ A 

2üco8<p=:2Pcoa  a— ZPcoaa+ßZPcos  ß+  C2Pcosy), 

Jß 

Encoai\)—2Pcos  ß — fn_ßi_yy*i.(A2P  cos  o-f-jB-Pcos  ß+  CsPcoa  y), 

211  cos  y—2Pcosy—  yJ^-YÜ1 (A2Pc os u+B-SPcos ßA  C-iPcosy) ; 

und  auf  ganz  .ähnliche  Art  für  die  zweite  Projectionsebene  in  einer 
leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Bezeichnung: 

A' 

2 IT  cosy'— .aPcosg— A' 2 Pcosa  f If  2Pcosß  t C 2Pcosy), 
B' 

2n'co8iß=2Pcosß—j^£2f2+jy2(Ä2Pcosu+B' 2Pcosß+  C 2Pcosy), 

c 

2n'co8%‘=2Pcosy — (j  .J^Ä  2 Pensum  B 2 Pc  osß+  Cl2Pcosy). 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Projectionen  der  gege 
benen  Kräfte  auf  einer  jeden  der  beiden  Projectionsebenen  unter 
einander  im  Gleichgewichte  sind:  so  ist  nach  den  Grundiehren 
der  Statik 

2IIcas(p=0,  2IIcoail>—0,  2IIco&x=0 

und  ■ i ■: 

•2/I'cosy'=0,  2n'cosif)'  = 0,  211' cobx'=0; 
also  nach  dem  Obigen 
1 A 

0~2Pcosa—  ~jä^jj‘TjTg.2  (A2Pcosa  -f  B2Pcoaß  + C2Pcos  y) , 

0=2Pcosß — A*+iP+C*(A2P cos a -f  B2Pcos  ß + CEPcoay), 

C ’ 

0=  2P cos y — £,2(A2Pcos  a -f-  B2Pcos ß -}-  C2Pcoay) 

i ‘•'■•n  ••«!  u . ■ , i 

und  . i. 

A' 

0=  2Pcosa  — ^'2Pcos^B'2Pcos  ß-\-0  2 Pcosy), 

0 = 2Pcos  ß — A-2+ßfi+(Ji(A'  ZPc  os  a+B1 2 P,.o  s ß+C  2Pcoe  y), 

Ö 

0=  2P cos  y — • ^,2  ^ 5 A' SPco s a f B1 2Pcos ß-\-  C 2Pcos y) ; 

«voraus  sich  leicht  die  Gleichungen 
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A£Pvof*ß  = B£Pcosa.  *il>  i - 
’ V " ß£Pcos  y = V£P  cos  ß , 

CUPcomx  =s  A£Pcosy  i-!.l 

und 

A'£Pcosß  = Bf£Pcaeu, 
ß'£Pcasy=  C£Pcosß, 

('£  Prosa  = A'  £Pcony 

ergeben.  Nimmt  man  nun  die  erste  der  beiden  durch  die  Glei- 
vbungen 

Ax  + Hy  -f-  Cz  -f-  D — 0, 

A'x  + ß'y  + Cz  + D'=0 

cliarakterisirten  Ebenen  als  Ebene  der  xy  an,  was  offenbar  ver- 
stattct  ist;  so  ist 

A= 0,  B=  0,  C-l 
und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

2Pc.osa=0,  £Pcasß  = 0\ 
also  ferner  nach  dem  Obigen 

A'£Pc«ay=Q,  B'£Pcosyz=0. 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  die  beiden  Projeetinns- 
ebenen  sich  schneiden  sollen,  so  kann  offenbar  nicht  zugleich 
A' — 0,  B'~ 0 sein,  und  es  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden 

£Prosy  — 0. 

Daher  ist  jetzt 

£Pcona—0,  £Pcosßz=0,  £Pcoay—0; 

und  nach  den  Grundlehren  der  Statik  sind  folglich  die  an  einem 
und  demselben  Punkte  wirkenden  Kräfte 

P,  Plt  P 2,  P3,  P4,.... 

unter  einander  im  Gleichgewichte,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

. 

5.3. 

Für  auf  eine  ganz  beliebige  Weise  im  Raume  wirkende  Kräfte 
lässt  sich  ferner  der  folgende  Satz  beweisen : 

Lehrsatz. 

Wenn  Kräfte  auf  eine  beliebige  Weise  im  Raume 
wirken  und  deren  Projectiouen  auf  drei  sich  in  einem 
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Punkte  schneidenden  Ebenen,  jede«  dieser  drei  Sy- 
steme für  sich,  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind; 
so  sind  jederzeit  die  gegebenen  Kräfte  selbst  unter 
einander  im  Gleichgewichte. 

Beweis. 

Wenn  die  Gleichungen  der  drei  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
denden Ebenen 

Ax  + By  -f  Cz  + D=0, 

A'x  -f-  B'y  -J-  Cz  -\- D'  =0,  'u 
A"x  + B'y  + Cz  + />"= 0 

sind;  so  gelangt  man  zuvörderst  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  zu  den  drei  folgenden  Gleichungen: 

■XjPcos«=0,  £Pcoa  ß—0,  £Pcosy—0. 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  die  Projectionen  der 
gegebenen  Kräfte  auf  jeder  der  drei  Projectionsebenen  für  sich 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind , so  ist  nach  den  Grund- 
lehren  der  Statik  bekanntlich 

-£/7(i;C081p — ycoacp)  =0, 

£ IJ  (ri  cos  % — £ cos  tp)  = 0 , 

£II(f;casq> — ^cosx)=0; 

sowie  ferner  in  einer  leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Be- 
zeichnung: . 

£ II'  (I'  cos  ip'  — t)'  cos  q>')  = 0 , 

■SJZ'Oj'cos*'  — £'cosip')=0, 

£TV  % cos  cp'  — cos  %')  = 0 

und 

£H"  (|"cosi p"  — rf'coa  cp")  =0, 

£ü"  (r," cos/'— J"cosip")  =0, 

£IT  (J«  cos  cp"  - J"  cos  f)  = 0. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  vorher  schon  gefundenen 
Gleichungen  1 * 

£Pcoscc~ 0,  £Pcoaßz=0,  £Pcoay=0 

ergeben  sich  aber  aus  §.  1.  9)  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen  : 

A£P(ycosy — z cos/3)  -f  B£P(z cos « — xeosy)  > 

+ C£P(xcoaß — y cos  c)  I Ic 
A' £P(ycosy — :co8jS)  + B' £P(zcosa — xcos y)  ) 

; -f  C £P(x  cos  ß — y cos  o)  > 
A"£P(ycosy—zcosß)  + B'£P(zcoaa — xcos y)  ) 

+ C£P(xcoaß — y cos«)) 
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Aus  der  ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt,  wenn  man  wie 
im  vorhergehenden  Paragraphen 

A= 0,  B= 0,  C—  1 

setzt,  auf  der  Stelle 

2P(xcos  ß — y cosa)  = 0, 

und  die  beiden  letzten  der  drei  vorhergehenden  Gleichungen  wer- 
den dadurch : 

A'  2P(ycosy  — zcos|S)-f  B'2P(zcosa  — x.coay)  = 0, 

A" 2 P (y  cos  y — i cos  ß)  -J-  B"2P(z  cos  « — x cos  y)  '=  0 ; 

woraus  sich  ferner  leicht 

(AB" -B'A")  2P(ycosy—zcosß)  —0, 

( A'B " — B'A ")  2P(z  cos  a — xcosy)  = 0 

ergiebt.  Wäre  nun 

A'B"  - B'A"  =0, 

so  würden  die  Durchschnittslinien  der  zweiten  und  dritten  Projec- 
tionsebene  mit  der  ersten,  deren  Gleichungen 

A'x  + B’y  + iy-O  und  A"x  + ß"y  + D"=0 

sind , sich  offenbar  nicht  schneiden  , w ie  es  doch  unter  der  gemach- 
ten Voraussetzung  nothwendig  erforderlich  ist.  Also  ist  nicht 
A'B"  — B'A"=0,  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  folglich 

2P(ycosy  — zcosß)—0, 

2 P(z  cos  n — xcosy)  =0. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 

2P cos«=0,  2Pcosß=0,  2Pcosy=0; 

2P(xcosß  — ycasa)  = 0, 

2P(y  cosy — zcosß)  = 0, 

2P(z  cos  er  — x cos  y)  = 0; 

ans  denen  sich  mittelst  der  bekannten  Grundlehrcn  der  Statik  auf 
der  Stelle  ergiebt,  dass  die  gegebenen  Kräfte 

P,  />,,  P.lt  P3,  P4,.„. 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

§-  4. 

Aus  §.  1.  und  §.  2.  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  der  folgende 
Satz  : 

Theil  IX.  2t , 
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Das  Gleichgewicht  beliebiger  auf  einen  und  densel- 
ben Punkt  wirkender  Kräfte  wird  dadurch  vollständig 
bedingt,  dass  die  Projeetionen  dieser  Kräfte  auf  zwei 
beliebigen  sich  sch  neidenden  Ebenen,  jedes  dieser  beiden 
Systeme  für  sich,  untereinander  im  Gleichgewichte  sind. 

Eben  so  ergiebt  sich  aus  §.  1.  dnd  §.  3.  der  folgende  Satz : 

Das  Gleichgewicht  zwischen  auf  ganz  beliebige 
Weise  im  Raume  wirkenden  Kräften  wird  dadurch  voll- 
ständig bedingt,  dass  die  Projeetionen  dieser  Kräfte 
auf  drei  beliebigen  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Ebenen,  jedes  dieser  drei  Systeme  für  sich,  unter  ein- 
ander im  Gleichgewichte  sind. 

Von  diesen  Sätzen  kann  mau  öfters  bei  dem  fieweise  anderer 
Sätze  mit  Vortheil  Gebrauch  machen,  wie  im  Folgenden  an  einem 
Beispiele  gezeigt  werden  soll. 

§■  5. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  Dreieck  A1A2AJ  Im  Raume  denken 
und  die  Coordinaten  seiner  Ecken  Alt  A2 , A3  respective  durch 
Xi,  jl|,  n;  x2,  ifa,  i2;  x3,  y3,  23  bezeichnen;  so  sind  bekannt- 
lich die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Seite  AA2  : 

Ifa+Xg),  i(yj  + y2),  i(=i  +~l)- 

Durch  diesen  Punkt  lege  man  ein  dem  primitiven  Systeme  paral- 
leles neues  Coordinatcnsystem,  so  sind  die  Coordinaten  der  Ecke 
A3  in  Bezug  auf  dieses  System  nach  der  Lehre  von  der  Verwand- 
lung der  Coordinaten: 


*3  — äfo+arj),  y3-l(yi  + y2),  :3  - i + :2) ; 

und  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Schwerpunkts  des  Drei- 
ecks sind  folglich  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Dreiecks 
AtA2A3  in  Bezug  auf  das  in  Rede  stehende  neue  Coordinaten- 
system  offenbar 

j|*s  — u^i+^z)!»  sly3-*(yi+3f2)K  51-3 — i(-i+-2)‘- 

Also  sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Dreiecks 
A,A2A3  in  Bezug  auf  das  primitive  Coordinatensystem  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

•5  (*i+x 2)  + 51*3  — 5 +*2) ' . 

•5  (.yi  +yt)  + 5 - 5 (yi  +y2) ! » 

i(*i+**)  + 5t*»  — iCij+i»)}; 

d.  i. 

5(*i+*2+*3)>  l (yi  +.V2+,'/3)>  i(*i +**+*»); 
was  auch  sonst  schon  bekannt  ist. 
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§.  6. 

Man  habe  jetzt  eine  beliebige  naeitige  Pyramide,  deren  Grund- 
fläche und  Spitzt:  respective  AtAoA3A 4 Au  und  ö sein  mögen. 

Die  Grundfläche  nehme  man  als  Ebene  der  .ry  an , und  bezeichne, 
dies  vorausgesetzt,  die  Coordinaten  der  Ecken 

dj,  dj,  d3,  d4,,.„d» 

respective  durch 

J?1»  yi,  0;  xa,  ya,  0;  x3,  y3,  0;....x«,  y«,  0; 

die  Coordinaten  der  Spitze  O aber  durch  £,  y,  £. 

Wenn  wir  nun  die  Gleichung  der  Seitenfläche  A^A^O  durch 

Ax+By+Cz  + D = 0 

bezeichnen,  so  ist 

Aar i + Byt  + jD—0, 

dzj  + By%  + D — 0, 

^i+«y  + c£+D=o. 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Subtraction 

A (x,  — x.2)  + B(yi  — ya)  = 0, 

- 1)  + B(yi —y)— CI  = 0 

oder 

x,  — xa  + (y,  —2/a)  ^ =0, 

*i— i + (yi  ~v)§—  ?^=0; 


folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 


B 

x,— x2  C (xj— £)(y,— Dt)— (3i~ 

A~~ 

9 

1 

$ 

u. 

1 

1 

£ 

«Tr 

Weil  nun 

A (x— |)  + B (y—y)  + C(r-£) = 0 

oder 

x— l+-^(y-y)  + ^ (*-J)  = 0 

ist , so  ist 

(#i— 4)— -*z)i(y—''i) 

— 1 (x,-x2)  (j/i— I/)  — (yi— JTa)  (xi  — i)  I (:-£) 


oder  auch,  wie  man  leicht  findet. 


•2i* 


Digitized  by  Google 


364 


(yi  —ya)  & - (a-i— a-a)  iy 

— ! {xx—x^  (y,  -y)  - {yx—yi)  fo— £)  I * + (x,yt  — x&i ) t 


oder  endlich  auch 


(yi— y»)  & - (Xi—**) iy 

— !(^iya-j-ayi)+  (^-lyJ+^i— a:i’?)iI  + (^ya-^ayi)? 


die  Gleichung  der  Ebene  AxA20- 

Die  .Coordinateu  de*  Schwerpunkts  des  Dreiecks  AXA2Ö  sind 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

i (xx + a-2  f|),  1 (jjx  +y2  + y) , )£. 


Die  Gleichungen  einer  beliebigen,  durch  diesen  Punkt  gebenden 
Linie  seien 

x — 'Axi  far2+ö  = M(z-  iÖ, 

y - i (yi  +ya+»i)  = N (* — ’>£)• 

Soll  nun  aber  diese  Linie  auf  der  Ebene  A,A20,  deren  Gleichung 
vorher  entwickelt  worden  ist , senkrecht  stehen , so  muss  nach  den 
Principien  der  analytischen  Geometrie 

yf— i&ryff , 

(ar,— x2)  (yx  — y)  — (y,  -y-j)  (ar,  -|) 

N_ (Xj-Xt)5 

(Xi—**)  (yx—y) — (yi— y*) 


sein , und  die  Gleichungen  der  in  dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks 
A,A20  auf  dessen  Ebene  senkrecht  stehenden  geraden  Linie  sind 
folglich  nach  dem  Obigen: 


x — Jfo+avHj) 



(Xi—x2)  (y,— y)  — (yx — ya)  (xx—£) { 


y—  Kyi+ya+y) 


(Xi—x2)t  

(Xi—Xz)  (yi— n)  — (yx—  ya)  (*i~ 9 


(*—50- 


Folglich  ist  die  Gleichung  der  Projection  dieser  Linie  auf  der 
Ebene  der  xy , d.  i.  auf  der  Grundfläche  unserer  Pyramide: 


y-  -.(yi+ya+y) _ _ xx—x2 
x—  J(*i+*a+i)  yX~y-z 

oder 

y - 1 (yi  +ya+y)  = - x^~  I*— 5 (**+'*» + I) I- 
u\  y% 

Hiernach  sind  also  überhaupt  die  Gleichungen  der  Projectionen 
der  in  den  Schwerpunkten  der  Seitenflächen 
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AtAtO,  A*A30,  A3At0,....AB-lA„0,  AnAtO 

unserer  Pyramide  auf  den  Ebenen  dieser  Seitenflächen  senkrecht 
stehenden  geraden  Linien  auf  der  Grundfläche  der  Pyramide  re- 
spective: 

y — i +Jfe+>?)=-  1 * “ i (x»  +x» + © I . 

y — I (ya  +ys +»/)  = — 5 (x»+x> + © ' > 
ar — i (y*  +y*+*i) = — •Ite+^+Öt- 

U 8.  W. 

y-i(y.-,  +*+*>=- ^=^t*-i(x^l+x.+|)!, 
y — Uy«+yi  + v) —— y"n  _yx  !x— '» (x»+xi  + © I- 

Bestimmen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der 

lsten  und  2ten,  2ten  und  3ten,....,  (n—  l)sten  undnten, 
nten  und  lsten 

Projection;  so  erhalten  wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

t\  = (yi — ya)  (ya— y 3)  (ya— yi) 

■f  y 1 (aTj  — #3)  (Zj  1 *r*3  -I- £) 

+ yafo»— *1)  (^s  + *1  + © 

1 y3  (aTj  tTj)  (Zj  "1"  I £) » 

f'i=  (ya— yaXys— y4)(y4— y*) 

+ ya  («3—^4)  (-r3 +*4 + ö 
+ ys  (^4 — J"a)  (aVf'r*+© 
h y4  (*a_ *»)  (ara4'^'s + 1)  > 

*’3=  (ya— y4)(y4-y6)(ys— y3) 

+ y3(^4-^6)  (*4+X*+© 

+ y4  (^6—^3) 

I y5  (x3  .t4)  (ar3  +a;4+J) . 
u.  s.  w. 

F,,-,  = (//n — 1 -yn)  (yn— yi)  (yi— y«-i) 

+ y„_,  (a:n  — Jr1)(a'n+.Tid-  £) 

1 t/n  (Zj  ^ fl — | ) (*^1  1 a?n— 1 1 £) 

+ yi  0*11-1  — *«)  0*0-1  + Xn  + £)  , 
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F„=  (y*— yi)(yt— y3)(y3~yn) 

+ y»  (*1  — xa)  (x3  +xa+!) 

+ ?)i  (x%—xn)  (.r2  -f.r„+|) 

+ 1/2  (xn~Xi)  (*„+*,+£) ; 

ferner 

6’i=  (x3  ~x2)  (xa—x3)  (x3—xt ) 

+ xi  (yv-yi)  (.V2+//3  +*?) 

+ xiivi—yi)  (yi+'/i  +y) 

+ *3  (yi  —y%)  Oji  +y*+y). 

(*2—  (,x2-x3)(,xs-~.ri)(x4-xi) 

+ x%  (y3— yi)  (y3  +y* + v) 

+ *3  (y*  ~y%)  (yi+yi+y) 

+ xi  (y%—y3)  (y-i +y3 + v)  > 

1 

63=  (x3  — x4)(x4— a;5)(j-s-x3) 

+ *3(^4— yn)(y*+yb+y)  ■ ••  > 

+ *4  (y3—y3)  (y3  +y3 + v) 

+ *3  (y3—yt)  (y3+y4 + v) > 

11.  S.  W. 

f*7i — 2”  (xn — 1 J xn — l) 

+ xn— i (yn — yi)(yn-\-yi  +jj) 

+ Xn(yi  ~yn— 1)  (2/1  +#n— 1 + v) 

+ xl  (yn- 1 — yn)  (yn— 1 -\-yn-\-r\)  , 

Gn=  (xn — ar,)  (xt  —x-i)  (x.L—x„) 

+ Xn  (yi  —y2)  (y,+y2+ y) 

+ ri  Ote-yn)(y2+yn+y) 

+ x2 (yn—j/i)  (yn+yx -\-y) ; 

und 

fli=  xl(y.t~y3)+»i(y3—y1)+x3(y1—y2) 
=—yi  (x2-xa)—y2(x3—<c1)~-y3(xl-x2), 
f/2=  x2(y3— yd  + Xsfo— y^+xiiyt— y3) 

= ~V2  (x3—x4) — y3  (x4—x2)  - 34  (x2—x3) , 

H3  = x3  (yt-yn)  + x4(y3— y3)  +xs  (y3-yt) 

— — y3  (X4-XJ  —y4  (xt—x3)  - yb  (x3  -x4) , 
u.  s.  w. 

//„_!  = Xn~\  (yn-yx)  + Xn Cjfl — 1 l/n-, ) + Xv  Cj/n-l— yn) 

——yn- 1 (Xn— #2)  — y„(.T,— ;y,  (*»_,— I»)  , 
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//„=  xn (jfx  — ya)  + Xi  (i)t—yn)  + xt  (yB - ,y, ) 

= -*2.) — yi  (xt—x*)  - y%  (■*»— *1 ) 

gesetzt  wird , für  diese  Coordinaten  die  folgenden  Ausdrücke: 


fl 

«r 

. 

fa 

^2 . 

f’s 

63 

_/fs’ 

//.’ 

11  s. 

w. 

fn-, 

6*n — ] 

~ //n~,  ’ 

//«-, 

F„ 

(jn 

//„’ 

Hn 

Fiir  die  dreiseitige  Pyramide,  d.  i.  für  n = 3,  ist: 

*1  = iyi—y-i)  (y-i-’h)  (ys  -yi) 

+ 7/x  (^a — xi)  (^2+^3  + 1) 

+ 1/2  (*s~  *i)  (•»* +*1  +£) 

■f  y3  (j* i (•T'i  l'^a  “i  £)  ■ 

*2  = (ya  -ys)  (ys— yi ) Cvi  -ya) 

+ ya  (•*•*— ^i)  (#s+*i +£) 

+ ys  (*l— **)  (*1  +*a+l) 
i yi  (ara1  #3)  (.r2  i -^s  i £) , 

F3  = (y3-yi)  (yi  -ya)  (ya— ys) 

+ y3  (*i  —•*■»)  +'r®+£) 

+ yi  (^2—^3)  0*a+*s +£) 

+ ya  (*3— ■ rx  )(.c3+xt  +£; 

ferner 

6*i  = (^1  '*^2)  (^2 — #3)  (®8  *^1 

+ a?i  ( ya— y3)  (ya+y3 + y) 

+ *a  (ys— yi)  (ys  +.?/i + v) 

+ x%  Cvi-ya)  (yi  +ya+y) . 

f,j—  — -X'|)  (^"3  ^i)(^|— ^-a) 

+ ^2  (ys  -yi ) (ys  +yi +y) 

+ *»  (yi  — ya)  0/i  +ya+y) 

+ *1  (y* — ys)(ya+ys+y)  • 
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G5=  (x3— jtj)  (x,— ar4)  (xt-x3) 

+ (yi—y%)  (yi+yi+n) 

+ *i  (yi-y*)  (y-i+ih+n)  • 

, + -*2  (1/3— n/i)  (yz+yt  +v) ; 

und 

Ui=  -ci  (yi—yi) + (y3—yi)+ ( 3/1  ~y-i) 

= ~.Vi  (.t9— xs)— ya  (j-3— .rj)  - 1/3  (Ti— . 

= *2  (y3 -^i)+-r3  O/i  — yi) + ^1  (yr—yz) 

=—yi  (*3  — *1) — 3/3  Oi  -*2)  - yi  (*s— *») > 

#3=  xt  (y1  —y2)  +X!  (y2— 3/3)  +-*2  (yz—yi) 

=—3/3  (*i— •■*■*)— yi  (a-2— ^3)— 3/2^3— ^i)- 
Also  ist  in  diesem  Falle  offenbar 

Fl  = F2  = F3, 

Gi  — Gj=C3, 

Hiz=Hi  = H3-, 

und  es  ergiebt  sich  daher  jetzt  der  folgende  merkwürdige  Satz  von 
der  dreiseitigen  Pyramide  oder  dem  Tetraeder: 

Die  Projectionen  der  auf  drei  Seitenflächen  einer 
dreiseitigen  Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren 
Schwerpunkten  senkrecht  stehenden  geraden  Linien 
auf  der  vierten  Seitenfläche  schneiden  sich  jederzeit 
in  einem  und  demselben  Punkte. 

Dass  sich  die  vier  auf  die  Seitenflächen  einer  dreiseitigen 
Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren  Schwerpunkten  errichte- 
ten Perpendikel,  — im  Allgemeinen  wenigstens,  — nicht  selbst 
in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  lässt  sich  aus  den  im 
Obigen  entwickelten  Formeln  und  Gleichungen  leicht  ableiten. 

Wenn  man  die  obige,  hier  absichtlich  in  etwas  grösserer  All- 
gemeinheit geführte  Rechnung  gleich  vom  Anfänge  an  bloss  auf 
den  besondem  Fall  der  dreiseitigen  Pyramide  einschränkt,  so  wird 
dieselbe  kürzer  und  einfacher. 


$■  7. 

Wir  wollen  uns  jetzt  vier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreisei- 
tigen Pyramide  .li  /12A3A4  in  deren  Schwerpunkten  senkrecht 
stehende  Kräfte  denken,  und  annehmen,  dass  diese  Kräfte  sämmt- 
lich  nach  dem  äussern  — (oder  auch  nach  dem  innem)  — Raume 
der  Pyramide  hin  wirken.  Die  auf  den.  Seitenflächen 

A^A3A4,  AiA^A^y  AiA^Aj,  -O  L-O 

senkrecht  stehenden  Kräfte  seien  respectivc 

Pi,  P%, 
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Bezeichnen  wir  die  spitzen  Neigungswinkel  der  Seitenflächen 
A2A3Aa,  AiA3A±,  AtA2A3 
gegen  die  Seitenfläche  AlA.zA3  respective  durch 

*i»  H>  Hi 

so  sind  die  auf  den  Seiten 

A2A3  , A3A3 , A j A,, 

des  Dreiecks  AtA2A3  senkrecht  stehenden  Projectionen  der  Kräfte 
I\  , Pt,  P3  auf  der  Seitenfläche  AtA2A3  offenbar  respective 

Pi  sin  ij , P2 sin  i2,  P3  sin  ?3 

und  die  Projection  der  vierten  Kraft  auf  derselben  Seitenfläche 
verschwindet.  Bezeichnen  wir  ferner  die  Höhe  der  Ecke  A4  über 
der  Seitenfläche  AtA2A3  durch  //4,  so  ist  offenbar 


AA2A3Aa=z\AtA3  . 

1 3 * 2 3 sinjj  Ssmij  ’ 

44  4 4 i 4 4 A1A3.Ha 

AAlA3Ai  i A3A3  • sin  ^ 2 sin  tx  ’ 

4444  <44  Aj Az • II j 

AAlAaAii-lAyAa.  8ln^  — 23,,^  » 

und  wenn  wir  daher  jetzt  annehmen , dass  die  vier  auf  den  Seiten- 
flächen der  Pyramide  senkrecht  stehenden  Kräfte  sich  unter  ein- 
ander wie  die  Seitenflächen,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  ver- 
halten ; so  ist 

p . p . p — ^A3 . At  A3  AlA2 
*'  ®‘  3 sin  tj  ' sin  t2' sin  >3  ’ 


P i sin i, : P2 sin i2  : P3 sin i3  = A 2A3 :A1A3:AiA1, 
d.  h.  die  drei  Projectionen 

Pi  sin  >\  , P2  sin  i2 , P3  sin  ^ 


auf  der  Seitenfläche  AlA2A3,  deren  Richtungen  auf  den  Selten 
A2A3 , At  A3 , A , A2 

des  Dreiecks  AtA2A3  senkrecht  stehen  und  nach  dem  vorhergehen- 
den Paragraphen  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden, 
verhalten  sich  unter  einander  wie  die  Seiten  des  Dreiecks  A3A2A3. 
auf  denen  sie  senkrecht  stehen. 

Wenn  aber  drei  Kräfte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks,  deren 
Richtungen  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  senkrecht  stehen  und 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden , sich  wie  die  Sei- 
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tcn  des  Dreiecks,  an f denen  sie  senkrecht  stehen,  unter  einander 
verhalten  und  sämmtlich  nach  dem  äussern  — (oder  nach  dem  in- 
nen») — Kaume  des  Dreiecks  bin  gerichtet  sind,  so  sind  diese 
drei  Kräfte  jederzeit  unter  einander  im  Gleichgewichte.  Ist  näm- 
lich in  Taf.  X.  Fig.  12.  ABC  das  gegebene  Dreieck,  auf  dessen 
Seifen  BC,  AC,  AB  die  sich  in  item  Punkte  O schneidenden 
Richtungen  der  Kräfte  Pa,  Pb,  Pc  senkrecht  stehen,  so  ist  nach 
der  Voraussetzung  ( ; 

Pa-.Pb.Pc=BC:AC.AB-a.b.c-, 

also,  weil  bekanntlich 

a:b:c  = sin  zl  :sin /?:sin  C 
ist: 

Pa : Pb : Pc  = sin  A : sin  B : sin  C. 

Bezeichnet  man  nun  aber  die  von  den  Richtungen  der  Kräfte 
Pb,  Pc;  Pa,  Pc;  Pa,  Pb  eingeschlossenen  Winkel  respective 
durch  k , ß,  y;  so  ist 

+ + *=180°,  Bi -0=180°,  C+y=180° 


und  folglich 

sin  + =sina,  sin  B = sin  0,  sin  C— siny; 
also  nach  dem  Obigen 

Pa  '■  Pb : Pc  — sin  a : sin  0 : sin  y. 

Bezeichnet  man  aber  die  von  der  über  den  Punkt  O hinaus  ver- 
längerten Richtung  der  Kraft  Pa  mit  den  Richtungen  der  Kräfte 
Pb  und  Pc  eingeschlossenen  Winkel  durch  9 und  <p,  so  ist 

0 + 9=180°,  y+ 9=180°; 

also  sin0=sincp,  siny  = sin  9;  und  folglich  nach  dem  Vorher- 
gehenden ; ,,  ; 

Pa : Pb • Pc  — sin  a : sin  cp : sin  9. 


Macht  man  nun  Pb  — OBx , Pc=OC1  und  zieht  durch  Bl  eine 
Parallele  mit  OCy , welche  die  gerade  Linie,  in  der  die  Richtung 
der  Kraft  Pa  liegt,  in  A’  schneiden  mag,  durch  C,  eine  Parallele 
mit  ()Bl , welche  die  gerade  Linie,  in  der  die  Richtung  der  Kraft 
Pa  liegt,  in  +"  schneiden  mag;  so  ist  nach  den  Principien  der 
Trigonometrie 

OA‘ : ()BX  = sin  «:  sin  <p , 

OA":  OCi  = sin  o:  sin  9. 


Nach  dem  Obigen  ist  aber 


OÄ,  = PÄ  = 


sing) 
sin  a 


Pa, 


OQ  = /\= 


mn9p 

sina 
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als« 

JOA' : - Pa  = sin  o : sin  w , 

sina 

_ sinü)  _ 

OA  — P0=sino:sinil<; 

sin  a 

folglich 

OA'  = OA"  = Pa. 

Daher  fallen  die  Punkte  A'  und  A"  in  einen  Punkt,  den  wir 
durch  A,  bezeichnen  wollen,  zusammen,  und  cs  ist  OAt  =Pa. 
Weil  nun  OAl  = Pa  die  durch  den  Punkt  O gehende  Diagonale 
des  mit  OBi  — Pt  und  OCx  = Pc  als  Seiten  beschriebenen  Paral- 
lelogramms ist,  so  folgt  aus  dem  Satze  von  dem  Parallelogramme 
der  Kräfte  unmittelbar,  dass  die  drei  Kräfte  Pa,  Pi,  Pc  unter 
einander  im  Gleichgewichte  sind,  wie  behauptet  wurde. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt 
sich  auf  völlig  unzweideutige  Weise,  dass  die  Proiectionen  der 
vier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Pyramide  oder  eines 
Tetraeders  in  deren  Schwerpunkten  senkrecht  stehenden,  sämmt- 
lich nach  dem  äussern  — (oder  auch  nach  dem  innern)  — Raume 
der, Pyramide  bin  gerichteten,  und  sich  wie  die  Seitenflächen,  auf 
denen  sie  senkrecht  stehen,  unter  einander  verhaltenden  Kräfte 
auf  jeder  der  vier  Seitenflächen  der  Pyramide  unter  einander  im 
Gleichgewichte  sind,  woraus  sich  mittelst  des  in  §.  3.  bewiesenen 
Satzes  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  vier  in  Rede  stehenden  Kräfte 
jederzeit  selbst  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind.  Also  hat 
man  den  folgenden 

Lehrsatz. 

Die  vier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreiseitigen 
Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren  Schwerpunk- 
ten senkrecht  stehenden,  sämmtlich  nach  dem  äussern 
' oder  sämmtlich  nach  dem  innern  Raume  der  Pyramide 
hin  gerichteten,  und  sich  wie  die  Seitenflächen  der 
Pyramide,  auf  denen  sie  sen krech t s t e hen,  unter  ein-  r 
ander  verhaltenden  Kräfte  sind  jederzeit  unter  einan- 
der im  Gleichgewichte.  *)  i , 


Da  sich  eine  jede  Pyramide  in  lauter  dreiseitige  Pyramiden 
zerlegen  lässt,  so  ergiebt  sich  zuvörderst  mittelst  ganz  leichter 
Schlösse  und  der  bekannten  Grundeigenschaften  des  Schw  erpunkts 
auf  der  Stelle,  dass  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewie- 
sene Satz  von  der  dreiseitigen  Pyramide  überhaupt  für  jede  Pyra- 


*)  Dieser  Satz  rührt  von  Gergonnc  her  und  ist  von  demselben  in 
den  Annales  de  inathematiques  pures  et  appliqudes.  T.  X.  mitgethoitt 
worden. 
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mide  von  ganz  beliebiger  Seitenzahl  gilt.  Weil  man  aber  ferner 
sich  jedes  Polyeder  aus  lauter  in  einer  gemeinschaftlichen  Spitze 
zusammenstossenden  Pyramiden  bestehend  denken  kann,  so  ergiebt 
sich  auch  auf  der  Stelle,  dass  der  in  Rede  stehende  Satz  ganz 
allgemein  für  jedes  beliebige  Polyeder  gilt.  Man  bat  hierbei  nur 
zu  beachten,  dass. je  zwei  auf  derselben,  zwei  Pyramiden  angehö- 
renden Seitenfläche  senkrecht  stehende  einander  gleiche  und  direct 
entgegengesetzte  Kräfte  sich  gegenseitig  aufheben , woraus  dann 
alles  Uebrige  ferner  ganz  von  selbst  und  durch  die  leichtesten 
Schlüsse  folgt,  was  weiter  auszuführen  füglich  dein  Leser  über- 
lassen werden  kann. 


XJLII. 

1 • 

Ueber  eine  in  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung Yorkommende  analyti- 
sche Aufgabe. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö milch 

an  der  Univertität  zu  Jena. 


Bei  der  Untersuchung  über  die  Wahrscheinlichkeit  a posteriori 
wird  man  bekanntlich  zu  der  Aufgabe  geführt,  den  Gränz werth  zu 
finden,  welchem  der  Ausdruck 

| j öm  (1  — 5)“  + (25)”>  (1 — 25)"  -f  (35)m  (1  — 35)" + . •<—  f 

+ (A— 15)"  (I -j£=I3)«  £ 

worin  5=^  ist,  so  nahe  kommen  kann  als  man  es  verlangt,  sobald 

man  die  ganze  positive  Zahl  k unausgesetzt  wachsen,  also  5 un- 
begrenzt abnehmen  lässt.  Sind  nämlich  v und  to  die  einfachen 
Wahrscheinlichkeiten  zweier  entgegengesetzten  Ereignisse  A und 
B,  von  denen  bei  m-f-n  Versuchen  A mmal  und  B »mal  einge- 
treten ist,  so  haben  wir  Cvm w>"  als  Wahrscheinlichkeit  für  das  zu- 
sammengesetzte Ereigniss  des  mmaligen  Vorkommens  von  A und 
des  «maligen  von  B,  wobei  C den  Binomialkoeffizienten  (m  + n)m 
= (m-|-ji)n  bezeichnet.  Ist  nun  » a priori  nicht  bekannt,  so  steht 
ihm  noch  der  Spielraum  von  0 bis  1 offen,  und  man  kann  also. 
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wenn  man  sich  die  Einheit  in  k gleiche  Theile  getheilt  denkt  und 

r=ö  setzt,  für  v der  Reihe  nach 
k 

6,  26,  M,....k-lö 

nehmen,  woraus  wegen  t + tc—i,  also  w—  1 — »,  folgt,  -dass  für 
das  fragliche  zusammengesetzte  Ereigniss  die  verschiedenen  Wahr- 
scheinlichkeiten 


C6">(\— .5)",  C(2d)»(l-2d)»,  C(3iS)"(l— 3d)« 

C(k=\6)m  (1— 7fc— Td)"  ' 

statt  linden  können.  Diess  giebt  als  mittlere  Wahrscheinlichkeit 


j d"*  (t—  ä)n + (2d)m (1— 2d)n -f  (3d)“ (1 — 3d)"  -f  ....  ) 

.. . . + (A— ld)m  (1  - FTd)»  ) 

Soll  aber  »jeden  zwischen  0 und  1 liegenden  W'erth  annehnien 
können,  so  dürfen  wir  es  nicht  blos sprungweis  =6,  26,  3d  etc.  set- 
zen, -sondern  wir  müssen  es  stetig  von  0 bis  1 gehen  lassen, 
d.  h.  wir  müssen  die  Intervalle  jener  Sprünge  unter  jede  noch  so 
kleine  Grösse  hinab  vermindern.  Da  in  diesem  Falle  k ins  Un- 

c c 

endliche  wächst,  so  können  wir  statt  jc_i  auch  -j_  schreiben,  und 

da  C von  k nicht  abhängt,  so  reduzirt  sich  jetzt  die  Aufsuchung 
der  mittleren  Wahrscheinlichkeit  auf  die  anfangs  genannte  Auf- 
gabe. Dieselbe  ist  sehr  leicht  zu  lösen,  wenn  man  das  Theorem 

Lim  6\f(a)  + f(a  + S)  + f(a+23) + ....+ f(a+Z—l6)  j 

== ^ f(x)  dx , fiir  6 — —~j~~ 


voraussetzen  will,  weil  sich  dann  die  gesuchte  Gränze  auf  den 
Werth  des  Integrales 


/ 


xm  (1  — x)ndx 


reduzirt,  der  ohne  Schwierigkeit  entwickelt  werden  kann;  ist  man 
aber  beim  Vortrage  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  genüthigt,  auf 
den  Gebrauch  der  Integralrechnung  zu  verzichten , so  entsteht  die 
Frage,  wie  man  auf  elementarem  Wege  den  numerischen  Betrag 
jener  Gränze  auflinden  könne.  Hier  scheint  nun  Condorcet  der 
einzige  zu  sein,  der  die  Frage  beantwortet  hat,  aber  leider  auf  eine 
im  höchsten  Grade  unbefriedigende  Weise  *),  und  diess  veranlasste 


t 


*)  lat  (Ad)»»(l — M)n  irgend  eines  der  Glieder  der  cingeklammerten 
Reihe  und  zur  Abkürzung  Ao  = s,  si>  setzt  Condnrr.et  voraus,  dass  die 
Summe  der  li  — 1 vorhergehenden  Glieder  auf  die  Form 

(-1  (1— SjU-fÄsm+Z  (1— s)n— 1 -J-Cs»H-S  (1—  *)n— 
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mich  ursprflnglich  für  mein«  Vorträge  die  folgenden  Betrachtungen 
auszufübren,  die  auch  sonst  vielleicht  einiges  Interesse  haben. 

I. 

Versuchen  wir  zunächst  die  Gränze  zu  bestimmen,  welcher 
sich  der  Quotient 


1”  + 2“ +3”  + ....  + hm 

(A  + l)-+* 

nähert,  wenn  wir  die  ganze  positive  Zahl  A ins  Unendliche  hin- 
aus wachsen,  das  ebenfalls  positive  und  ganze  m aber  constant 
lassen. 

Da  1*=1,  2m=(l+l)",  = 2)m, ....  ist,  so  haben  wir, 

unter  Anwendung  des  Binomialtheoremes  für  ganze  positive  Expo- 
nenten 


1”  = 1, 

2"*  = 1 + m1 . I + ma . I2  -f  m3 . 13  + ....  + rnm . I"*, 

3"=1  -f  1%  .2+  in* . 2®  + m, . 2*+ ....  -f  mm . 2», 
4"=1  + ml . 3 + m2 . 32  + mj  .3*  + ....  + mm. 3“, 


(A+l)m=l  +ml.h  + m.i.  A2  + m3 . As  + ....  + mm . Am. 


Addirt  man  Alles  mit  der  Bemerkung,  dass  T»m  = I ist,  so  hebt 
sich  beiderseits  die  Summe  I1"  + ■2™  + ....  + hm;  bezeichnet  man 
noch  1B-1- 2" -f- A“  mit  Sn,  so  bleibt 

(A  + l)m  = A + 1 + 1«!  Sj  +....  + Sm—i , 
oder  m -f- 1 für  m gesetzt : 


(A+l)»+*=A  + l 


o . (m-f-l)m  „ . 1) 

*»+  j 2 *2+  ro 


<83+.... 


woraus  folgt 


+ 0*  + 1)  S« , 


(*+!)■**— (A+l) 

wi  -|- 1 


■St  + itai  + InjjSj-f-.... 
+ m 1 2 Sm-i 


(D 


worin  .4,  B , Ce to.  unbestimmte  Koeffizienten  bedeuten,  gebracht  werden 
könne  ( Lacroix  traite  clement.  du  calcul  de*  probabilites,  troisieme  edition 
page  153.).  Solche  ganz  unmotirirte  und  au*  der  Luft  gegriffene  Hypo- 
thesen dürfen  «ich  aber  heut  zu  Tage  nicht  mehr  im  Gebiete  einer  ,, ex- 
akten“ Wissenschaft  blicken  lassen. 
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Da  die  in  der  Parenthese  stehenden  Grössen  sämmüich  positiv 
sind,  so  folgt  hieraus  unmittelbar 


Sm<^Tli(/'+1)DH‘,“(/<+1) 


(2) 


Ferner  ist  oflenbar 

d.  i. 
folglich 


Jjn==l"+-2“+3”+....  + A» 
< A* + A“  + A" +....  + A", 

•Sn  < A . An  oder  Sn  < A^f1 ; 


Sj  -f-  'mj  iSg  + j*»**  £3  + + üT— 1 mm  ^m~l 

<A*+  JinjA3^  i»naA4 ^-riBm-ttA™. 

. /rt— I 

1 


Unter  den  Koeffizienten  l,  ämj,  Jma,, 


— -j  ist  aber 


gewiss  einer  der  grösste;  setzen  wir  den  Werth  desselben,  der 
fx.  heissen  möge,  statt  aller  anderen,  so  ist  nach  dem  Vorigen 
um  so  mehr 

; ..  . . iV  j ; - 

1 ! i u 

Si  + imj  + Jnzj  S3  + -J-  m j m,n_2  Sm—i 

< fi  (Aa  + A3  + A4  +....  + A”) , 


d.  i. 
oder 


i ; • 


<fiAa(l-pA-fA2+—.  + A”,-a) 


— 1 — 1 


Setzen  wir  diess  statt  der  eingeklammerten  Reihe  in  No.  (1),  so 
subtrahiren  wir  zuviel,  es  bleibt  demnach  zu  wenig  übrig  und 
also  ist 

Sm>^l(A+1)ra+1_(Ä+1)1~A,Ara+1_A91-  ® 

Aus  den  Ungleichungen  (2)  und  (3)  ergiebt  sich  nun  durch  Divi- 
sion mit  (A  + l)m+1 


(A4-l)m+1^  « + 1 


-ii  i L_ 

(A+l)”+»  N m + 1 I (A-fl)m 

!(a+i) 


(4) 


1 

(A+l)» 


w+l 


Aa 


'(A-f  l)m+i 


j(5) 
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Die  Differenz  der  Grössen , zwischen  denen  >Vm : (ä+1)*+i  liegt, 
nämlich 

fi  \ ( h 1 Aa  j 

ra  j U+v  “ (A+i)^4 1 

lässt  sich  aber  für  beständig  wachsende  A unter  jeden  beliebigen 
Grad  der  Kleinheit  herabbringen;  denn  es  ist 


Lim 


/ A_\»+i 

U+l. 


V 


=Lim(l  J^j) 


»4-i 


= t“+»=l. 


Aa 

Lim(rnFi=0  fäT  m>1, 

= 1 für  »i  = l; 

und  also,  da  wir  m nicht  kleiner  als  die  Einheit  nehmen, 
Gränzvverth  der  fraglichen  Differenz 

— Liw^^jll' — '0}  oder  =Lira^— 1— 1), 


der 


d.  i.  In  jedem  Falle  =0,  weil  fi  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn 
auch  A wächst.  Die  Grössen  rechts  in  (4)  und  (5)  rücken  also 
einander  immer  näher  und  nähern  sich  einer  und  der  nämlichen 
Gränze.  Ihr  gemeinschaftlicher  Gräuzwerth  ist  dann  auch  der  von 
Sm : (A -f  l)m4 *,  weil  diese  Grösse  nicht  ausserhalb  jener  Werthe 
fallen  kann.  So  linden  wir  nun 


oder 


Da 


T . 1 

y , im  + 2”»+3’”+....+/t”  1 

L"m  (4+lpn  m+1* 


(6) 


im  4-  2»»  + 3“  +....  + hm  lm  + 2"+31"  + ....  + A”  „ , 1,  ,, 

A»4-i  — (A+l)»+i  <1  + A) 

ist,  so  folgt  hieraus  noch 

L,m £-"+ i =5TR'  ^ 

Das  auf  diese  Weise  gewonnene  Lemma  können  wir  nun  sogleich 
zur  Lösung  unserer  ursprünglichen  Aufgabe  benutzen. 


, , »• 

Verwandelt  man  jedes  Glied  des  Ausdrucks 

dm  (1 — S)n  f (2d)»(l— 2<5)»  + (3d)”*(l-3d)»+.... 

^ 1 1 ' ... . + (A— 1 ö)»  (1 — A— 1 <J)” 
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nach  dem  Binomialtheoreme  für  ganze  positive  Exponenten  in  eine 
Reihe,  so  nimmt  derselbe  die  Eorm  an: 

ii0Sm  — n,dm+1  + n2dm+2 — »#d"+8-|- .... 

-f-w02*am  — »j  2m+ldm+,-|-»s  2n*+*dM+2  — n3  2m+s3m+84-.-.. 

-J-  n03"  d"  — Wj  3,B+1dml1-|-«23m+2dl*+2—  »33"+8dM+8+.... 

-fn0(A—  1)"^“ — w i (k — l)n*+1dm+1  f «,(£ — l)m+I(5’"+2  — 
d.  i.  bei  Addition  in  vertikaler  Richtung 

n0  öm  1 1™  + 2"  f 3«  + ....  + (k— 1)"  | 

— n,  d*t 1 11"+ 1 + 2m+ 1 + 3m  t 1 -f- ....  -f  (k~  t)»+ 1 1 
+ n2  öm+x  1 1 n'+2 -f 2m+2  + 3”+2  + ( k — 1)"»4  2 1 


Setzt  man  noch  i — j_  und  dividirt  mit  k,  so  wird 
^ jö" (1 — d)"  + (25)" (1 — 2d)"  -f  (33)»» (1 — 3d)n  + ....  ) 

....+(3t=Ta)"(i— ' Ä=ia)»  ( 

l«+2m  + 3m  + .... + (A— l)m 

— Wo  "Jürfl 

1"+*  + 2™+1+....  + (ä— 1)"+* 

-»1  -gs+ä 

1™4  2 + 2*+2  + ....  + (A- — !)"•+* 

+ "*  km  t * 


Lassen  wir  nun  k ins  Unendliche  wachsen,  so  ergiebt  sich  der 
Gränzwerth  jedes  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Gliedes  nach 
Formel  (6),  indem  man  k—h  — I setzt,  wo  nun  h ebenfalls  unausge- 
setzt zunehmen  muss;  die  Reihe  rechts  geht  dabei  in  die  folgende 
über : 

. _J?o_ »!_.»!*__  . ”»  /n\ 

m-f-1  m + 2'»n+3  ' ' 

welche  nun  den  gesuchten  Gränzwerth  darstellt. 

Es  Hisst  sich  aber  noch  mehr  thun;  man  kann  nämlich  diese 
Reihe  und  sogar  die  allgemeinere 


«o 


»l 


a ä-f  1 T<T+2  irTTn’  (,0> 

worin  a eine  beliebige  Grösse  ist,  auf  folgende  Weise  summiren. 
Es  heisse  Tn  diese  Summe,  so  ist  durch  Multiplikation  mit  l + ~ 

Tbeil  IX.  25 
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<1 + £)?'» 


«0_ 

«i 

1 

«2 

a 

0 + 1 

i" 

o+2 

o+3  + ”" 

a 

. ”1  , 

o m2 

O Ms 

« + 1 

M + 

a 

+ 2 ’ n 

0 + 3 ’ M 

(11) 


Hier  lässt  sieh  die  zweite  Horizontalreihe  rechts  auch  so  schreiben : 


"o_a L 

n o+l 


)5+<1-^ 


»o— «i  + »a— m3  1- 


» +‘“ 


1 «,  1 2»a  1 3«  3 

a + 1 * m a + 2 ’ n ^ a + 3 « 


(w— 1),,  («— 1),  (»— l)z 

a + 1 a + 2 ' a + 3 


weil  Mq— Mj+fia 
nach  No.  (11) 


— ....  =0  und  immer  = (n— l)p  ist  So  wird  nun 


a+;)Tn 

Mp  «t  ■ «a  »3  ■ 

o o + 1 ^ o + 2 a + 3 

(n-l)0  (ii— l)t  (?i— l)a 

*'  o+l  a+2  + o+3 


Nimmt  man  die  unter  einander  stehenden  Grössen  zusammen 
und  berücksichtigt,  dass  immer 

mp—l  +wip=(o(+l)p,  also  (m+l)p — nip—i  = mp , 

oder 

Mp  (m  — l)p— i — (m  — l)p 

ist,  so  wird 

d+,“)nX 

— l)o  (w  — l)i  , («  — 1)3  . 

o o + l'a  + 2 a + 3 "l"“*’’ 

d.  i.  nach  No.  (10) 

d+^^TW-r  oder 

Mittelst  dieser  Reduktiousformel  findet  man  leicht 
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_ ti(n  — l)(n — 2)....  2.1 
,n  («+n)(«+n-l)....(a+l)  ,0' 

und  weil  nach  (10)  Tn  — — ist,  vermöge  der  Bedeutung  von  Tn: 

”o  _ »1  «2  _ Jln 1.2.3....W 

a a+1  a+2  a (a+  L)  (a+2)....(a  -f  «)’ 

Nimmt  man  a=m  + l,  so  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  in 
(9),  und  da  diese  den  Gränzwerth  der  rechten  Seite  von  (8)  darstellt, 

so  wird  jetzt  fiir  d=£-: 

Lim  |-|dm(l— Ä)”+(2d)”*(l— 2d)"  + (3d)m(l— 3d)»-.„.  j 

....  + (A— ld)™  (1 — GT<5)“  i ( , (12) 
1.2.3....W  i 

, “ (rn+I)  (/«42)....(wi  fj»+l)  ) 

womit  unsere  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 


XLIII. 

Allgemeine  Reductionsformel  für 
gewisse  bestimmte  Integrale. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Das  bestimmte  Integral 

J*a  F[{ax  — ^\ox,  (1) 

worin  a und  6 ein  paar  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene 
Grössen  bedeuten  mögen,  lässt  sich  auf  folgende  Weise  umwan- 
deln. Zuerst  bat  man  identisch 

25* 
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'-£[*  + 


ax 

x 


v- 


-)* 
x 


wovon  man  sich  leicht  durch  die  Bemerkung  überzeugt,  dass 
■lo6  + (ax  — ~)2=  (<*•*+ 


ist ; setzt  man  daher  unter  dem  Integralzeichen  jenen  der  Einheit 
gleichgeltenden  Faktor  zu,  so  nimmt  das  Integral  folgende  Form  an : 


*;/>(—!>*]  1*+^ 


ax 

x 


\ab  + (ax  — - ) 2 


(« + xi)dx- 


(2) 


Führt  man  eine  neue  Veränderliche  y der  Art  ein,  dass  ax — — ==y 
ist,  so  folgt  x 

(a+-^)8x=dy. 


und  wenn  x die  Werthe  ar=oo  und  x=0  angenommen  hat,  so  ist 
entsprechend  y—-\-<z>  und  y— — » geworden.'  Demnach  geht  das 
Integral  unter  No.  (2)  in  das  folgende  über: 

ioj-v  F^>  1,1  ^ 

Denkt  man  sich  jedes  dieser  Integrale  in  zwei  andere  von  y—~  » 
bis  y=0  und  von  y—0  bis  y= ao  zerlegt,  so  bemerkt  man  gleich, 
dass 

sein  muss,  weil  die  Funktion  FCy2)  für  negative  y die  nämliche 
ist,  wie  für  positive  y.  Hieraus  folgt  noch 

Fiy"1)  Oy  = F(yr)8y.  (4) 

Da  ferner  die  Funktion 

die  Eigenschaft  hat:  <p( — y)= — <p(+y),  so  folgt  leicht 
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VJsf? 8» = -/.*  rw  fffff’'' 

und  hieraus  wieder 


f-.F^vdw>a=0-  <5> 

Durch  Substitution  der  in  (i)  und  (5)  gefundenen  Resultate  redu- 
zirt  sich  unser  Integral  in  (3)  auf 

s/o'f 

Vergleichen  wir  jetzt  die  erste  Form  des  Integrales  in  (1)  mit 
dieser,  so  haben  wir  die  Gleichung 


/>[<«*-§)•] 

Setzen  wir  noch 

F(z)=f(lab+2), 

so  folgt 

F[(o*-|)*]=/(2aA  + (ax-~)*)  = f(a*.z*  + ~), 
F(y*)  = /'(•2a*  + y1) ; 
und  mithin  erhalten  wir  zuletzt 


Da  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  offenbar  viel  einfacher  als 
das  auf  der  linken  ist,  so  kann  die  vorstehende  Gleichung  als  Re- 
duktionsformel dienen  und  lässt  in  dieser  Beziehung  manche  inter- 
essante Anwendungen  zu,  von  denen  ich  hier  besonders  eine  näher 
betrachten  will. 

Sei  f(i)=e— *,  so  wird 


i’  1 /»* 

e-(°'*,+£i)dx=^ J e-CiaMs’)  ay 


Der  Werth  des  Integrales  rechts  ist  aber  bekanntlich 
folglich  haben  wir  jetzt 


*)  Archiv.  Thl.  V.  S.  90. 
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/**  e-  dx—*'L^e~iab. 

%J'Q  2fl 


(7) 


Dieses  Integral  lässt  sich  wieder  benutzen , um  sehr  rasch  den 
Werth  von 

J*x  cos  ßu  du 


(8) 


a*+M* 

zu  linden.  Man  hot  nämlich  immer 

k=Jo  e~k%*Z\ 

also,  wenn  man  k=ul-{-u;  und  z—x2  setzt: 

1 /*® 

«■*+“*  J o 

Durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  No.  (8)  ergiebt  sich 
J*  cos  ßu  CU . ^2^4  = 2^  cos ßuduj^^  “’)*•-  dx 

/»OD  /»®  t 

= 2/  / cos  ßu.x.  e~ax' . e~ Su  Sa:. 

J 0 J o 

Kehren  wir  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um,  indem  wir  erst 
nach  u und  dann  nach  x integriren,  so  ist 

/**  cosfotd«  _ 2 />x  Xe-axxx  dx  f*  cog  ßu  *-**«’  fa 

J 0 ßa+M3  Ja  Jo 

Hier  lässt  sich  der  Werth  des  nach  w genommenen  Integrales  mit 
Hülfe  der  bekannten  Formel 

y»*  „ \TZ  rß\*  1 , 11  *•  , 

cos  ßu  e-y'u'  du  — -_-3  er-  \ty) 

0 ! T . ■ 1 ay  ..  »MSI-  i.V ; !.  • 1 •••„: 

leicht  angeben,  indem  man  x für  y setzt.  Es  wird  so 
= V^r/  e-  Sa: , 

ß 

d.  i.  nach  Formel  (7)  för  a=a,  6 = ^: 

v;  vi  will*  '*:*»:>  itJl  i 

P^cosßudu  _n  . ,(9) 

Jo  2«e  W 

Durch  partielle  Differenziation  dieser  Gleichung  nach  ß ergiebt 
sich  noch 
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f. 


x «sin  ßudu 
«*+»*  = 


rC— a? 


(IO) 


und  di 088  sind  die  beiden  Formeln,  welche  so  oft  in  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  gebraucht  werden. 


XHT. 

Quid  in  Inalysi  AlaJlicmalica  valeant 
signa  illa  Io^«(x),  Sin  r,  Cos®, 
Arcsin®,  Arccos®,  disquisitio. 

Auctore  Dr.  E.  G."  Bj  ürling, 

ad  Acad.  Upsal.  Doccus  Math.,  ad  Gynin.  Aros.  Lector  Math.  design. 


(Ex  Actis  Acad.  Sei  ent.  Stockholm,  anno  184.1.) 


Illustr.  Cauchy  signorum,  de  quibus  heic  quaeritur,  pleraque 
certis  dumtaxat  ipsarum  x et  y et  „Baseos“  b valoribus  ex  Ana- 
lysi  esse  tollenda  statuit,  nentpe 

signum  xv , quoties  pars  realis  ipsius  x negativa  sit,  nisi  eodem 
tempore  y realis  et  quidem  valore  numerico  integro 
'fuerit  aut  =0; 

sign.  Logj(x),  non  solum  1°)  quoties  pars  realis  ipsius  x ne- 
gativa sit,  sed  etiam  2°)  quantitate  x qudlibet,  dum 
pars  realis  Baseos  b negativa  cst; 

atque  signa 

Arccos'^  I ’ *luoties  x realis  numerice  > 1 fuerit. 

Signi  illius  x'J  damnandi  caussa  duplex  liaec  edita  est  *).  Om. 


•)  Cauchy,  A nal.  A lgd  br.  ucc  uon  Eiere,  de  M a I h c m.  T.  I.  (1826) 
pag.  2.  — (>uo  licet  in  luco  ulroque  realis  lantuinmodo  considerata  sit  y, 
per  sc  tarnen  plane  apparct  signo  X,J , dum  y realis  est,  damnato  abrogalum 
hoc  quoque  esse  signum  pro  y imaginariA:  — id  quod  praetcrca  ex  co  con- 
stat,  quod  Cauchy,  ubi  iu  „Leg.  du  Calc.  Diffcr.  (Leg.  XI.)“  signum 
hoc  x®  pro  y imaginariA  definit  uni  sistit,  solas  cas  X,  quibus  positiva 
ccdat  pars  realis,  commemorat. 
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nium  scilicct,  quas  complectitur  universale  illud  signum  ((x))s,  quan- 
titatnm  nulia  — dum  pars  realis  ipsius  x negativa  est,  nec  simul  y 

3uantitas  realis  nuinerice  Integra  aut  0 — digna  quae  peculiari  quo- 
am  signo  distinguatur  visa  est.  Nec  id  solum ; sed  si  forte  ad- 
raissum  foret  lioc  signum , etiamsi  pars  realis  ipsius  x negativa 
esset,  et  quidem  ita  ut  significationem  illius  pro  hoc^casu  ex  de- 
linitione  ipsius  ((x))’J  aequali  modo  ac  signiticationem  ejusdem  pro 
parte  reali  x positivä  deduci  placuisset;  non  posset  fieri  quin  an- 
cipitis  huic  signo  xü  in  casu,  cujus  heic  mentio  est,  adsignati  sensds 
rei  merito  judicarentur  Geometrae. 

Tum  signi  l(x)  ideoque  ipsius  etiam  Log  h(x)  — • dum  pars  realis 
ipsius  x negativa  est,  etiamsi  Basis  b realis  ac  positivä  fuerit  — dam- 
nandi  caussa  duplex  fuit  eadem,  quam  modo  citavimus  *).  Quibus 
autem  adductus  rationibus  prineeps  ille  Geometer  signum  hoc 
Logj(x)  — quaequae  sit  x quantitas,  dum  pars  remis ßaseos 
b negativa  est—-  interdixerit  Anatysi,  id  quidem  in  opereprae- 
claro  „Le?ons  du  Calc.  D i fferen t ie I“  (Le?.  XI.)  fuit  explica- 
tum.  In  eo  scilicet , ut  plane  apparet,  positae  sunt  hae  ratijnties, 
quod  jam  antea  signum  w pro  negativä  ipsius  b parte  reali  fuerat 
abrogatum.  V&.s  !>«'•.'  - ■ 

Quae  tandem  fuerit  Caucby  perill*  caussa  signorum  Arcsin x 
et  Arccos  x (x  reali  numerice  >1)  excludendorum , bis  fere  verbis 
obiter  explicari  licet.  Postquam  in  „Le?,  du  Calc.  Differ.  “ 
(Le?.  XI.)  ambo,  quae  in  signis  Arcsin ((x))  et  Arccos((ar))  com- 
prebenduntur,  quantitatum  agmina  exhibuerat  Auctor,  deinde  osten- 
dit  agminibus  bisce  — dum  imaginaria  est  x=a  + ß\f -1  (a  et  jJ 
realibus,  ß haud  =0)  — suam  utrique  inesse  quantitatem  praeci- 
pue  notandam  et  quidem  ita  comparatam,  ut,  si  ponatur  x realis 

l—a)  et  numerice  ^ 1 , in  { Arccos  o | a**eal-  His  demum  quauti- 

tatibus  praecipue  notandis  signa  Arcsin  x et  Arccos  a:  addicenda 
esse  censet.  Quo  pacto  comparatis  aequationibus 

Arcsin  x = $ + Ei  V^— I ) . 

| proutp  positivä  est  aut  negativa  quantitas. 

Arccos  a:  = tp,  + E^  V — 1 ) 

[$ , , £1 , Et,  certas  denot.  quantitates  reales], 

Cauchy  admonet,  si  in  eis  ponatur  ßz=0  (ideoque  x realis  =«), 
fieri  ut  £1  et  D,  in  0 abeant  atque  ^5  et  in  Arcsin  a et  Arc- 
cos«, quoties  et  numer,  71  sit,  at  vero  dum  « numerice 
>1  ponitur.  fieri  ut  expressionum  El  et  D,  suus  cuique  cedat 
valor  quidam  haud  =0:  — quo  ex  eventu  fataü  sufficieutem  sibi 
datam  esse  censet  rationem  excludendorum  in  hoc  casu  ex  Ana- 
lysi  signorum  Arcsin  x et  Arccos  x.  Scilicet  in  hoc  casu  (/}=0,  a 
numer.  > 1)  „l’expression  + £l,“  ait,  „admettant  non  plus 
uneseule  valeur,  m ai s d eux  vale urs  egales  et  de  ei- 
gnes contraires,  ie  second  membre“  (aequationum,  de  quibus 


*)  Viel,  locum  modo  eil.  operis  Exerc.  de  mathein. 
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heic  quaeritur,  titriusque)  „cessc  d'etre  comnletemcnt  dcter- 
mine.  On  doit  donc  alors  s'ahstenir  d employer  la  no- 
tation  Arcsin  x “ (pag.  126.  Lee.  sur  le  Calc.  differ.)  et 
„la  no  tation  Arccos  x“  (pag.  128.  ibid.).  *) 


Venimenimvero  quis  est  qui  non  videat,  quanti  sit  discrimi- 
nis  ex  Analysi  vel  nnicum,  nisi  aliter  fieri  nequit,  tollere  signtim! 
Certe  nobis  quidem  hac  ipsa  circumspectione  commdtis  in  mentettl 
venit,  ut  rem  datA  occastone  diligentiori  cuidam  examini  subiiee- 
remus.  Quo  facto  ut  primum  nobis  fuerat  exploratum  i utero ic- 
tis,  quoruni  supra  mentionem  fecimus,  haudquaquam 
onus  esse  Analysi,  id  nobis  curae  habuimus,  ut  rein  oiunibus 
liberatam  duliiis  exposituri  essemus.  Queiu  tarnen  in  linera,  non 
omnino  potuimus , quin  ad  ipsa  nrincipia  doctrinac  quantitatum  Ima- 
ginariarum  regressuri  essemus , lacunas  expleturi  nonnullas  et  quae 
nisce  principiis  bucusque  indefinita  qiiodammodo  relicta  erant,  eadera- 
que  profecto  haud  minimi  momenti  **),  perfecte  determinaturi. 
Ünde  factum  est,  ut,  quae  in  manibus  est,  disquisitioni  proposi- 
tum  fuerit  principia  doctrinae  Quantitatum  Matbeseos 
Analyticae  (realium  aeque  ac  imagin ari arum)  apto  re- 
rum  ordine  et  quid  cm  adeo  certe  ut,  quid  in  genere  va- 
leantsigua  illa  in  titulo  couscripta,  perfecte  constat» 
breviter  exponere. 

Quae  cum  ita  sint,  ante  omnia  juvat  referre  neutiquam  nobis 
in  meutern  venisse,  ut  postquam  ea,  quae  a Cauchy  inde  tanto 
cum  studio  artificioque  singulari  exstructa  fuerint,  demoliti  fuisse- 
mus,  uns  quidem  fundamento  cuipiam  novo  novum  superstruere 
aedificium  conaturi  essemus.  E contrario  id  nobis  habemus  pro- 
positum,  ut  incolumi  quod  disposuit  Cauchy  aedificio  adponamus 
jiro  virium  modulo  novi  aliquantuluin  fundamenti,  cui  postea  super- 
.struatur  (si  fors  ita  ferat)  ulin  quuedam  domus  priori  ab  latere  ad- 
jungenda,  — vel  potius  omissis  ambagibus:  Salvis  usque  definitio- 
mlius  Cauchyanis  signoruni,  de  quibus  agitur,  ubicumque  iis  uti 
per  illustr.  Cauchy  hucusque  licitum  fuerit,  nos  postquam  ratio- 
nibus  rite  subductis  invenimus  nihil  omnino  impedire,  quominus 
caeteris  etiaui  in  casibus  conservata  haec  signa  ad  usum  Analy- 
seos  insignem  vertantur,  id  noln®  hoc  tempore  injunximus  nego- 
tium ut,  quibus  buec  signa  bis  ipsis  in  casibus  jure  vindicentur 
quantitatibus,  breviter  (quoad  fieri  poterit)  ac  perspicue  exponatur. 


*)  Admoncre  fiele  juvat,  Illustr.  Cauchy,  quainquam  fioc  loco  signa 
illa  Artsinj;  ct  Arccos  abrogauda  esse  censet,  antea  tarnen  alio  quodam  loco 
(Anal.  Algdbr.  pag.  326.  et  327.)  cadcm  fiaec  signa  ct  quidem  eo  ipso  in 
casn,  cujus  supra  mentionem  fecimus,  Analysi  conccssissc  adliibenda.  Vcrum- 
tamen  siguificaliunem , qud  praedila  tune  stitcrat  fiaec  signa,  male  sibi  con- 
stare  haud  latet.  Forsitan  fiaec  ipsa  est  incuria  , cui  debeatur  quod  postea 
promulgavit  magnus  Ille  Geomelra  inlcrdictum : — cujus  praelerea  (ut  infra 
patebit)  in  lacunft  quadam  argumentationis  residet  culpa. 

**)  Etenim  fieri  noo  polest,  quin  bis  ipsis  lacuuis  rationibusque  sibi 
fiaud  perfecte  constantibus  tribuenda  sit  culpa  eorum,  quae  supra  commemo- 
ravimus  , interdictorum. 
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Cul  licet  expositioni  hatul  omnihus  opus  fuetit  sigillatim  per- 
ducendis,  quae  rem  spectent,  ratiociniis  atque  argumentis;  tarnen, 
ut  ne  abrumperetur  ipepte  tiium  orationis,  non  potuhnus  cjuin  cun- 
ctas  plerisuue  in  locis  sibi  proprias  majoris  certe  moinenti  formu- 
las,  earumüemque  licet  permultas  ex  scriptis  illustr.  Cauchy  jam 
perbene  notas,  adponendas  curaremus.  Praeterea  vel  maximi  inter- 
fiiit,  ut  cuique  Sectioni,  quaenam  definitione»  Analyseos 
legeaque  antepositae  illi  postularentur,  nominatiiu  foret 
praescnptum,  cum  videiicet  in  bnem  ut  salvis,  quae  in  prae- 
cedeutibus  Analyseos  partibus  statutao  fuissent,  legi- 
bus novas  beic  omni  absque  controversiä  et  ambiguitate  audi 
liceret.  *) 


Quid  in  Analysi  valeant  signa  illa 

i Taogar,  Cotar,  Secar,  Coseca:  1 

Arctg.T,  Arccotar,  Arcsecar,  Arccosecar  | 

definire,  id  mildem  iis,  quae  dissertationi  huic  proposita  sunt,  in- 
timo  sane  cohaeret  nexu:  nec  possumus  quin  hoc  loco  fateamur 
iis,  auae  de  „functionibus  hisce  compositis"  tradidit 
Caucny,  haud  pauca  (eademque  majoris  ad  rem  momenti)  habere 
nos  adjicienda;  sed  haec  tarnen  et  alia,  ne  justo  prolixior  evadat 
dissertatio,  in  aliud  tempus  differenda  censemus. 


*)  Ex  co  tarnen  (ut  faclle  patet)  minime  consequitur,  opiaari  nos  in 
systemato  Analvseos  oportet«  notioncs,  quae  heic  infcrunlur,  iis,  quae  ante- 
positac  esse  postuiantur , immediate  succederc.  Sic  ex.  gr.  nii  impedit,  quo- 
mimis  perfoclc  tlefiniatur  sign  um  illud  , y reati  (x  reali  aequo  ac  imagi- 
nariA) , cliamsi  nnlla  prorsus  huic  Sectioni  praemissa  foret  doctrinae  serieruai 
inliuitarum  particula,  — id  qnod  reverA  sic  fieri  possc  coinmonstrant  $5*.  1* 
cl  2.  Cap.  I.  subsequenlis  — j cx  co  tarnen  minime  consequitur  negare  nos 
ca»  quae  in  hisce  §$18.  occurrunt,  doctrinae  illi  scrierum  (realibus  certe  ter- 
minis),  Cauchy  ipso  auclore  (Anal.  Algebr.  Chap.  VIII. ),-  jure  esse  post- 
poneuda. 


Digitized  by  Google 


387 


IVlMüft  ,(*Oiv>»t  0~  . bi  i >•>  . i • 0 riiub  mtii  >-j 


CAPUT  Imum. 


Quid  in  Analysi  valcat  signuin 

(1) **• 

Quid  valeat  hoc  signum  x reali  quälibet  codemque  (empöre  y 
quantitate  reali  tali,  cui  cedat  valor  numericus  integer  aut  U,  ne'c 
non  x Numerum  (quantitatem  positivam)  denotante  atque  y rea- 
lem tjuamlibet,  id  cognitum  heic  jure  postulatur.  De  caetero  ut 
praecise  definiatur  locus,  quo  nos  heic  positos  esse  (ingamus,  in- 
nicare  juvat  in  §>».  1.  et  2.  subsequentibus  postulari: 

1°)  quatuor  illas  operationes  Arithmeticas,  realibus  applieatas 
quantitatibus,  una  cum  iis,  quae  ad  radices  Numerorum  positivus 
eorumque  Potentias  (Exponente  reali  quälibet)  pertineant; 

2)  clementa  Trigonometriae  planae  (vid.  Cauchy,  Anal.  Al- 
gdbr.  Not.  1.  pag.  425  — 435.  unä  cum  „Pre  liminair  es“  ibid. 
pag.  11 — 13.). 

• !••  ■ •'ir-.  . 1 

§.  1. 

De  Quantitatibus  in  y euere  prolegomena. 

1.  „Quantitas  realis“  nobis  crit  „Numerus  (quant. 
positiva)  aut  negativa  quant.  aut  zero.“  — „Quantitas 
in  gene/e“  vel  „Quantitas  Analytica“  vel  etiaro  verbo 
„Quantitas“  expressionem  complectitur  quamcumque  formae 
ce-HJV^-1  ( n et  ß realibus);  ipsi  a nomen  cedit  „pars  realis 
quantitatis“  „ß  Cogfficiens  ipsius  V — 1.“ 

Imaginaria  vocatur  quantitas,  cui  Coefficiens  ipsius  V — 1 
haud  0 sit;  e contrario  formula  unaquaeque  a -p  ß V — 1,  cui  jS=0 
sit,  soli  a aequivalere  ideoque  realis  esse  quantitas  cetisetur. 

Notio  i(la  „Modulus  quantitatis“  satis  cognita  est.  Ex 
deßnitione  ipsa  „quantitatum  aequalium“  rectä  consequitur 
1°)  fieri  non  posse,  quin  moduli  quantitatum  aequalium 
aequales  ipsi  sint,  et  2°)  eam  solam  =0  esse  rjuantita- 
tem,  citi  modulus  =0  cedat.  Tum  ex  ipSa  delinitione  notio- 
num  „Summae“,  „Diffcrentiae“,  „Producti  (Dignitatis)“ 
et  „Quoti“  patet,  quid  valeat  signum 

(1)  . a*  Beu  (a  + |S  V~--i)s , 

dum,  x quantitate  quälibet,  y realis  est  quantitas  va- 
lore  numerico  integro  (=+rn),  scilicet 
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xm=.xxx ....  (m  factoribus) , x—*”  zz 


nee  nou  dum  y=0  est  (certe  nisi  simul  x=0  fuerit)*),  scilicet 

x°=  1. 

2.  Quoniam  (ut  satis  constat)  quantitatem  a -f  ßV~ — 1 quam- 
libet  (inodulo  =q  posito)  formulä  illa 

(2) pCCose+V^ISine) 

exprimi  licet,  0 realem  denotante  quantitatem,  quamviscumque 
eligi  placuerit  ex  iis , quarurn  Sinus  et  Cosinus  forimdis  iilis 


(3) 


{ 


pCosö=cr, 
q Sinfl  = j3 


satisfaciant ; patet 

1°)  dum  « positisa  est,  licere  „Argumentum“  6 coop- 
tari  r=Arctg~,  ideoque  tune  loco  ipsius  a f-  ß V — 1 substitui 
istam 

(2')  p (Cos  r -f-  V -^-1  Sin  r) ; 

2°)  dum  a negativa  est,  licere  ö cooptari  r + n,  ideoque 
tune  loco  ipsius  a+/JV~— I substitui 

(2")  g[Cos(r+jt)-|-V" — 1 Sin (r-J- rc)]  seu  — p(CosT-f-V— TSinx); 

.1  : . 't  . > 

atque  3°)  dum  «=0  est  (ideoque  quantitas  ipsa  formae  /JV"'—  1) 
licere  loco  illius  ex  arbitrio  substitui  vel  (2')  vel  (2*),  eo  quidem 

JE 

pacto  ut  litterA  illd  r intelligatur  f -g  priori  in  casu,  posteriori  autem 
qp  prout  positiva  est  ß aut  negativa.  Licebit  igitur  conten- 
dere  ambas  illas  aequationes 

— l=±p(Cosr  +V—  1 Sin  t), 

(quarurn  illa  positivis  a quibuscumque,  negativis  haec,  valet). 


*)  Quod  atlinet  ad  ftiguum  illud  (P  (y  datA  quantitate  generis  ciijoscum- 
que),  hoc  loco  (ne  gutia  supersit  dubitatiouis)  scmcl  omnluo  imlicare  juva- 
bit,  quoniam  hoc  signum  in  Analysi  nusquoin  occurrit,  nisi  ubi  limes , in 
quera  convergal  X*  qaantitate  X ipsi  (tune  lempori»  proposilä)  in  0 conver- 
gente , signilicetur  , nos  in  sequentibus  — ubicumquo  de  signo  X^  erit  quacstio 
(certe  exrepto  ca§n  illo  unico  y = l)  — verba  illa  „certe  nisi  X~0  fue- 
rit“ subiutellecta  veile:  cujus  praetcrca  reserv atiouis  memoriam  quibus 
decct  loci»  rcvocaudam  curabimus. 
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etiamsi  <*=0  fueri  t,  permanere  legitimas  eo  q ui  dem  pacto 

ut  litterA  illd  x tune  limes  ipse,  in  quem  Arctg^  valore 

ipsius  a numerico  indefinite  decrescente  convergit, 
intelligatur,  quippe  quoniam,  tendente  a in  zero  ex  plaga  posi- 

t 75  ß 

tivä,  ±2  ipsi  sunt  ümites  hujus  Arctg^  (prout  positiva  est  ß aut 

71 

negativa)  et  quidem  vice  vcrsA  q-  ,j  tendente  o in  0 ex  plaga  ne- 
gativA. 

Ex  his  porro  consequitur  — • nuaequae  sint  a et  ß qnantitates 
reales  (certe  nisi  ambae  =0)  ■ — lore  ut,  p realem  denotantc  quan- 
titatem  valore  numerico  integro  aut  0,  semper  valeat 

\ 

(4)  ...  aP  = (a  -f-  ßV -1)P  = QT(Cospd  -f  V~^ISinp0), 

6 realem  denotante,  quamviscumque  eligi  placuerit  ex  iis,  quaruni 
Sinus  et  Cosinus  aequationibus  (3)  seu  condition!  buic 

(3)  . . . a + ßV — 1 = p(Cos6 -f  V — 1 Sin6) 

satisfaciant;  eamque  ipsam  ob  rem  contendi  licere,  prout  a po- 
sitiva  est  aut  negativa,  valere 

(4')  ....xP  = (a  -f  ß V — 1)P  = (+  q)P  (Cos px  -f  V — 1 Sin  pt), 

ambasque  simul  aequationes  hasce,  dum  a=0  est,  eo  quidem 

ß 

pacto  ut  litterA  i 1 1 a x tune  limes  ipse,  in  quem  Arctg ^ valore  ip- 
sius a numerico  indefinite  decrescente  convergit,  intelligatur,  ideo- 
que  ± ^ in  superiori,  at  in  inferiori  + prout  positiva  est  aut 
negativa  ß. 

§•2.  . 
De  Radicibm  et  Potentiis  (Exponente  reaH)  quantitatis 
cujuscumque. 

Ob«.  Quantitaa  ipsa  liaud  =0  esse  supponitur.  (Vid.  Not.  pag.  388.) 
1.  Si  convenit  (ut  reverA  fert  consuetudo)  signo  ((a+ßV  — 1))", 

JL  n 

breviter  ((x))n  seu  eam  intelligi  formulam  generalem,  quae  in 
se  cunctas  simul  continet  ipsius  x Radices  «t*  ordinis  (n  numero 
integro), 

m 

tum  signo  ((x))n  eam,  quae  in  se  nitam  Dignitatera  (m  oumer. 
int.)  uniuscujusque  harum  Radicum  continet, 

m ' 1 

et  signo  ((x))~n  intelligi -i 

((*))=■ 
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probari  licet,  ft  breviter  denotante  quantitatem  realem  formae  + aut 
nun»,  ist.),  semper  haben 

(6)  ....  ((#))/*  = ?'*  (Cos  ftö+V^I  Sin  fttf  )((!)>“, 

# denotante  (ut  supra)  atque 

(7)  ...  ...  ((!))/*  = Cos 2Aftw± V— lSin2Afur, 

valore  ipsius  k,  praeterquam  quod  numerus  erit  integer  aut  0,  in- 
determinato  relicto,  sed  tarnen  pro  certo  statui  licet  tributis  ipsi 
2 k ex  ordiue  omnibus,  qui  inter  0 et  « (inclusive)  versantur,  nu- 
raerorum  pari  um  valoribus  (0  inclus.)  reverd  exinde  cunctos, 
quorura  capax  sit  membrum  illud  (7)  posterius,  comparatos  esse 

valores.  Et  quidem  si  fuerit  — , i.  e.  valor  ipsius  ft  numericus, 

fractio  irreductibilis  (m  et  n inter  se  primi,  n > 1);  cnncti  hi  va- 
lores sunt  numero  n,  eodemque  in  casu 

(8)  ....  . ((l))±^=((l))»=((lm)A 

Ne  ipsd  quidem  positione  singulari  valoris  ipsius  ft  numerici 
integri  aequationes  istae  (6)  et  (7)  irritae  evadimt;  praeterea  in 
hoc  casu,  ut  ex  aequat.  (4)  patet,  ((tr)}“  in  ipsam  v*  abit.  Tan- 
demque  si  convenit  signo  ((ar))°  — (cüi  equinem  signo  in  Analvsi 
nullus  hucusque  fuit  sensu*  tributus)  — eam  intclligi  forinulam,  in 
quam  membrum  (6)  posterius  posito  ft=0  abit,  ideoque  ((a;))0  — 1 
=zx0;'  exinde  jam  nobis  venia  consequitur  statuendi  veras  perma- 
ncre  aequationes  illas  (6)  et  (7),  quaequae  sit  ft  quantitas 
real is  ac  rational is.  ■’ 

Quod  ad  singulärem  illam  positionem  a:=— 1 attinet,  licitum 
est  und  cum  ed,  quam  dat  aequat  io  (6), 

(9)  . . . ■ ((— 1 )y  = (Cos  ft«  + V —1  Sin  ftjr)((l)V*, 
haue.  uaitare  aequationem 

(9') ....  ((—!)>“  = Cos (2ft+ V^T Sin (2k  + l)ft* 

ex  edque  cunctos  (numero  «,  ubi  plurimum)  elicere  valores  tribuendo 
sficcessive  ipsi  (2A-f  1)  omnes,  qui  iuter  0 et  n (inclusive)  versan- 
tur, numerorum  Imperium  valores.  Et  quidem  si  fuerit  — (valor 

ipsius  ft  numericus)  fraotio  irreductibilis , cuncti  hi  n valores  diversi 
sunt  eodemque  in  casu  (■■>!  - •' 

(10)  . . .•*.  ((_i))*5=(([-i]V.  ^v'.v;r: 

Dato  jam  unicuiquc  earum,  quae  in  signo  ((&))**  — ,, Expo- 
nente“ ft  reali  ac  rational!  — comprehenduntur,  quantitatum  no- 
mine „ft-Potentiae  ipsius  x“ , ex  aequat.  (o)  lex  habetur 
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notabilis  ista : Cunctas  si  via  comparare  quantitatis  eujus- 
dain  p-poteutias,  sufficiet  ut  earum  uni-ca  quaelibet  in 
p-potentias  unitatis  ex  ordine  omncs  multipiicetur, 
seu  (ut  eam  aliter  pronuntiari  licet):  Unica  p - potentiarum  quan- 
titatis x qn.Hibet  per  ((1))“  multiplicatä,  quid  valeat  generale  illud 
signum  ((x))^  habebis.  *) 

, 2.  In  aequatione  generali  (6),  uti  supra  est  monitum , 6 quam-  . 

übet  assuroi  licet  qoautitatum  realium,  quarura  Sin.  et  Cos.  legi  (5) 
satisfaciunt.  Eorum  tarnen,  quae  scquuntur,  vel  maximi  interest 

ut  jam  ad  formam,  quae  aequationi  huic  (6)  lllato  ibi  t (i.  e.  Arctg  -) 
contingat,  probe  attcndatur.  :'i 

Dum  a positive  est,  quoniam  tune  0 cooptari  licet  r ipsum 
(§.  1.),  aequationi  (6)  inde  forma  contingit  ista 

(6')  . j:.  . ((jrJ)s = p.« (Cos pr -f  V -t- l Sin p,T)((l))n  ,■  ; ^ 

=((e)y*(CospT  +V— ISinpr);  1 1 

dum  vero  «negativa  est,  quoniam  tune  f)  cooptari  licet  r j-  n, 

U?)Y =^[Cosp(T+»)-f  \T=i  Sin  n (x  + w).]((l))/‘ 

. ...  . =es(Cospr+\^lSinpr)((-l))/* 

: ' t.  n = (( — p))s  (Cos  ftr  -f  V"— 1 Sin  fix) ; 

• • . JÜtttb  .nmuV'<  Oil  ti-J  «.(?•.  ia.dt;*q  mm  in'  > .tldiw.it 


*)  Binae  quaclibet  p-polcntinrnm  ipsius  X cx  membro  (6)  posteriori  scu 
ex  formulä 

— 1 Sin^)  fCos2^,/4T-|'‘Vr — lSln2£i/7r]  V ^ 

: • ' «“..»•?  I • • 

comparautur , aptum  si  tribneris  ipsi  k valorem  singulärem.  Sit  k'  lali*  (quem 
plucuerit  potissimum).  Contcndo  jam  forc  ut  una  Tel  altera  formul^rum 

(».“(Cos^-j-V  — 1 8in^iÖ)[Cos2Ä,/^4:‘Vr  —1  6in2A,/*9r]» 

per  ((1))M  multiplicata , produc lur«  sit  ((a?))*4.  Id  quod  revera  patet  ex  eo, 
quod  loco  utriusque  ambarum  harum 

(./»(Cos/iS-f  t^HTsin^ö)  [Co»2krim±ir^i  Sin2Ä>rJ((l))“ 

»eu  (quod  idei*  ralct)  harum  ) , • • 

Qf*  [Cos  ft(6  i 2 kn)  + V — 1 Sin  p(ß  2 äst)]  ((1))^  i 
seil,  ipsä  2 kn  eodem  signo  utrobique  alTectA,  substilui  licet 

Qf*  (Cos  (jlB  -f-  V — 1 Sin  l«0)((l))P  > 

quippe  quoniam  littera  b (uti  supra  est  monitum)  dcsignatuin  Tolumus  arcum 
quem  potiasimnm  placuerit  eligi  ex  iis,  quorum  Sin.  et  Cos,  ipsi  (5) 
satisfaciunt. 
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atque  dum  a= 0 est,  quoniam  tune  8 cooptari  licet  ex  arbitrio 
Tel  t vel  T + 7t  (eo  quidem  pacto,  quod  in  §.  1.  erat  commemora- 
■tum),  una  harum  (6')  et  (6")  vaiet  aeque  ac  altera,  eo  quidem  pacto 

ut  titterä.  x tune  limes  ipse,  in  quem  Arctg  ^ valore  ipsius  o nu- 

TC 

merico  indefinite  decrescente  convergit,  intelligatur,  — h.  e. 

in  aequat.  (6'),  at  in  (6"),  prout  positiva  sit  aut  negativa  ß. 

Cunctos  si  quis  voluerit  clicere  valores  di versos,  quorum  capax 
sit  membrum  aequat.  (6')  et  (6")  unumquodque,  sufficiet  (uti  supra 
est  monitum)  ut  ipsi  2 k in 

(7)  . . . . ((1))J*  = Cos  2Ap » i V— I Sin  2k\xn 

successive  omnium,  qui  inter  0 et  denominatorem  valoris  p numerici 
(inc)us.)  versantur,  numerorum  parium  valores  tribuantur,  atque 
ipsi  2k  + 1 in 

(9')  ...  . (( — 1))m=  Cos  (2k  + l)psv ± V~— T Sin  (2£-f-l)pj* 

success.  omnium,  qui  eosdem  intra  limites  versantur,  numerorum 
imparium  valores  tnbuantur. 

3.  De  Potentiis  Principalibus.  Ex  p-potentiis  quanti- 
tatis  x unam  prae  caeteris  et  quidem  notä  illä  (x)v  seu  x“  insigniri 
juvabit.  Cuinam  potissimum  tribuatur  hoc  signum,  decreturos  nos 
omnium  primo  meminisse  oportet,  quisnam  Uli  sensus  in  singula- 
ribus  partium  Aualyseos  praecedentium  casibus  jam  fuerit  tributus, 
scUicet 

1°)  x Numerum  denotante,  signum  x8  Uli  ipsi  Numero,  qui 
p-potentiani  hujus  x couficit,  fuit  reservatum; 

2°)  x quantitate  quMibet,  dum  ipsi  p valor  contigit  numericus 
integer  aut  0,  signo  xv 

si  fuerit  a positiva,  reservata  erat  aequatio 
(11)  ...  . XV  = pu  (Cos  pr-f-V" — lSinpr), 
sin  vero  u negativa,  aequatio 

(11')  . . . a,/* r=^[Cosp(r-f  n:) V — lSinp(r+7r)] 

= p^(CospT+V — 1 Sin  pr)  (—  1)^ 

= ( — e)A*(CospT  + V — 1 Sinpr) , 

scilicet 

( — 1)#*  = Cospir-f-V^ISinp», 

atque,  si  o=0  fuerit,  una  harum  aeque  ac  altera  aequatio  (eo, 
quod  supra  dicebatur,  pacto),  seu  breviter 
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(11")  ....  ( ßV^fy = ( VimCos  ^ ± Sin  ^) , 

prout  positiva  erat  ß aut  negativa. 

Quorum  cum  ea,  quae  ad  (juantitatem  x parte  reali 
haud  negativA  instructam  attineut,  in  lege  isthac 

(12)  ....  an“  — ju(€osfir-f  V" — lSlnpr), 

7t 

scilicet  r — dura  a=0  est  — denotante  J , prout  ß positiva  est 

aut  negativa , continentur;  jam  patet  omnino,  quo  concilietur  defi- 
nitio  signi  x“  (dum  |>ars  realis  ipsius  x haud  negativa 
est),  pro  fi  reali  qu  Ali  bet  eademque  rationali,  in  ipsA  (12)  adqui- 
escere  jure  optimo  licere. 

Quod  ad  x parte  reali  negativA  instructam  attinet, 
quoniam  in  hoc  casu  praeter  (11')  nullA  adstricti  sumus  lege  prae- 
cedente,  patet,  quo  concilietur  huic  casui  definitio  signi  an“  gene- 
ralis, licere  in  ipsA  hac  (II')  adquiescere. 

Quae  jam  definitae  sunt  amhae  xtl,  ut  ex  membro  aequationum 
(6')  et  (6")  secundo  .eonstat,  eae  sunt  p-potentiae  ipsius  x,  quae 

Sositioni  1=0  in  expressione  (7)  ipsius  ((1))p  generali  debentur. 

lae  ipsao  sunt,  quarum  utriquc  nomen  „p-potentia  ipsius  x 
princi pali s “ seu  „valor  ipsius  ((an)).“  principalis“  — (al- 
tera nempe,  dum  a haud  negativa  est,  altera  dum  a positiva)  — 
usque  erit  reservatuni.  Itaquc , fi  quAlihet  reali  ac  rationali,  habentur 

l 1«=1, 

’ ( ( — I)A<=Co8fut-J-  V— ISinprt; 

atque  in  genere,  prout  a haud  negativa  est  aut  negativa, 

\ 

(14)  . . . xt‘  = (+  p)''  (Cos  ^ — 1 Sin  fix) , 

scilicet 


(15)  ....  ( — (>)“  = p'‘( — 1)“  g.'‘(Cos  fix  -f  V — 1 Sin  fin), 

eo  quidem  pacto  ut,  dum  «=ü  est,  littera  illA  t tune  limes  ipse, 
in  quem  Arctg  ^ valore  ipsius  a numerico  indefinite  decr  escente  con- 

vergit , intelligatur  (i.  e.  ± * , prout  ß positiva  est  aut  negativa), 
verbo  igitur 


(16)  ....  (ß  V—iy* = ( V ß2)"  (Cos^  ± V — 1 Sin  ^) , 


prout  positiva  est  aut  negativa  ß. 

Observ.  Dolendum  saue  esse  videtur  quod  de  an“  heic,  ubi 
de  fi  reali  ac  rationali  quAcumque  ageretur,  non  idem  plane,  ac 

Thcil  IX.  26 
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ubi  antea  de  ft  nuraerice  integrd  (0  inclusive)  illata  erat  raentio, 
licuerit  contendi : valere  (inquam)  ambas  illas  (14),  prout  a posi- 
tiva  fuerit  aul  negativa,  atque  pro  « = 0 unam  aeque  ac  al- 
terarn  eo,  quod  supra  dicebatur,  pacto  ut  litterA  r in  hoc  casu 

ß * 

limes  intelligeretur  ipse,  in  quem  Arctg  — valore  ipsius  a numerico 


indefinite  decrescente  convergat,  h.  e.  ± in  superiori  (14)  at  vice 

versd  q ~ in  infcriori,  prout  positiva  fuerit  aut  negativa  ß.  Quam 

scilicet  si  temere  pronuntiavissemus  assertionem,  id  jure  (dum  ß 
negativa  est)  nobis  vitio  esset  vertendum,  quod  uno  signo  eodem- 
que  (ßV — 1)“  duabus  — certe  nisi  ft  forte  integra  numerice  aut  0 
misset  — dispnribus  hisce 


(V  ß?Y  (Cos  — V— 1 Sin^) 

et 

( — Vß*)"  (Cos  ^ J-  V^TSin^) 

i.  e.  (V'ß^yCCos^p^  +Vr— lSin^^) 

tributo  confusionem  nos  sane  graviorem  Analysi  induxissemus. 

Quid  autem?  Quandoquidem,  ut  ex  verbis  novissiiuis  plane 
apparet,  quantitatum  illarum  xf1  seu  («  + ßV — IV*  suum  utraque  in 
limitem  convergit,  decrescente  valore  ipsius  a numerico  indefinite, 
certe  dum  ß negativa  est  ncc  ft  valore  numerico  integro  aut  0; 
nonne  rei  melius  fuisset  consultum,  si,  quemadmodum  de  signo 
Os  in  nota  pag.  388.,  sic  quoque  de  signo  ipso  (ß\^ — ly  statuisse- 
mus  fore  (inquam)  ut  in  Analysi  liusquam  adhiberetur  hoc  signum, 
nisi  quo  limes  umquam  signiticaretur  ipse,  in  quem  imagiuaria  ea, 
cujus  tune  mentio  sit,  quantitas  xu  parte  suu  reali  in  0 decres- 
cente indefinite  convergat?  (quo  ex  statuto  id  nobis  praeterea 
commodi  esset  profectum,  ut  in  sequentibus  nulld  opus  foret  signi 
(ß  V"  — t)u  mentione  sneciali).  Verumenimvero  tali  quodam  decreto 
Analysi  vel  pessime  i'ore  consultum,  ex  eo  solo  patet,  quod  in 
Analysi  saepenumero  fit  ut  haec  formuta  ß — 1 separatam  deno- 
tat  suique  quasi  juris  quantitatem  (ideoque  non  tune  temporis  limi- 
tem modo,  in  quem  unum  vel  alterum  genus  quantitatum  a+ß\' — 1, 
valore  numerico  ipsius  <*  indefinite  decrescente,  convergat):  ex  quo 
conscquitur  Analyseos  non  minoris  interesse,  ut  notio  illa  „po- 
tentia  ipsius  ßV —1  principalis“  [seu  quid1  valeat  signum 
(ß  V — 1)m]  definiatur,  quam  ut  certa  sit  stabilisque  vis  signi  ipsius 
(a+jSV^ly,  sive  positiva  sit  sive  negativa  quantitas  a. 

Quum  jam  in  eo  eramus  heic  supra,  ut  definiretur  hoc  signum 
(ß  V — iy  — [vid.  aequationem  (16)]  — ; nulld  ex  anteccdentibus 
praeter  aequationem  (11*),  eandemque  non  nisi  de  ft  numerice  in- 
tegra aut  0 constitutum , adstricti  eramus  lege  praecedente.  Ke 
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igitur  iusA  id  solum  nohis  fnisse  relictuiu  negotium  videbatur,  ut 
legem  haue  (11")  ft  quftlibet  real!  ac  rationali  ratam  esse  defer- 
remus,  praesertim  quum  fall  ex  edito  id  iusuper  commodi  redun- 
davit,  ut  acqoationum  illarum  (1-1)  altera  certe,  scilicet 

(«  + =<>“  (CoSftT+V — 1 SiuflT), 

legitima  exinde  non  solum  pro  a positiv;!  sed  pro  a haud  nega- 
tiva redd'rta  sit. 

(De  hac  re  plura  in  Not.  I.  sub  linem  Dissertationis.) 

Ex  aequationibus  (6')  et  (6")  eum  (14)  collatis  perspicitur  omni 
in  casu  haben 

(17)  ((*))f*s  **•«!)** 

id  quod  praeterea  ]'am  eognitum  erat  ex  ea,  quae  in  fine  art.  1. 
praeced.  exposita  (nt* rat.  lege. 

Et  quidem  ex  (14)  patet  naberi,  dum  a negativa  est,  semper 

(18)  x/*  = (—  a-)i“(—  i)u, 

nec  tarnen  semper,  dum  a haud  negativa  est. 

Nota. 

Eo  in  casu,  quo  sit  „Exponens“  illu  u fractio,  cui  eedat  Nume- 
rator unitas  ((*=  — ,«  num.int.),  potentiae  illi  princlpali  x*  hoc  quo- 

' n 

que  signum  V x nomenque  „Radix  es  quantitate  x nti  gra- 
dils  principalis“  reservata  erunt. 

fl 

Nosmet  hoc  modo  definitä  significatione  notulae  Vx , scilicet 

* , x 

VX  — X"  , 

ea,  quae  de  hac  notuld  in  partibus  Analyseos  praecedentibus  (seil, 
dum  x Numerus  est  nec  non  1)  statuta  sunt,  neutiquam  laedere 
patet  ex  aequat.  (14)  et  (15).  Radix  ex  Numero  quodam  prin- 
cipalis (ut  apparet)  ipsa  est  ea,  cui  noraen  in  Elementis  cessit 
„Radix  nun)  er  i pösitiva.“ 

4.  Quibus  peractis  jam  constat,  quid  in  Analysi  valeat  signum 


certe  dum,  x quantitate  quftlibet,  ft  realis  est  atque  rationalis. 
Irrational!  » nullus  omnmo  in  praecedentibus,  excepto  casu  illo 
singulari  (3=0  et  a positiv.!,  tributus  fuit  sensus.  Licet  igitur 
abhinc,  omni  absque  praecedentium  noxä,  signum  illud  xu  in  hoc 
etiam  casu  (»  irrational»)  membro  secundo  aequationum  (11)  et  (11')  — 
seu  ipsius  (14)  — aenuivatens  statuere,  quippe  quoniam  hoc  ad- 
misso  aequat  ipsa  (11)  identica,  dum  ß—0  ponitur,  evadit.  Quo 
facto  jam,  quid  valeat  signum 

26* 
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(1) *y’ 

quaequae  sit  y quantitas  realis,  perfecte  est  deterini- 

*Monerc  juvat  hoc  loco  nihil  sane  impedire,  quomlnus  aequatio 
illa  (6)  ideoque  etiam  aequ.  (6')  et  (0")  hoc  etiara  in  casu  (ft  irra- 
tional!) ratae  sistantur,  quippe  quoniam  tali  ft  quantitate  signo  illi 
((x)Y  in  Analysi  nondum  tributus  fuit  sensus. 

Omnibus  jam  eis,  quae  de  Potentiis  quantitatum  hucusque 
statuta  fuerunt,  principiis  in  unum  collatis  memorabile  hoc  compa- 
ratur 


Theorem  a. 

Siquidem,  x=ß-f  ßV^l  quantitate  quälibet  (certe 
haud  =0),  a et  ß realibus, 

p realis  sit  numerice  integra  aut  0, 
p realis  quaelibet, 
q modulus  = V~ «a  + |3a, 

H realis,  quam  potissimum  placuerit  eligi  ex 
iis,  quarum  Sin.  et  Cos.  aequationi  (5)  patis 
faciunt, 

ß 

r = Arctg  - ; 


semper  obtinet 

(I)  . . . . arf  seu  (^[Cosö-f-V^ — lSinö])P 

— QV(Cospf>  4 V~ — 1 Sin  pfy), 

(II)  . . . ((;*)>“  seu  ((e[Cosö+^lSinö]))M 

= qm  (Cos  ftfl  -f  V — 1 Sin  ft fy)  ((!))/“ 

= ((e))M  (Cos  ftO  + V — I Sin  p«) ; 
nec  non  semper,  prout  a positiva  est  aut  negativa, 

(III)  ......  xv  = (+  q [Cos  r-f  V — ISin  t]  )p 

= (+  p)P  (Cospr  -f-  V — 1 Sin/>r), 

(IV)  ....  ((*»#•=  ((+  q [Cos  t + V—  1 Sin  t]))^ 

= ((i  Q))r‘  (Cos  ftr-p  V — lSin/tr), 

et  quidem,  dum  ß=0  est,  superiori  aeque  ac  inferior! 
uti  licet  signo,  eo  quidem  pacto  ut  litterd  t tune  limes 

in tclligatur  ipse,  in  quem  Arctg  ^ valore  ipsius  a nu- 

merico  decrescente  indefinite  convergat,  h.  e.  dtg-,  dum 
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superiori  uteris  signo,  at  dum  inferiori,  prout  posi- 
tiv» est  aut  negativa  ß; 

turn  semper  aequatio  obtinet 

(V)  ....  ar#*=(J:e[Cosr  + — ISinr])“ 

= (±  $)•“  (Cos  ftr  + V— 1 Sin  fir), 

eä  quidem  subjectd  conditione  ut  superiori  utaris  signo, 
dum  a positiv»  est  aut  zdro  (quo  in  casu  novissimo  lit- 

terÄ  illd  r limites  + prout  ß positiva  est  aut  nega- 
tiva, intelligantur),  inferiori  autem  dum  negativa  est  a; 


seil  icet 

(vi) 

(VH).  . - ((—  e))^ = (—  «)#*((!))-“ = *>^  ((— 1)>“, 
(VIII)  (—  p)M=p.“  (—  1).“  = Qf‘  (Cos  H7C -f V—  1 Sin  ftJt) ; 

porro 

(IX) ((*))f  = x“  ((!))*: 


adeout,  euuetas  si  vis  obtinere  quantitatis  cujusdam 
p. - p o t en t i as,  »ufficiat  ut  principalem  illius  p-potentiam 
per  omnes  ex  ordine  p-potentias  unitatis  multiplices; 
denique,  diun  u negativa  est, 

(X)  x»=(—  a:)n(-l)n. 

I)e  caetero  meminisse  juvabit , non  solum  esse 

(XI)  . . . ((!))"  — Cos  1k\xn  + V"  — lSin2£fi«, 

(XII)  ((-  1)).u=(-*-l)''((l))/‘=(Cosfia:-fV— lSin(tJt)((l))", 

(XII')  . . - =Cos  ('2/r -f  l)ftJt+ V^— 1 Sin  (2A-f  I)ftjr, 

in  quibus  k (indeterm.)  breviter  „numerum  int.  aut  0“ 
denotat; 

st ed  etiam  fore  ut,  dum  ft  rationalis  est  quantitas 

— f.  aut  — — (in  et  n numeri  int.),  proterto  statui  liceat 

tributis  ipsi  2£  in  (XI)  successive  Omnibus,  qui  inter  0 
et  n (inclusive)  versantur,  numerorum  parium  (0  in- 
elus.)  atque  ipsi  2A  + 1 in  (XII')  successive  omnibus, 
qui  eosdem  inter  limites  versantur,  numerorum  impa- 
rium  valoribus  reverä  cunctos  (et  quidem  numero  n, 
ubi  plurimos),  quorum  canaces  sunt  ((l))n  et  ((—!))“,  va 
lores  ex  membr.  poster.  (XI)  et  (XII')  esse  comparatos; 
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taiulemque,  ubi  fuerit  — fractio  irreductibilis  (m  et  n 

inter  se  primi,  n>l),  cunctos  hos  utriusque  ((1)V*  et 
(( — 1))a*  valores  ipso  esse  numero  n,  eodemque  in  casu 


(XIII) ((l))*  »=((!))», 

(XIV)  ....  ((-1))±^=(([-1]”))». 

Corollarium. 

De  Radieibns  quantitatum  realium.  Thcoremati  con- 
venienter  praeccdenti  totidcm  sunt  quantitatis  cujuscumque 
(realis  aeque  ac  imaginariae)  nti  ordinis  Radices,  quot  contineat 
„Index“  (numerus  ordinis  n)  unitates ; praeterea  aequatio  illa 
(IX)  iodicat,  cunctas  si  placeat  nti  ordinis  radices  quantitatis  com- 
parare,  suföcere  ut  ratlix  ipsa  principaiis  (ejusdem  ordinis)  per 
omnes  successive  unitatis  radices  nti  ordinis  multiplicetur.  Itaque, 
dum  A Numerum  quemdam  denotat,  habentur 


t n X n 

1 WA=((l))n.VA 

(IX') et 

! ^-A  = ((1))".V-A, 

id  quod  jam  insnper  (VI)  et  (VII)  indicabant. 


n n 

Sin  vero  placet  ambas  hasee  ^ + A ipsä  VA  (h.  e.  radice  prin- 
cipali  ex  valore  numerico  quantitatis +A  seu,  quam  vocant, 
Arithmeticd  ipsius  A radice  vel  potius  eo  ipso  Numero, 
qui  radicem  nti  ordinis  ex  A conficit)  expressas  bauere;  aequatio- 
nes  illae  (VI)  et  (VII)  suppeditant 


i WA  =((1))».  VA 
(IX") j et 

W-A=((-l)r.VA, 

quas  equidem  his  fere  verbis  interpretari  licet : Cunctas  si  placeat 
comparare  nti  ord.  radices  ex  quantitate  reali,  sufBcit  ut  Arithme- 
tica  nti  ord.  radix  ex  valore  quantitatis  numerico  per  omnes  suc- 
cessive ejusdem  ordinis  radices  ex  unitate  positivd  aut  negativd, 
prout  quantitas  ipsa  proposita  positiva  est  aut  negativa,  multiplice- 
tur. Praeterea  nae  ipsae  sunt  aequationes  novissimae,  ex  quibus 
rectd  qonsequitur  lex  illa  notissima,  in  omnibus  inquam  nti  ord.  radi- 

n n 

cibus  ex  numero  A unicam  VA,  dum  n impar  est,  at  duas  i VA 
n pari,  esse  reales:  ex  negativd  autem  quantitate  (—  A)  uni- 

n 

cam  — VA,  dum  w impar  est,  at  n pari  ne  unam  quidem , esse 
realem. 
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n n 

Nota.  Probe  est  notandum  numquam  fieri  ut  V — A=z — V A 
sit  (dum  n>l):  illa,  utpote  quae  principalem  'ipsius  — A conflcit 
radicem,  semper  imaginaria  est  quantitas,  scilieet 

V - A = VA.V—  l==va.(Cos— + V— ISin-): 
liaec  autem  semper  realis.  *) 


*)  Fieri  quidem  potest  ut  graviter  ferenda,  primo  »allem  intnitu,  videa- 
tur  licenlia  realem,  dum  exsistit,  quantilalis  negativae  radicem  denorainatione 

n 

,,  radicis  principalis“  signoque  \ simplici  fraudandi : seu  (jjuo  uno 
ornnia  coinplcctamur  verbo)  temere  forsan  videbitur  ac  praepropere  actum, 
quod  in  ju-polenlii»  quantilalis  X (parle  reali  negativä)  non  ca  potissimum 
urnata  fuerit  denominatione  „priuci  palis“  signoque  illo  XI* , ca  (inqoam) 

quae  realis  ipsa  evadit,  dum  X realis  est  et  formA  — , n impari  (seil.  92 
n ^ 

pari  nnlla  earum,  quae  in  A conlineutur,  realis  est).  Veruintamen  ex 

eo,  quo<l  /s-potentiae  ipsius  X (parle  reali  negatlvA)  onmes  datac  snnt  formulA 

((a?)y*=$M(Cos/sf  + — lSinur)fCos(2Ä*-f-l)/i?rJ;V’ — 1 Sin(2Ä-f-l)/i7r]» 

patet  quod  diximus  offendiculum  aliter  evilari  non  posse,  nisi  Xf*  cooptaretur 
ca,  cujus  (2A-|-l)/t*  inlegro  sit  valore  uumerico  — dum  ita  iieri  poierit. 
Quod  vero  2Ä  -f-  1 lalis  nunqnam  exsistit,  nisi  forte  fuerit  fi  rationalis 
mc  valore  numerico  fraclionie  cui  ced.tt  imparis  numeri  denominator , pro- 
pterea  patcl  omuino  arbitrio  nihil  aliud  esse  relictum,  quam  ut  vcl  signo  X.M 
complures  et  quidem  aliae  aliis  p-  vuloribus  propriae  subjicianlur  uotiones  — 
(id  quod  rcverA  si  forct  admissum , periculum  est  ne  ex  hoc  ipso  in  Cau- 
chyunum  illud  induceremur  Consilium  signi  hujus  X,u,  parle  reali  ipsius  X 
negativA,  ex  Analysi  prorsus  tollcudi)  — vel  ctiam  eA,  quam  ros  supra  in- 
ivimus,  ralione  (quamvis  primo  forsan  conspeolu  speciem  quamdam  prae  sc 
ferat  offensionis)  definiatur  hoc  signum.  Ulrum  eligatur  potissimum,  id  fa- 
cile  constat  ralione  hahitA  emolumenti , quod  Analysi  conlingat  ex  dclinitione 
ita  comparatA,  ut  in  omneiti  fj,  quadret  (realem  immo  non  minus  ac  imagina- 
riam).  Nec  id  solum  ; alia  est  quaedam  insuper,  eademquc  ad  huue  usque 
diem  (quod  jure  licet  mirari)  ueglecta,  gravissimi  saue  ad  rem  dirimendam 
momenli  ralio  ca,  quam  indicant  leges  illae  in  num.  2°).  3°)  et  4°)  5. 

relatac:  quippe  quibus  inopinatum  ferc  arclissimumque,  quo  inlcr  sc  cohae- 
rent  vinculo  societalis  ambo  quantitutum  genera  ea,  quae  nos  heic  sienis 
illis  X/ 1 (quin  iinmo  X,u+*V~ — l)  et  Ix  — negativa  sit  X quA  partem  realem 
oCC  ne  — inlelligcnda  statuimus,  est  indicatnm.  QuA  demum  perspcclA  socie- 
tate  primo  quidem  patet,  qnemadmodum  in  quantitatibus  Siguo  /((x))  com- 
prehensis  nuilatn  omnino  signo  Ix  notandam  realem  (dum  X negativA  cst 
parle  reali)  deprehendi  licebit,  sic  quoque,  dum  in  eo  res  agilur  ut  cx 
agmiue  quantitatum  ((X)).“  eligatnr  X“,  id  sane  levioris  eise  momenli  quod 
forte  inter  ((x)).u  i 1 las  quaepiam  exsistat,  eui  pro  ^u-valorc  quodam  speciali 
forma  cedat  realis;  tum  vero  deinceps  haud  practerit,  si  ratione  illA  forsi- 
tan  pracoplatA  dclerminarctur  XA*  (pro  X quä  partem  realem  negativa),  pro- 
fecto  forc  ut  iucas&um  abiret  quod  modo  diximus  vinculum  societalis  una 
cum  omnibus,  quae  cx  mirA  hac  coujuuctione  pendent,  legibus  Analysi  vere 
•alutaribus. 

n 

Praeterea  jure  licet  contendere  jam  signo  ipso  — \ A effectum  esse,  ut  reali 
i\li  mi  ordiuis  radici  ex  (—  4)  satis  contigerit  remunerationis. 
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5.  Idiom, ita  potentiarum  principalium  praecipna. 
Ex  aequatione  (I)  theorematis  praecedentis  rectA  consequitur  fore 

ut,  cujusvis  sint  generis  quantitates  x,  xlt  xx x„ , si  modo 

reales  fuerint  ac  numerice  integrae  aut  0 istae  p,  pi, 
pt,....pn,  ratae  sint  quae  sequuntur  leges  (quaruin  praeterea  auc- 

toritas,  dum  x,  xt xn  Numeros  denotaut,  ex  Elementis  jam 

cognita  est) : 


xv . xVi . xVi ....  xV„=  arP+Pi+P»+— • +1’», 


XPi 

nee  non  —-=xP‘~P, 
xp 


(XP)P‘=ZXTT*  ) 
ideoque  etiam  =(xP‘)P,  ' 

XP  . XtP  . Xxv....  XnP  = (xx1xt....xn)v 


Sin  vero  reales  equidem  at  ceteroquin  indetermi- 
natae  relictae  supponantur  Exponentes  p,  p,  p,....p;  non  nisi 

l n 

certis  subjectis  conditionibus  leges  valent  eaedem  (quam vis  sic 
quoque  in  genere  iis  uti  liceat,  ut  satis  constat,  dum  Numeri 
sunt  x,  Xi xn). 


(19) 


1°)  Haec  tarnen  aequatio 
/» 


„PP  tt  P+P+P+-—+P 
xP.'Xl,X%....X  T=X  • * n 


numqnam  non  valet,  ideoque  non  minus  aequatio 

p 

X 1 u— u 

<2°) &=*' 


atque  in  specie  haecce 


(200 


Uemonstr.  Nam , parte  reali  ipsius  x haud  negativa,  aequatio 
(V)  dat 

xPxr‘...xn~Q^/'  *"  ICos(p-|  p-J-....-J-p)T-f-Vr — lSin(p+(*+...-|-p)'r) 

P+M-I--—+P 
XXX  I n. 


Et  quidcm , negativA  ipsius  x parte  reali , aequ.  (V)  cum  (VIII) 
conjuncta  dat 

£ 

X?1  X*  ....  x 

i / . , , v • «’ 

Q i ».{COS(<U.  + ^ + .... f (l)T 

l n 

+ V — lSin(p  + p + +p)r 

• n 


•-(— iy*(— 1>  •••■(-  D"> 
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U fA  .,.{  u 

L e.  quoniara  ex  (13),  ut  patet,  (— 1)/*(— 1)”=(—  1)  1 " est, 

P+/J  + ....+1U 
— X ' n. 

Q.  E.  D. 

2°)  Aequatio  illa 

(21)  (xu)m  = x““ 

valet  (ft  et  ft  quibuscumque)  certe  quoties,  parte  reali 
ipsius  x haud  negativ;),  productum  iilud  ftr  limitibus 

7C 

haud  excedat  (r  denotante,  uti  assolet). 

Demonstr.  Est  enim  in  hoc  casu  (parte  reaii  x haud  nega- 
tivtt),  secundum  (V), 

x/1  = ß“  (Cos  fit  -f-  V" — 1 Sin  fit), 

nec  non,  quoniam  heie  ftr  limitibus  illis  Jfc^haudexcederet, c Adern 
ex  (V) 

(x“)>‘  — ß““  (Cos  ft  ftr  -f  V" — 1 Sin  fifir)  xzxutf. 

1 1 

Q.  E.  D. 

Nec  minus  valet  istn  aequatio,  uuoties,  parte  reali 
ipsius  x negativä,  productum  illuu  (i(r  f a)  limitibus 

+ 2 haud  excedat  Nam  parte  reali  x negativa  ex  aequ.  (V) 

et  (VIII)  habetur 

x/1=ßt<[Cosft(T-|- jr)  + V — '1  Sin  ft  (r  + jr)] , 

nec  non,  quoniam  heic  ft(r-f  jr)  limitibus  illis  ± ^ haud  excederet, 
cddem  ex  (V) 

(xu)“  = ß-““  [Cos  ftft  (t + n)  \ V — 1 Sin  ftft  (r  + ac)] , 

quae  quidem  in  hoc  casu  (negativa  ipsius  x parte  reali)  reverä  va- 
lorem  conficit  ipsius  , secundum  (V)  et  (VIII).  — Q.  E.  I). 

Quibusn&m  praeterea  in  casibus  rata  sit  nec  ne  aequatio  illa 
(21),  ft  et  ft  realibus  indetcrmiuatis  rclictis,  id  opus  non  heic  est 
1 

exponi : quippe  quod,  ubi  forte  sit  opus,  perfacili  scmper  negotio 
licet  discerm.  De  caetero  in  § 4.  sequenti  (pag.  411.)  universalem 
magis  ac  vere  notandum  casuum,  in  quibus  valeat  ista  aequatio, 
characterem  in  medio  proferendum  curabimus.  Quadrati  hoc  idem 
in  aequationem  . i. ' . ; . ; 

(22)  ...  . (x/‘/‘  = (x'>V, 
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quae  quidem  certe  (ut  ex  modo  allatis  patet)  vim  habet  legitimam 
1°)  quoties,  parte  reali  x haud  negativft,  illorum  pr  et 

ut  neutrum  limitibus  excedat,  atque  2°)  quoties,  ne- 
1 “ 

gativä  ipsius  x parte  reali,  productorum  p(«-fre)  et  p(t-fw) 
neutrum  limitibus  excedat. 

3°)  Aequatio  illa 

(23)  ....  xf‘xli‘..,.xjt  = (xxl....xn)>1 

valet  (fi  quälibet)  certe  quoties,  realibus  ipsarum 
x,  x1,....x„  partibus  haud  negativis,  summa  illa 

(24)  * + Xj  + ••••  + xb 

limitibus  haud  excedat:  — ubi  videlicet 

8 . , ßl  . , ßn 

t=  Arctg t!  = Arctg  ....t»=  Arctg-; 

atque 

X—a+ß  V— 1,  = «j+ßi  V — 1 , ...Xn—  ttn+ßn  — 1* 

Demonstr.  Quod  enim  partes  reales  omnium  x , xiy....x„ 
haud  negatlvae  sint,  ideoque  (p,  pj.—.pn  modulos  denotantibus) 

a; = p (Cos  x -f  V— I Sin r),  xi=.Qi (Cos x,  + V^i Sint,),.... 
....Xn=Qn  (Cos  Ta  + V — 1 Sill  X„), 
propterea  secundum  (V)  habetur 

a:^,ar1i*....a:B,i=(ppi—pB),,|Cosp(t-f-Tj+...-fTB)+ V— TSmp(x+t1+...tB)!, 

i.  e. 

z=:(xx1....Xn)>1, 

quippe  quoniam  summa  illa  (24)  limitibus  + haud  excedere  po- 
sita  erat. 

Q.  E.  D. 

Quod  ad  specialem  illam 

(23'} xt>xf  = (xx^Y 

attinet,  facile  patet  satisfactum  eft  esse  conditioni  heic  supra  ex- 
positae,  quoties,  realibus  ipsarum  x et  xt  partibus  haud 
negativis,  pars  ipsa  realis  producti  xxt  haud  negativa 
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sit.  *)  — Est  alius  insu  per  casus  singularis,  quo  valet  ista  (23') 
is  inquam  ubi,  parte  rcali  x positivit,  xx  ipsa  = — 1 
fuerit:  etcnim  tune  secundum  (X)  habetur 

(23") lyu  = (-xyi. 

Quibusnam  praeterea  casibus  rata  sit  nee  ne  aequatio  illa  (23), 
f l indeterminatA  relictA,  id  opus  non  heic  est  exponi : quippe  quod, 
ubi  forte  sit  opus,  perfaeili  semper  negotio  licet  discerni.  De  cae- 
tero  in  §.  4.  sequenti  (pag.  412.)  universalem  magis  ac  vero  notan- 
dum  casuum,  quibus  valeat  ista  aequatio,  characterem  in  medio 
proferendum  curabimus. 

4°)  Aequatio  illa 


(23) 


*1*  (xi  Y“ 

.T<“  _ \ X ) 


valet  ( ft  qualibet),  certe  quoties  haud  negativae  sint 
partes  reales  tum  utriusque  x et  Xi  tum  Quoti  ipsius 

Etenim  si  ita  fuerit,  ex  (23')  habetur  x“  — xx>*. 

Exinde  consequitur,  aequationem  illam 


/ly  1 

(23')  . . . ( —J  — -j£  ideoque  —x—f  secundum  (20') 

valere  (p  qualibet),  quoties  haud  negativa  sitparsrea- 
lis  ipsius  x.  E contrario  ista  aequatio,  dum  negativa  est 
pars  realis  ipsius  x,  neutiquam  valet  (nisi  forte  p nume- 
rier integra  aut  0 fuerit) : tune  enirn  habetur 


G/ =(-£/(- ir,  secund- (X); 

at  vero 


x~fi  = ( — x)-‘“( — I)~ secund.  (X); 


h.  e. 


quoniam  heic  — x positivA  est  parte  reali;  et  quidem  inaequales 
sunt  ( — 1)“  et  (— 1)— nisi  forte  Sinftit— 0 fuerit. 


*)  Tune  enim  licri  non  polest  ul  summa  x-f-T,  liwitibu*  iilia  -J- 
excedat,  quippe  quoniam  extra  lio»  limites  nullus  ornuino  arcus  exslstit, 
cui , oummao  quidem  duarum  quarumdam  t et  tx  limitibus  haud  cxce- 
dcnlium,  Cosinus  cedat  haud  negativus. 
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8-  3. 

De  signo  A?,  A numero,  y- valore  qnolibet. 

Oh  serv.  Postulantur  abhinc,  praeter  ea  quae  in  hac  Disser- 
tatione  jam  sunt  pertractata , seqtientia  nota  : I")  Doctrina  logarith- 
moruni  (realiuni)  Numerorum  primaque  doctrinae  serierum  inlini- 
tarurn  (terminis  realibus)  principia  ea.  quae  in  Anal.  Algebr. 
Chap.  VI.  exposuit  Cauchy,  — (itaque,  ut  paucis  complectar» 
summa  operis  illius  Anal.  Algebr.  Cbap.  I — VI.)  — adjectä  func- 
tionum  illarum  Sin x et  Cosar  evolutione  secundum  dignitates  ipsiusx 
(realis)  *),  atque  2°)  Cbap.  VIII.  §§.  1 — 4 **)  operis  ejusdem  nee 
non  ex  Chap.  IX.  (de  seriebus  terminomni  iinaginariomm)  ea,  quae 
paginae  289  nominatimque  bis  verbis  „Cela  pnse  si  Ton  &e.“  ***) 
praecedunt. 

Quid  in  Analysi  vaJeat  hoc  signum 

, (1) ccv, 

quaeque  sit  x quantitas  (realis,  inquam,  aut  imaginaria),  modo  sit 
y realis,  ex  praecedentibus  jam  constat.  Reliquum  est  ut  inve- 
niatur,  quisnam  hiiie  signo  in  genere,  i.  e.  talis  qui  Exponent)  y 
cuilibet  = p 4 vV  — 1 (p.  et  v realibus)  quadret,  potissimum  tribua- 
tur  sensu».  Eandem  heic  persecuturis  viam,  quä  in  partibus  Ana- 
lysen» praecedentibus  perventnm  fuit  ad  serisum  signi  x»  pro  y 
reali  determinandum,  nobis  primo  quidem  injunctum  est  negotium 
ut  signum  hoc  x>*\vV  — 1 , dum  x Numerus  est  =A,  seu  brevi- 
ter  signum 


#)  Cauchy,  ut  satis  constat,  hanc  rem  in  doctrina  demum  sninmationis 
serierum  lerminis  imaginär  iis  instrnctarum  collocavil.  Quae  si  necessaria 
esset  dilalio,  ex  cd  re  solA  (ut  facile  patet)  id  rtol*is  ipipedimenti  moraeque 
forct  oblatum,  ut  ea  quae  jam  reliqua  sunt  signa  (jfl  »Mud  in  geuere, 
caelcraquc)  deüniri  eorumque  idiomata  explicari  non  onmino  liieret,  nisi 
viam  persecutnri,  quam  Cauchy  munivit,  praemissa  postularemus  ferc  omuia, 
quae  in  Anal.  Aig.  Chap.  IX.  g,  2.  post  pag.  289.  scqiiuntur,  eamque 
ipsam  oh  caussam  gum.  illum  5.  Chap.  VIII.  ibid.  — At  vero  quamloquidein 
functionum  illarum  Sin#  ct  Cos#  (# reali)  sccuuduin  dignitates  ipsius  # cx- 
plicandarum  legem  facili  negotio,  vi  quidem  problematis  in  pag.  114.  Anal. 
Algebr.  propositi,  sanciri  licet  (cui  tarnen  .rci  jioc  lo<o  tempus  impendere 
satis  forct  ineptum);  nos  quidem,  hac  re  iifsi  Chap.  VI.  Anal.  Algebr. 
vindicald,  jam  nunc  mord  disiecld  uil  iinpedll  quomiuu»  ad  sigua  , de  quibus 
agitur  [#•*,  Logft(#) , Sin#  clc.J  complctc  delinienda  progrediamur. 

**)  Nos  tarnen  ea , quae  modo  supra  in  art.  5.  $i  nostri  2di  allata  sunt, 
in  locum  paginarum  243 — 246.  $i  1.  Chap.  VIII.  substiluenda  esse  ceuscrc, 
per  »e  palet. 

*")  Quod  ad  ea  quae  his  verbis  succcdcnlia  §um  2uin  Chap.  IX.  conti- 
ciunt  (sninnialiouem , inquam,  serierum  quarumdam  terminis  imagiuarii« 
instruclarum),  nec  non  (qui  iis  postulatur  praemissus)  $um  ipsnm  2um 
Chap.  VIII.  attinet,  lanlum  abest  nt  praemiltcnda  nece»se  sint  liaec  omuia  iis, 
quae  ad  sigua  de  quibus  heic  agitur  defmienda  eorumque  cxplicaoda  idiomata 
pcrtineanl  (id  quod  jam  modo  supra  mouuimus),  ut  polius  in  sysiemale  ipso 
Analyseos  post  pon  enda  esse  hacc  omnia  iis,  quae  opusculuin  hoc  nostrum 
conslituunl , jure  esse  concedcndum  videatur. 
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(26) AmI^V-i  seu  An 


determinemus.  Qu 4 tarnen  in  re  satis  cognitd  paucis  tanturamodo 
heic  opus  est  verbis. 

Non  solurn  jure  licituin  sed  ex  analogia  etiam  praefinitum  esse 
apparet,  ut  y-valore  quolibet  statuatur  delinitio 


(27) 


An  = 1 + 


VIA  ■ ( ylA )■  (n IA)> 


1.2 


1.2.3 


+ &c. 


ideoque  in  specie , e denot.  Basin  systematis  Neperiani , 

(27')....  *=i+f  + Ä+i^+4**.; 

vi  quarum,  y - valore  quolibet,  habetur  relatio 

(28)  An  — e'Jlt. 

•ie  ■■ 

Porro,  quae  ex  his  consequitur,  aequatio 

(29)  e».e»‘  = c9+»i 

nec  non  latior  ista 

(30)  ....  An. Ay-....A’J„=  Ayiy>+ -A<jn 

quoniam  ratae  sunt  valoribus  ipsarum  y,  ylt y„  cpiibuscumque 

(realibiis  aeque  ac  imaginariis),  exinde  rectd  farillimoque  usque 
negotio , vi  quidem  legjis  illius  functioniini  Sin.r  et  Cosar  (x  reali) 
secundum  dignitates  ipsius  x explicandarum,  dedücitur  liotissima 
illa  formae  finitae  relatio 

(31)  . . . eu+,"Vr—  i =e/‘(Cosr  -f  V— 1 Sin  v) 
nec  non  latior  ista 

(32)  . . . Am^Y=T  — am  (CosfvMJ+V"— f Sin  [vlA] ) ; 

quä  ex  novissimA  demum  patet  omnino  Nuraeris  A,  A, An 

valere  istara 


(33)  ....  An . A,*....  A„y  — (AAt ....  A„)v, 
quaequae  sit  y quantitas  realis  aut  imaginaria. 

Nota. 

Ex  eo  ipso  quod  aequatio  (31) , 6 qualibet  reali , suppeditat 
i = Cos  6 + V"  — 1 Sin  ö, 

id  efficitur,  ut,  loco  aequationura  Theorematis  illius  in  §.  2.  relati, 
breviores  eamque  ipsam  ob  caussam  usui  pleruraque  commodiores 
substitui  liceat  hasce: 
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(34)  . . . xv  seu  (pe®V^— »)P  = -i , 

(35)  . . . ((*)).“  sen  ((l)y 

=((g)y>e^V=T, 

tum,  prout  positiva  est  aut  negativa  a, 

(34')  ....  xp-(±  perV=i>i=  (±  p)r 

(35')  . . . ((x))^=((+pffrV^r))^==((±e))^e.«V^r, 

atque,  pro  «=0,  superius  aut  inferius  ex  arbitrio  signum  (pacto 
illo  solito);  porro,  prout  a haud  negativa  est  aut  negativa, 
potentiae  principaii 

(36)  . . . a^=(+perV'^>==(4;p)^e^V'lri‘; 

tandemque 

(37)  ((1  yy^zet^V^l  atque  ((— l)fc:(— l>“((l))^=e±(i*+»^«'V-:rI, 

(38)  ...  . (—  1)m  = eß*\T^  — (e7r'Vr-ri}u. 


§.  4. 

t 

1.  Antequam  ea,  quafi  notulae  iili  (1)  latissimo  sensu  acceptae 
(i.  e.  tali,  qm, ad  x-  et  y - valores  quoscumque  pertineat)  de- 
terminandae  inserviant,  adgredimur,  id  nobis  injunctum  est  nego- 
tium ut,  quae  proxime  antecedentibus  intimo  conjuncta  sunt  ueru, 
praecipua  ' 

De  Logarithmis  Quantitatum  Naturalibus 
principia  praemittantur. 

Problema.  Invenire  quantitates  eas  z universas, 
quibus  condition!  huic 

(39)  .....  . e*  = K + (SV^l 

(e  Basin  denotante  systeinatis  iogafitbmorum  naturalium,  a et  ß 
quantitates  reales)  fiat  satis;  seu,  quod  idem  Tatet  (9  modulum 
V «2  + ß2  denotante  ac  6 quantitatem  realem , quam  potlssitnum 
eligi  placuerit,  cujus  Sin.  et  Cos.  ipsi  (5)  satisfaciant):  Invenire 
quantitatis  eas  z universas,  quibus  conditioni  fiat 
satis  buic 

(39')  ....  eI=9(Cosö  + V—  lSirwt). 

Tali  (si  exsistat)  quautitati  unkuique  forma  cedat  n ec  esse  ist- 
baec  k+.oV —1  (tt  et  v realibus),  ideoque  loco  aequatkmis  novie- 
simae  hanc  licet  substitui: 
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^(Cosrt  + V — lSh»6), 

i.  e.  j ;;  ■ v . 

f*(Cos»  + V" — 1 ein  v) = p^Cos  -f  V — 1 Slnö) 
seu 


(40)  . 


«“=(>,  «.  e.  u = lq, 
v form  4 6 ±2 kn. 


Quarura  ex  priori  (40)  jam  primo  quidem  patet,  ai  quantitas 
ilia  proposita  a -f- ß V — 1 = 0 fuissct,  nullam  omnino  ex- 
sistere  quantitatem  (finitam)  z,  quit  fiat  satis  proble- 
mati.  At  ceteroquin  semper  — ut  tacillimum  est  expertu  — 
problemati  reverä  tit  aatia  unäquaque  quantitatum  in  Formula 


(41)  . . . t . i=Iq  + (,6  + 2Ä*)V-i, 

quemvis  placuerit  ipsi  k tribuere  numeri  integri  (0  inclus.)  Valoren», 
comprehensarum. 

Quantitatum,  quibus  aequationi  (39)  fiat  aatia,  unaquaeqtfe  ap- 
peliabitur  „e- logarith mus  quidam  (item  logarithmua  natu- 
raiis)  ipsius  a -f  ß V — 1 “ *)  : et  quidem  formula  ea  universalis, 
quae  in  ae  cuoctoa  hos  contmet  ipsius  ct  + ß\^— 1 seu  x (brevi- 
ter)  logarithmos,  signo  illo  /((*■))  intelligenda  erit.  Unde  aequatio 
illa 

(42)  ....  l((x)) = Iq  -f  (ft  ± 2kn)  V=l, 

ft  denotante  (uti  aupra  est  monitum). 

Ex.  gr.  Quoniam,  dum  x est  1,  6 cooptari  licet  0,  atque,  dum 
• x est  — 1 fi  cooptari  licet  »; 
ex  acquatione  (42)  patet  esse 

(43)  . :V  . . . /((1))  = ±2**V~=I, 

imaginariis  omnibus  unico  =0  excepto, 

/((- 1 ))=«  + /((i))=±  {U  + 1)*  V^I, 

imaginariis  omnibus. 

Licebit  igitur,  loco  aequationis  (42),  bac  uti 

(42')....  /((*))=/9  + /((l))+«V^=/(fP))  + flV^l.  ■ 

quae  quidem  indicat,  cunctos  quantitatis  cujusdam  e-loga- 

__ . » . . i 

*)  Nosniel  hnc  delinitione  nnllo  modo  ea,  «|«a©  in  pArfibus  Analyse«* 
praccedcntibus  de  logarithmis  Nuraerorum  naturalihus  statuta  sunt,  lae« 
dere  pinne  apparet. 

I/Oco  vocabuli  e- 1 o g a r i r h nt«  s “ ezplicatius  diciltor  „logarithmus 
ex  üjstcmatc  b a s e o a C. “ 
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rithmos  eo  modo  comparari  Heere,  ut  corum  unico  — 

3 uem  potiss  i mu  m eligi  placuerit  — ad  datu  r /(( 1))  i.  e.  ad- 
antur  successive  e-logarithmi  nmnes  unitatis. 

Nota.  Es  his  patet,  n reaii  quftlibet  (x  haud  z£ro),  semper 
obtinere 


(45)  eM<*>)  = ((*))*. 

Nam 

=r  = pu . e»(eyitn)Y~l , 

— ((■I))“>  secundum  (35). 

2.  Dum  a positiva  est,  quoniam  tune  f)  cooptari  licert  t 
(§.  1.  art.  2.),  aequationi  (42')  inde  forma  contingit  ista 

(46)  ....  f((aO)=fp+/((l))  + *V"— I=s/((p))  + tV— I; 

dum  a negativa  est,  quoniam  tune  6 cooptari  licet  T + 7i, 


(46')  . . . /((*))  =/p  + /((l))+(r  + »)V^-T 

=/p+ *((-!))  + v =K(-  e))+T  ; 


atque,  dum  a=0  est,  una  valet  aeque  ac  altera  aequatio,  eo 
quidem  pacto  ut  iitterä  x tune  limes  ipse,  in  quem  Arctg^  valore 
ipsius  a numerico  indefinite  decrescente  convergit,  intelligatur,  h.e. 
4-  j in  (46),  at  >D  (46'),  prout  positiva  est  aut  negativa  ß. 


„Principali  ipsius  l((x))  valore“  seu  „e-logarithmo 
quantitatis  x priacipali“  eunt  ipsum  intelligi  juvabit,  qui 
secundo  membro  aeqeationis  (46)  convenienter,  dum  a positiva 
est  aut  zero,  et  secundo  membro  aequationis  (46')  dum  nega- 
tiva est  a,  positioni  A~0  in  expressione  (43)  ipsius  /((!))  gene- 
rali debetur.  Principali  huic  logarithmo  signum  illud  l(x)  seu  Lx 
erit  reservatuni.  *)  Habentur  itaque 


(47) 


j /(1)=0, 

< /(—  l)=rr  V— I; 


atque  in  genere,  dum  «haud  negativa  est. 


(48) te  = /p  + rVrzT, 


♦ i»J*  . 1 

•)  Notinel  huc  modo  definilä  significatione  notulae  /^(/-valore  quo- 
ll bet)  reverä  cum,  quem  huic  signo  pro  2r  = Nuiuero  A in  Elementis  jam 
yindicarunt,  sensum  in  integro  reliquisse,  id  satis  patet  ex  eo  quod  aequatio 
(48),  quac  sigukßcaiioncm  hu  jus  lx  pro  X omui  qua  pari  cm  realem. 
positixA  indicat,  in  hoc  casu  singulari  identica  evadit.  Principalis 
igitur  Numeri  cujusdam  g-logarithmus  is  ipse  est,  cui  in  Elementis 
nomen  ccssit  „e-logaritlimus  numeri,“ 
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seillcet,  si  «3=0.  litterÄ  r intelligatur  (ut  aupra) , 
dum  vera  a negativa 

(48')  Ix  = Iq  + (r  + n)  V=I= Iq  + /(- 1)  + 

=/(-p)  + fVPl; 

verbo : semper  obtinet  aequatio 

(49)  .....  lx!=l(±Q)  + tV—i, 

«cilicet  — g,  dom  a negativa  est,  alioquin  (- Q.  Ideoque,  secuftdtfm 
(46)  et  (46'),  omni  in  casu  habetur 

(50)  . . . . . . /((x))  — lx  + 1 ((1)), 

Id  quod  praeterea  tarn  cognitum  erat  ex  verbis  aequationem  (42') 
proxime  lnsequentious. 

Et  quidem  ex  (49)  patet  haberi,  dum  a negativa  est,  semper 

(51)  lx=l(—x)  + /(-!), 

nec  tarnen  semper  alioquin.  <■  : 

Nota  1.  Aequatio  (50)  indicat  positivae  cuique  quanti- 
tati  unicum  esse  e-Iogarithmum,  principalem  inquam,  realem; 
negativae  autem  ne  unum  quidem. 

Nota  2.  Ex  aequ.  (49)  patet,  p reali  quälibet  {x  haud  /.ero), 
semper  obtinere 

(52)  et^  — xK 

Nam  (49)  dat 

e.uix—  eufzitfj+rV^I], 

sciiicet,  dum  a haud  negativa  est, 

J)  = p/*eUIV— i i = xP  secund.  (36), 

atque,  dum  negativa  est  a, 

= l *V—  i = p,“  e,“(a+r)V~— • = secund.  (36) . 

Nota  3.  Jamque  ex  aequ.  (52),  quippe  qua  indicatur  esse 
\ilx  unus  c - logurithmorum  ipsius  xu,  consequitur,  vi  legis  iilius 
infra  aequat.  (42')  expositae,.  esse 

(53)  !((*•))  = + f ((!))• 

Quae  licet  aequatio  cum  aequatione  (50)  — juxta  quam  habe- 
tur l ((x))u  = l (xu)  -f- 1 ((1))  — conjuncta  arguat  semper  esse 

1(0^)  + l((l))=plx  + /((l)), 

Theit  IX  . 27 
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ex  hac  tarnen  eavendum  est  ne  falsa  ca  dueatur  conelusio , sic  quo- 
que  in  genere  esse 

.1  u ■ io  v i:s  i;  !■ 

l(a g1)  pr'mcipalem  = ft Ix. 

t • ’ I ' , i ! - \ ..  ('Kt ) 

Ubi  demnm  ul. r principalem  ipsius  xu  logarithmum  conficiat,  id 
infra  erit  expiicatum.  Aequatione  illd  (53)  id  constat  solummodo, 
(|uantitatum  omnium  ex  parte  alterd  suam  cuique  ex  alterd.  parte 
aeqnivalere.  : ,'“l‘  ' ’’ ■ •'  • l',rt 

3.  Idioraata  e-logarithmorum  principalium  praeci- 

pua.  Quae  logarithmis  (realibus)  Numerorum  x,  x, x„  pro- 

pria  sunt  soüti&que  bis  comprehensa  aequationibus  I - 

l(xu)  — fite , (ft  real!), 

f(x)  + f(x!)if /(xB)  = /(xx,....xn),  • !,;  i 

• /(xi)-kx)=/(5).; 

idioraata  non  nisi  eertis  subjectis  conditionibus,  dum  iiisi's  ir,  xls... 

sensus  quantitatum  quarumcu ijttqu c subjicitur,  integra 
manent. 


1°)  De  aequatione  illd 


/(xu)  = p Ix 


i • t ifif.  ii":  in! 

: .1 

s *ie*. 


ea  ipsa,  quae  in  2°)  pag.  401.  de  aequatione 

bin;::  ...i  :•  'i . ) .n;  ••  ...  nlu  ' 


(21) 


(■*'')•“  : 


••vi::l  . > ti 


pronuntiari  licebit.  . . 

D cmonstr.  Semper  equidem  p/x  unum  conficit ex  e- logarilh- 
mis  ipsius  xu , secund.  (52).  Contendimus  autem  hoc  loco  conlicere 
eam  ambobus,  de  quibus  agitur,  in  casibus  principalem  ipsum  loga- 
rithmum /(x^*).  ■ 1 ~ ‘ 

Logarithmus  ipsius  xu  principalis,  juxta  delinitionem , est 


(56) l(x'‘)=l(±fi)+T\C-h-t  . , 

denotantc  R modulum  ipsius  x a atque 

) ) 'il,  , j r ! : ; 1 • 

ji_ ^.rc (t„ _ Coeff.  ipsius  V —1  in  x.»  , 
parte  ejusd.  x“  reali  ' 


et  quidem , ab  alterd  parte , 

1 ' 

(57)  ....  p&=ft.[/(±e)+TV^].' ' 

*.  * , . ' \ ' 

Quod  autem,  secundum  (36),  habetur 

x^  = (±p).uef"V^i, 

scilicet 

— (pt^rV-i^  baud  negativa. 


...  ::I  i 

i - t H"I|> 


....  1 .•<i< 

,)\  — \ lul 


/I  le.il'i 
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et  qaidem  I V\  | (W  _\  r-  i„, . , K.  , , 

— n>‘e^ri!,'>V—i  a negativ;!; 

•J  *s  |I  n ’S!  11  ®i  ..i’:  In >M  ■ i ■: 

propterea  priori  in  casu  (n  haud  negativa),  quoties  pr  limitibus  iilis 
+ 2 baud  excedat,  obtinet  ista 

/(x“)  = /(p") -f- pr  V — 1 = p/x  camis  hujuace,.  i ■ , p 

nec  minus  posteriori  (u  negativ;!) , quoties  p(-rd-n)  fcisce  j)  ,”baud 

excedat  (ex  quo  consequitur  esse  partem  ipsius  xu  realem  haud 
negativam),  ista 

i;q  ' n - ■■■;  . ' . ’i  ■ ■ ‘ 

/(x“)  = /(p“)  + p(r  + rc)V— 1 = p[f(— p)  + rV-J-l]=plx 

easds  hnjusce.  . i * , ' V - ' | :...  | f 

Q.  E.  D. 

Qnibusnam  praeterea  casibus  rata  sit  ista  aeijuatio  ( 55) , id 
• (ubi  forte  sit  opus)  perfKcili  senrper  negotio,  collatis  quidem  int  er 
se  aequationibus  (56)  et  (57),  licebit  discerni. 

■ Nota.  Id  derte  Cori.-rtdt,  quoties  • :r  «*  — I#.»*,— « 

(55)  . P . . /(xs)  = p/x 

sit,  toties  hanc  etiam  obtinere  acquationem 

(21) (*^X  ==  \ 

Nam  seroper  habetur  ■ op  miv  i l . 


(xs)s  = est(.cu) , seeund.  (52), 

ideoque  , . o ■■  m 

= gijiUi t quoties  rata  sit  (55) , il  •; ■[  . i i 

quae  auteni  ipsa  eff*1*  nuuiquam  non  Hxs.“',  est,  secundam  (52). 

2°)  l)e  aequatione  illa 

(58)  . . . l(.r)  + /(x,)  -f  ....  f /(irn)  = f(xX[...^r„) 

eaipsa, quae  in  3°>,pag.402.  de  aequatione  -i  ' ■,.[> 

>'.diil.>il‘  in  ■>:  ■<'.  v..n.  . ' ■ -o  vh.i  iiiaa  i'jq  »i.- 

(23) xux,“...x»u  = (xxii...x«)u, 

pronuntiari  licebit. 

D emo  n str.  Sepsper  equidem  summa  %)  | l(x,)  + ....  |-/(x„) 
nnum  conlicit  ex  e-logarithmis  producti  (xx,....xn),  quippe  quoniam 
haec  e*<x)+,<xd+--*WS,Wi  semper  = xx, l_xn  estiseeuud.  (30);  Con- 
tendimus  autem  hoc  loco  summam  istam  casu,  de  quoagitur,  ipsum 
conficere  logarithmum  pr'mcipalem  /(xx i-...xn). 

Logarithmus  ipsius  (xx,....xi,)  principalis,  juxta  dpljnitionen»,  est 

, 27  * 
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(59)  . . . l{xxl....x„)  = l{±R)+T*T^\, 

denotante  R modulum  producti  xxx....xn  atque 


7,=Arc(tg= 


Cogff.  ipsius  V — 1 ibid. ^ . 
parte  reali  ibid. 


et  quidem,  ab  altera  parte, 

(60)  l(x)  + t(x{)  + ....  + /(arn)=/(±e)  +/(J:Pi)  +-•  f ^dfce») 

+ (*  + *1  + ....  + T»)  V~—I. 

Quae  autem  ambae  revcrä,  dum  haud  negativae  sunt  partes 
omnium  x,  xx  ,....xn  reales  eamque  ob  caussam 

l(x)  + l(Xy ) + ....  + l(Xn)=K(e</i...Q«)  + (t+Ti + ....+*,)  V—l 


atque 

•'  ••  •>  "•  • „ 

aequales  sunt,  quoties  summa  illa  x + tt  -f + rn  limitibus  + 

haud  excesserit. 

Q.  E.  D. 

Quod  ad  specialem  iilam 

(58')  .....  /(a)+^a-1)  = /(xa-1) 

attinet,  facile  patet  in  eam  quadrare,  quae  in  png.  402.  de  aequat. 

(23')  ......  xfxS  — (xxiy* 

pronuntiebantur  edicta:  ne  hoc  quidem  excepto,  quod  positivä 
ipsius  x parte  reali  rata  sit  non  secus  aequatio 

(58")  ....  Z(.r)-W(—1)  ==/(-*)  *) 

ao  ista 


(23") xf‘{-\y  = (-x)P. 

Quibusnam  praeterea  casibus  rata  sit  aequ.  (58;,  id  (ubi  forte 
sit  opus)  perfacili  semper  negotio,  collatis  inter  se  aequationibus 
(59)  et  (60),  discerni  licebit. 

Nota.  Id  certe  constat^  quoties 


(58)  ....  I(x)  + /(^ )+....  + l(xn) = l(x*i- • *») 
sit,  toties  hanc  etiam  obtinere  aequationem 


*)  Id  quod  )Hm  ipia  indicnrif  itequmio  (51).  ' 
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(23)  ....  0.-P (xXi,.^Xm}a  • 

jSam  semper  habetur 


x^x^ — xd1  = +t,»> , secund.  (52), 

ideoquc  , V 

— e^XI x»',  quoties  rata  sit  (58), 

quae  autem  ipsa  numquam  non  =(xxt arn)a  est, 

secund.  (52). 

3°)  De  aequatione  illd  , 

1'  " ' ti  '• 

(61) ’/  l(Xt}-i(x)==l(%) 

ea  ipsa,  quae  in  4°)  pag.  403.  de  aequatione 


pronuiitiari  licebit. 

•ü:-vi  • '■ 

Nara  hoc  ipso  in  casu  (partibus  ipsarum  x,  x,  et  — haud 
negativis),  secundum  (58'),  habetur  /(a;)  + /^~-^  = /(arl). 

Exinde  consequitur,  aequationem 


non  secus  ac  istam 


valere,  quoties  haud  negativa  sit  pars  realis  ipsius  x. 
Neutiquam  vero,  dum  negativa  est  x qud  partein  realem, 
valere  eandem  patet  ex  eo  quod  tali  in  casu  sit 

Ixt=Iq+tV^—  J + *V~— I, 

at  vero 

/Q=-(^  + rV^I)+*V^I. 


Nota.  Id  certe  constat,  quoties  rata  sit  (61),  ipsam 
quoque  obtinere  aequ.  (25). 


,Nam  semper  habetur 

•i  : 


tu  . niftdl: 


~x»  7** 


• ; •/?,  ! ■ 

secund.  (52), 


scu 


—cv(lx‘~lx'1  secund.  (30), 
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ideoque 


— ef‘l(x') , quoties  rata  sit  (61), 

i .onii  »*>•.  • • 


iAV'<  iV.i'.t 


1 ’ /j,y 

quae  autem  ipsa  numqnam  non  = f — 1 est,  secundum  (52)? 

,j.  i • 1 4l*|  ~ “VxAn.. 

Coloph.  His  jain  de  logarithmls  principalibus  qualitercum- 
que  peractis  comnwnere  domum  juvat,  aequationcm  illam 

(62)  ....  2((x))  + 2((xI))  + ....  + l((a-n))  = l((.ra:1....xB)  . •:’" 

. , . 1 1 1 o II  oi  l : -i  »I  ('• 

ideoque  hanc  quoque  ipsam 

(63)  «(4>>)«>=*((1-)) 

nee  non,  in  speeje,  U(<un  »I.  ,!V. 


•I  . 


(63') 


legitimas  quibuscumque  ipsarum  x,xt, a*t  valoribus  (certe,  uti 

adsolet,  0 excepto)  permanere,  id  quod  reverä  juxta  legem  (42) 
experiri  licebit  • >■  nun..  |i  *ni*ot,i..  ;)  um;-»  ni  •md 

1 1 >.)\  ^ I V*-  '•  :,:l:»di!il  m:  !•:■■■■■ -.  .(nivil«",'ii 

iiffriiffttnup'ii;  .ui)lnpr<(ivi  obnizM 

Quid  in  Analysi  valent  signum  x» 

x et  y q'Uibust^ujpque-*):  • • • 

1.  Ex  partibus  Analysen«  praecedentibus  jam  cowstat : l°)quaar 
titate  x quälibet  =o  f (SV — 1 (a  et,  ß realibus),  si  modo  fuerit  y 
realis,  seraper  haberi  / > \ 


(0 


(64)  ....  (o  + j3Vr^)/‘=(+p)‘‘e/'rV'-i  = eM"+^-i), 

l.  <IIIHl|l  Mli;ri  TTV  li  /l  J i;b**II  t>  1/  ü ii  S'lllonp  ,'11'llllV 

111  ■’  (Ucif.  — p,- dum  a 1 oegdtiya  estt‘;l!  dfidquin  4-  ß)}l!M'!lll|,'l'/" 

u»  i!..::‘>  111  "r.:  11  . p 00  /•>  lT)lni|  111  jhiiüo  tiv.iltv 

atque  2°)  x positiv;!  —Q,.  y=.^- f vV~ — 1 (p  et  v realibus),  haberi 

(63)  ....  pu+r4^^=e(“+TV7::T)«e=:p.".e>'^V"';:T.  «viv  t*; 

Quae  quoniam  ambae  aequaViones  in  11  natu  panc  reverä  coeunt 

1 (66)  • . . i . .1  '.  i «W*!,*il»>  otma  bl  .bIo'Z: 

.(«•‘-';  .»p'ic  oi  'i  11  i Ido  a 11  pp  11  (i 

nec  aliud  quodpiam  in  praecedentibus  Analvseo»  partibus  de  signo 
illo  (1),  seil.  x'J  seu  (a-f ß \T — l).u+vV"— i , fiiit  siatutum;  jam  plane 
apparet  non  solum  jure  esse  licitum,'  seil  re  ipsa  postulatum,  ut 


*)  Uli  adsolet , x hatid  zero  esse  pulatnr.  De  signo  q8  vid.  notalam 
sub  pag.  388.  . flW»)  Itiij***'/  * 


Digitized  by  Google 


415 


ab  hoc  inde  tempore  (ex  nnalogiä)  habeatnr  aeqnatio  illa  (06) 
rata  et  universalis  definitio  signi  x'J  in  Analysi  Mathe- 
matica:  itaque,  ut  explicate  eloquamur. 


(00')  (a-f /3Vr:^T)i“+»'V"-t  = eb'+',V-f)«“t7»V-i). 

Praeterea  (66)  ista,  positiv  A p quAlibet,  suppeditat 

(67) (dt  g)y  = e‘J«±v\ 

nec  non,  p modulnm  ipsius  x denotante. 


(08) 


a»=  (±p)se»rV-i, 


prout  pars  rcalis  ipsius  x haud  negativa  est  aut  negativa. 

Kadern  insuper  ex  aequatione  (66),  quippe  quA  indicatur  ulx 

vi  legis  illius 


— * — r — t — r“* i:i,  i 

unus  es?e  ex  e-logarithinis  ipsius  xv,  consequitur, 
infra  aequat.  (42')  "expositae,  aeqnationem  hancce 


(69)  ,hl-  • • • I((x*))  = e9‘*+/((i)) 

■ ittijo  flioJ  i fuiii  itr/iii  (»1  | . * 

x et  y quibtiscunique  uianere  legitimam.  Generalis  hujusce  speciem 
quaindain  aeqnatio  illa  (53)  conlicit.  > 

2.  Iis  convenienter,  quae  jain  antea  diversis  ipsarmn  x et  y 
positionibus  specialibus  fuerunt  admissa,  quibuscumque  abhinc  x- 
et  y- valoribi.s  appellabitur  a«  „principalis  ipsa  y-potentia  *) 
quantitatis  x“,  ipsi  autem  y nomen  cedet  „Exponentis.“  Et 
quod  ad  idiomata  potentiarum  principalium  (latissimo  hoc  sensu  ac- 
ceptarum)  earuinquc  logarithmnriim  naturalium  praecipua  attinet, 
sequentes  hoc  loco  exponere  juvabit  leges  universales , quarum 
equidem  ditioni  (ut  per  se  patet)  subditae  sunt  speciales  eae , quae 
jain  in  pag.  400— 463,  405, 410— 414  expositae  idiomata  potentiarum 
principalimn  Exponentibus  nonuisi  realibus  exhibuerunt: 

ul  ,m!i”i:  xml.ip  •>!>  . d ■ ,,  um;»  oiuailueu  o'hjI  and  iuobi  ■ 

1°)  Aequatio  illa  ' <1 

’•  •>  . i >!:•  ' inq  ii  . uiiill  ■ l.oovl 

(70)  ....  xyx'ji....xii„  = xy+y‘+ ■+'Jn 

numquam  non  valet,  ideoque  non  minus  aeqiiatio' 


(70-) 


xy 


— xrJ*~~y 


«atque  in  specic  haecce 

(70") b = x~y- 


i ii.‘  . 


•)  Nihil  equidem  impedit,  quomiuus  Analysi  item  vittdicclur  signum 
ipsum  (Cj*))I/,  eliamsi  y imaginaria  sit  (cacleris,  ut  couslal,  iu  casilms  oinni- 
bus  hoc  signum  fuit  acceptum  et  quidem  co,  quem  indicaut  aeqn.  (35)  ct  (35*), 
sensu).  Nihilomiuus  tarnen,  doucc  Analysi  forsitan  usui  cnidain  fore  vide- 
bilur,  lioc  siguum  supervacancum  (uti  liacteuus  usque)  ccnseri  liceat. 
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Patet  hoe  quidem  ex  ipsa  definitione  (66)  una  cunt  aequ.  (33), 
2°)  Quoties  aequatio  illa 

(71)  ^ ftxv)  = ylx 
obtineat,  toties  haec  etiam  rata  est  aequatio 

(72)  (a:s)?i  — 

Nam  seraper  habetur  . . 

» eSuA*5),  secund.  definitionem  (66), 

ideoque 

==e» i»**,  quoties  obtineat  (71),  , * 

quae  quidem  ipsa  c’J‘Vl1  numquam  non  xzx'Jy<  est,  seound.  deli- 
nitionem  (66). 

Quibusnam  autem  casibus  legitima  sit  (71),  ut  constet  aliqua- 
tenus,  id  juvat  probari  valere  eam,  certe 

a)  quoties,  parte  reali  ipsius  x h and  negati vft,  quan- 

71  i 

titas  illa  ftr  + limitibus  haud  excedat,  nec 

non  ..  tu.  i i . . • 

b)  quoties,  parte  reali  ipsius  x negativ;),  quantitas 

7t 

' f*(r  + >t)+v/ß  limit.  + g-  haud  excedat. 

t.:  : i . 

Demonstr.  Semper  equidem  ylx  unum  conficit  ex  ipsis 
l((x’J)) , quippe  quoniam  M numquam  non  =e'Ju  est.  Contendimus 
autem  hoc  loco  conficere  eam  ambobus,  de  quibus  agitur,  in  casi- 
bus principalem  ipsum  logarithmum  l(xu).  ! ’ 

Logarithmus  ipsius  xy  principalis,  juxta  definitionem,  est 

(73)  l{xS)=l(±R)+T*f-i, 

R et  T denotantibus  (sicut  in  aequ.  (66)  immutatä  modo  fi  in  y)  ; 
et  quidem,  ab  alterä  parte, 

(74)  yi*=y[l(+e)+*^— !]• 

Quod  autem,  secunduin  (68),  habetur 
scilicet 

— (jSleffrV^T  p.«+»V^r  , f.(u  | vV'—llrV" -^T  > 

a haud  negativä,  et  quidem 

— ( — p)s  eyrVrr  ~qm+v¥ -i . e(il+vV —7 , 
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a negativA;  pro pterea  priori  in  casu  obtinet 

ideoque,  quoties  pt  -f-  vlg  limitibus  illis  + ^ haud  excedat,  secun- 
dum  (49)  habetur 

l{xv)  = p,lQ— vr  -f-  (pr  + Wp)  V — \—ylx  casüs  hujusce; 

atque  in  posteriori  obtinet 

* » 

<Jl  ' 

ideoque,  quoties  hisce  jt  ^ haud  excedat  (ex  quo  con- 

sequitur  esse  partem  ipsius  xv  realem  haud  negativam)..  habetur 

l(xv)  = (ilg — 'v(T+7r)+[fi(T+7i)+v/p]  V" — l=ylx  casds  hujusce. 

Q.  E.  D. 

• . i-UI  | 

Quibusnam  praeterea  casibus  rata  sit  ista  aequatio  (71)  — ideo- 
que etiam  (72)  — id  (ubi  forte  sit  opus)  collatis  inter  se  aequatio- 
nibus  (73)  et  (74)  disceijni  iipebit. 

Nota.  Ex  allatis  hdc  lobo  patet,  quoties  obtineant  ambae 

l(X*y=ylx,  l(rth)=z,yilx, 

toties  hanc  quoque  ratam  eSjse  aequationem 

(75) (a*)sf‘  = («»■)»: 


et  quidem  rem  ita  se  habere,  certe 

a)  quoties,  parte  reali  ipsius  x haud  negativA,  quan- 
titatum  illarum  pt-| -vlg  et  piX  + Vjfp  neutra  limitibus  + 
excedat,  atque 

J 

b)  quoties,  negativA  ipsius  x parte  reali,  quantita- 
tUm  p(r+«)+v/e  et  fi,(T+rc)  + vjg  neutra  ipsis  i^jcxcedat, 

seil.  y = p + vV~ — 1, 

r ■■  * litt  i‘ > ' 

yi= ih+nV  — i. 

3°)  Quoties  aequatio  i 11a 
(58)  ....  l(x)  + /(*,)  + ....  + Kxn)=l(.xxl....x„) 
obtinet,  toties  haec  etiam  ratg  est  aequatio 
(76) xv.xiy....x^  = (xxi....xn)y. 
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Nam  semper  habetur  O o ; .•>  . i ■ v i<{  ,i|  : ut 

xvxty....xJi  ==. 

\ 

sv-riinil.  defiu,(66)  et  »equ.  (30),  ideoque  f ^ 

— esHxxl....xn)t  • -,i  . i; , !, 

quoties  obt’meat  (58),  quae  quideiu  ipsa  numquam  non  ~(xxl....x)y 
est,  secund.  definitionem  (66). 

De  ipsä.  autem  legis  (58)  auctoritate,  quantuni  hoc  tempore 
satis  esse  videtur,  in  2°)  jam  pag.  411.  est  allatum. 

Sic  ex.  gr.  valet  aequatio  •'  • : 

(76')  . . .,  . . . x>xty  = ( xx,)'J , 

-ito  i n'.ji  /•i)  i-;  -.»TT  o’a  . * \ ■.  »i;..  *|»  , 

certe : quoties  .partibus  realibus  harum  x et  xx  haud  uegativi«,  pars 
ipsa  realis  productl  xxl  haud  negativa  sit ; nec  nun  aequatio 

^u-m! ym  aAV.^ S(^k)» bL I •”  ’< 

quoties  positiva  fuerit  x qua  partein  realem. 

‘ ‘ ■ ‘ /'■  • ’ » 'H*  '■  i ; 14)1111 

niteuftys  Quoties  aequatio  lUa  u , j,;  _ ^ .m|, 

« 1 “ ti  1 r.i ft * /ff*} - t *»«»«  x't  I „ ;• 

obtineat,  toties  haec  et  jam  rata  est  aequatio 

»luuuilun;  X^>  /^ytr.i  oi;;..i:,)  '>,n:i!  a-ilr.l 

* 

(Id  quod  eüdem  prorsus  ratione  ac  in  2°)  et  3°)  probatur)..  De 
IpsÄ  autem  legis  (61)  auctoritate  , quantum  hoc  tempore’  satis 1 IßSse ' 

videtur,  in  3°)  jam  pag.  413.  est  allatum. 

rrrjrfx.rrrt »STF.  .:i  i : »•;  . i -;q  ..  o!im;i  tu 

r:  , Sic  ex.  gr_  valet  acquatjo 

i-  1 on.'ünr  Uli  oT,';  ; T,:,  i . i «tuIH  ..ui  tu  Hi 

(77') =ar~y>  up1.;  . tl  . 

■ :: ! i i II  Klip  . i 1 1;  . • . ’ _ ; :n;  j .. 

quojies  haud  negativa  sit  x quä  partem  realem.  Sin  minus , neu- 
tiquaih’  valet,  msi  forte  y realis  fuerit  ac  numerice  Integra  aut  0, 
id  quod  revera  facillimo  usque  negotio  eädem,  quem  in  pag.  403. 
secuti  fuimus,  via  experiri  licebit  ratione  liabitii  rclationum , quas 
secum  fert  (67),  harum: 

(67')...  (—  l)s=e7rJ,tr—  i — e~ “(Cos  pjt  + — ISip^ur), 

( — l)~y= e~7ln^~ 1 = evn  (Cos  (ui— V" — 1 Sin  fix. 

" 1 ’ ■'  ••  • M.:i  i * *•*>:;  d ^ ii , , | |<>  :•  J * . 

• ■ — >Vi.  .. .v.i  <i( 
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.i  •»  # . «»»'  '■  • » »->  ri«  '».'»p  .!;«»  '•« ii  i; i : i ♦ ,«n  i»  j’»ihj»  I» 

‘/ii!»  i!  • ■ 'i  . • * I - i I ».  i«m 

•loi#')!  -—I  * • » M.ij  >i«  --.i» . -r.il  'ot-j-iT.:  » /*>  - v,*j  -i  ; j»;  :,({  j 

. » »•  * i > i : , ; » »•»(  *♦,.*.  . • ■ * »». . r ! .!.!?••••  • ii-.ini  i,  - ,i(  * _«»J  **•  »ii 

’•  **  • V ! ; . *.•»:)  m i i ix  ^ <\*  . i < •*.  *.«  ! 


CAPUT  II". 


/'» 

O «t 

I 


li  • | A fll  J !,jf>  a ’ 1 1«  < 1 fl«  1 r I)  . 'ii.,  | 

» • * »!  'W  .J  . V -t ■ i d •»  ! I,i  ; ■!  ■.  : •»*  t.J  •.  «»•»  Mitf 

Quid , m Analysi  valeat  signum.  . 

(1)  ( Logs(x), 

"•  *“  £ | * 1 ' ' . * • » /I  j 

1.  Omnium  primo  juvubit,  quod  proximc  anfecedentibus  intimo 
conjunctum  est  nexu,  hoc  solvi 

— . j u ii  •«  ii  ij  ii  it  • -J  i ii  i:  •»  'i  - 1 /•  o a vt  I •'  r.  *•  ix;  .*»  .i 

Hroblema.  lnvenire  quantitates  eas  z universas. 
quibus  condition!  huic  ('*  r * • ' 

(2)  . i b'—a-^ßSf — 1 seu  x (breviter)  1 


\ A 

fiat  satis:  b datam  denofante  quantitatem  (0  atque  1 
exceptis)  *),  a et  ß reales  datas. 


Definition!  £06)  coqvenieuter  conditioiiem  (2)  sic  licet  describi 

(2') c«»  — x,  ; 

ex  quit  patet  extemplo,'  si  ftlerit  x zero,  nuliam  ömnino  ex- 
sistcre  quantitatem  (fiuitam)  z,  qu4  fiat  satis  problc- 

matit11^)  bon  i')i-  .1.  o iii.i  -)i  . ui:  j in 

At  ce  teroqinn;,spap.er  aeqiijaüo  $');huic aequivalet,  secund. 
jf.  4.  art.  1.,  ‘ 

.(».!)  I.i'ima  ^ 

,1*o  uvitis.oq  (x  aniKqf^ü 5ln‘»i  s-.ißq)  ii  nniU 

quä  igitur  ipsä  jp,ge*e«e  ««lutuip  ^wt  prohlqm^.;, 

Quantitdium,  quibus  aequationi  (2)  hat  satis,  unaquaeque  appel- 
labilur  „6-logarithmus  quidam  ipsius  x“  nec  non  „loga- 
rithmusjip siüs  <x  quidam  er  sysitemaie  baseo,s] b“  $f): 

*'*  ’ d\ 


*)  3i  forct  ö = \y  cx  relatione  i.,e.  heic  palet 

tune  fore  propositum  ut  mveuicentur  tjuanliialc»  z imi\ersae  eae,  quibua  con- 
tUlioui  üerei  sati»  luiic  , , , , , / j -1 

— X.  ; i • : 

....  »ii  ’S  ' ' ' ■ ■ * I * * * 1 ••  \ 

At  tpjis  (|uaepiam  (ut  plane  apparel)  imeniri  nou  polest,  uisi  ifarle  07=1 
fulasol  : ct  (juideiu  »alis  luuc  J&t  comlilloni  proposiiac  S-^aXore  quolibelcumque« 

**)  Etenim  quis  est,  qui  nou  videüt  nuliam  omnino  exsUtere  quantilatem 
(finitam)  U- f-ffV" — 1 (tt  et  V roali5u8)i,N  qua  coudilioni  huic  /»«• 1 — Q 
heret  satis. 

**•)  Omni  absqnc  ne^olio  palet  haue  dclinilionem  ah  i»s,  quae  in  parli- 
bus  Analyscos  pracccdcntibus  ilc  socabulo-  „Logari  thmo‘‘  statuta  sunt, 
minime  discrcpure  ; ' coiigruit  c contrario  iisdem  pcrfectc. 
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et  quidem  formula  universal»  ea,  quae  in  se  cunctos  hon  conti- 
net  ipsius  x Iogarithmes,  signo  illo  Log»((x))  nec  non  — dum 
nulium  adest  erroris  cx  suppressA  baseos  notulA  discrimen  — leviori 
hoc  Log  ((x))  *)  erit  intelligenda.  Itaque,  subjectA  quidem  con- 
ditione  ut  ne  sit  basis  ß zdro  nec  unitas  (nec  a:=0),  habetur 

(3) Log  *((*))  = ^; 


ex  quA  patet,  cunctos  quantitatis  cujusdam  6-Iogarith- 
mos  eo  modo  comparari  Meere,  ut  eorum  nnico  — ■ quem 
potissimum  eligi  placuerit  — addatur 


(4) 


T ,n,, f((l)) ; J- 

L°g  — ~w i ir v — 1 ’i 


i.  e.  addantur  successive  A-Iogarithmi  omnes  unitatis' 
Praeterea,  ut  patet,  aequatio  (3)  suppeditat 


(3')  Log  »((*)) = = Log*((e))  + , 

6 denotante  (uti  adsolet). 

Nota.  Ex  aequ.  (3)  consequitur,  g reali  quAlibet  (x  haud 
zero),  semper  obtinere 

(5)  ..  . , 

Namprius  hoemembrum  _e/iLoP((-rXl-^  est,  secund.  (06), . 
v ‘ J.  e.  =eAJ((*)),1'sdbünd.:(3),'  1 11 
— ((#))*>  secund.  (45). 

2.  Dum  a (pars  reaMs  ipsius  x)  positiva  est,  quo- 

I U 

niam  tune  6 cooptari  licet  T=Arctg— , aequatio  (3)  suppeditat 

!•  u.ftu  ° . 

r ••  I ..  ■ <<■;  • ; • • -■ ...  . * 

• < (6)  * 0 -I- 


*)  Itaque  signnm  hoc  Loge((£))  illi,  quo  antea  usi  fuimns,  l((x))  aequi- 
vaiet  s id  quod  praeterea  aequatio  illa  (3)  proxime  insequens  commonstrat. 

•#)  Nam  utium  recipe , quem  potissimum  valueris , ex  b -logarithmis  ipsius 
X : sit  (breviter)  2(x).  Qui  huio  respondet  e - logariihmus  ipsius  X notulA 
X(x')  signetur.  (Scilicet  revcrA  b - logarithmis  quantitatis  X suum  cuique  re- 
spondere  £-1  ogn  rillt  mum  ejusdem  X , id  ex  aequ.  (3)  plane  apparet).  Verbi® 
convenientcr  iis,  quae  aetjuationem  (42*)  proxime  insequuntur,  haec  obtinet 
reist  io 

«(*))  = *(*)+/((!))> 

ideoque , secund.  (3)  , 

l og  6((x))  = ^+M=fi(x)  + Log  »(0)). 


Digitized  by  Google 


421 


<lum  er  negativa  est,  quoniam  tone  0 enoptari  licet  T + «, 


')  Log,«*))«  lÄ~_ ?>>  +,*V-1  =Logi((_  p))  + * y=i; 


(6') 


atque,  dum  or=0  est,  una  valet  aequo  ac  altera  aequatio,  quippe 
quoniam  tune  0 cooptiri  licet  ex  arbltrio  t aeque  ac  t + jt,  salvo 
equidem  pacto  illo  solito. 

„Principal!  ipsius  Log6((x)J  valore“seu  „6-logarithmo 
quantitatis  x principali“  ex  iis,  quas  in  se  eontinet  uiembrura 
posterius  aequationis  (J),  quantitatibus  eam  lpsam,  cui  signum 
lx  ...  . ' 

debetur  intelligi  juvabit:  seu  (aliter)  unicum  ex  6-logarithmia 

eum,  qui  principali  illi  c-iogarithmo  Hx)  respondet.  Hic  ipse 
est  cui  signum  illitd  Logi(x)  seu  Log*  erit  reservatum  *).  Unde 
aequatio  habetur  ista 


- r 


(?) 


SC'I-  — Q>  dum  a negativa  est,  alioquin  -f-p;  nec  non,  in  specie, 


j Log4(l)=:^>  = 0, 

| lo^-d=«=!>=’ v^i. 


Praeterea  ex  verbis  aequationem  (3)  proxime 
patet  haberi  semper 

(9)  . . . Log  ,((#))  = Log»(x)  -f  Log  *((])); 


- . A 


insequentibus 


atque  ex  aequ.  ipsä  (7),  dum  er  negativa  est,  obtinere  istam 

(10)  Log,(*;)  = Log*(—  x)  + Log4( — 1), 

nec  tarnen  semper  alioquin. 

3.  Quaestioni  illi,  „quibusnam  in  casibus  realis  sit 
datae  cujusdam  quantitatis  logaritbmus  prineipalis“, 
respousum  jam  facili  negotio  ab  aequatione  (7)  ferri  licebit , quippe 
quam  (7),  aenotantibus 

\ )■  ... 


*)  Noemet  hoc  modo  dehnilä  siguificalionc  uotulae  Log  ft(.r)  — qaibus- 
cumque  ipsius  X atque  baseos  b (praeter  0 et  1 ) valoribus  — reverA  eum, 
quem  huic  signo  utrAquc  harum  x et  b Numerum  denotante  in  Elemeutis 
iaro  vindicarunt , seusum  in  iutegro  reliquisse,  id  satis  patet  ex  eo  quod 
aequatio  (7)  in  hoc  casu  siugulari  identica  evadit.  Prineipalis  igitur 
Numeri  cujusdam  0-logarithmus,  dum  basis  ipsa  b Numerus 
est,  is  ipse  est  cui  in  Elementis  noinen  cessit  ,,0-logari  thmtis  Numeri.“ 
Et  quidem  „g-logari  thmum  principalcm“  definitionis  jam  nunc 
acccptae  eam  ipsam  couficcre  quantitatem,  cui  in  Cap.  I.  prnecedcnte  tribn- 
tum  fnit  hoc  nomeo , id  reverÄ  ex  ipsd  patet  definilione.  Signum  igitur 
Log  *(#)  huic  Ix  aequiTalet. 
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R modulum  baseo* , 


•|> 


. ■ i I .:  •••? II  i m • ! 


: I 


„ Coßff.  V^T  baseos, 

T >l>8uni  Are  (ts  = ^rte  ba8e0B 


sic  licet  describi 

. n . ' i ; ’ j>*  j,  *i  i t’r  i . - • 

,r.  j t . ^(db  Q)  ~f  tV — 1 


M*i  J 


(f)  ■ ■ • 

•ini<l)«*w»jfil-tA. .!••»>  '*«n*i  I / • 8 ustj  • - 

(denormnatore  seniper  fraito  nec  —0)  *).  '' 

i . fiii;«*  ;i  fl  i;*>  ' 11  • y, 

'•i>>'  i-.wil-A  /•»  imnüt  . !•••."•:»  W u*l‘j>5  M> 

,,;ii  Parte  real»  ipsius  .z  baud  negativd:  j.  , 

°K*(x)  l(±  R)  + tV—I 

«)  Paii<eirteaJi  baeeo«  1 
haud  negativA 

habetur  ii  • n-u  •••••.  . J i-  • 

Log  b(x) 


r*‘» 

.ii  i'l  nvym 


(iQ+T>P-i)(iR-  tV~—\) 

“ (/Ä)*+  T1  - f 

realis  videlicetiissolisin  casibus, 
quibga  com^iojji  ,,  {it)  , . 

tIR—TIq  = 0, 

. . • ■ l • ■ ! I 

seu  buic 

(U) . 

' 1 - I * 

fuerit  satisfactum.  Et  quidero  tali 
in  systemate  unoquoque,  cujus 
bas  cos  R et  T conditkmi  huje. 
satisfaciant , haec  ipsa 

(12) 

(1Z)  • • • IR.IR+T.T 

realem  eonficit  Log»(a:)  princi* 
palem. 


. . , i \ i.\ 

6)  Parte  real i bas'e os 


negativA 

habetur  •>..  • u i’iu!i  .o- 

Log»(x) 

\_(/e+rVrijf/ß-(7’+a)Vri] 

(fß)^+ (/+*)*  ’ 

realis  videlicet  iis  solis  in  casibus, 
quibus  cuuditioni  : 

rlR-(T+n)iQ=0, 

■ l , V . 1 . . 

seu  nuic 


’ R*±Qr& ; : 1 (13) 

fuerit  satisfachim.  Et  qiiidem  tali 
in  systemate  unoquoque,  cujus 
baseos  ß-  et  J*  couditioni  huic 
satisfaciant,  haec  ipsa  , 

: ' nrw, 

lR.lR+( T+n).(t+n)  i J 

realem  eonficit  Logt(jr)  prin- 
cipalem. 

1,1  “ • . I*  . l< O i *- 

Ex.  gr.  Unitati  svstema  quodlibet  realem  snppedi* 
tat,  eundemque  =0,  loj:arithmum  princijialem  (id  quod 
jam  supra  aequatio  illa  (8)  indicabat).  Älii  cuique  Numero  p 


i •> 


mi  t if  . r ii  i 
ilt.lillU.ui>  ri  • 


**)  6$iücet  »emper  (utisnpra  cut  motu  tum)  basis  ipsa  b Uaud  I (nccO), 
idcoqae  Ib  semper  qaautitas  finita  haud  ~0,  esse  putalur.  f- 
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e^'Kolareale’in  priftbent  loga  rifhrauln  ptioeipAlem  sv* 
stomata,  quibus  basig  ipsa  N umerus  ait.  \\\  \t\ 

. Nam  posito  r=0,  oomlitio  illa  (11)  in  '/’/q-  O,  i.  e.  T—  0, 
äblt  modtilo  R indeterminato  relicto;  at  alter!  (I3)i;  qnippc  quae 
(pos.  t=0)  in  ( T \ Ji)/p=0  abit , nullo  modo  satisfieripotest.  dum 
g haud  =1  est. 

« — .'i.:1  i •.!•.  - . • .<»  ■ ■ ■:.»  ./  | 

2«)  ’ ' •»*;!!•  : ir  :.ö  .(0 


- •!  i:  •;  i 

•i'iiiiiq 


Parte  reali  »psius  x ne>g'ativ4c  ■ • (.  I) 

■ i;l  l(g)  -f  (t-h?r)VP-i  il'  iift  .tü'i-idi; 

x}~—  jgj  f ' ■■  I i i n ii  ii  {t 

. :u  >;  ! i d 1»  < : ; i f.  i . ii  I T ■ i « i *i ! • ••  i ( in/:  i < 


<j)  Parte  reali  baseos 

haud  negativä 

. ..  1 ; 

habetur  ; . 


■I  >’>  . ! / M 


5 

CT3 


5! 

& 

«*»•  i :•  (io  ui  ! ■ ' | 
.Ml  UM/!*« 


+ 


Sc 

I 

■s 


1 

1 b)  Parte  rcali  baseo*  | 

negatj^il  1 

.1  l7  m i*  i ■•"».  /i  .(»Mit  1 

habetur  i,i  > I j; •>  i iitirmt 

ii  p b ii  i p*  ii  n ii  !>  i 1 ui! Ii 

ill'l  v'.l 


nnj  ip  .*.& 

’ ii  .!  ' i.  i‘>  i:fc  it ca  inoilih 


-i .1  j; 1 1 iiiip 

’ ■ «>; 

Äl 


• ("f.i) 

noll  0 911 

|*T  1 («•' 


*A 


/;  i i j;  1 * i 1 i; . 

e • t"ti> 


; 4?  r «!• 

• s I om>.  r.tl 

tt 

< 


W J:l  . : ■:  J i •• 


realis  videlieet  iis  solis  in  casi- 
bus,  quibus  conditioni 

: i (r  + n)lR—  Tlg  =0, 

»».ii  i 

seu  huic  , > M 
(15)  ....  &+*  = qT, 

satis  fuerit  factum.  Et  quidem 
tali  in  systemate  unoquoque,  cujus 
baseos  R et  T conditioni  huic 
satisfaci&nt,  haec  ipsa 


realis  videlieet  iis  solis  iu  casi- 
bus,  quibus  conditioni 

(r  + n)lR  — (R  x)lg  =0, 

seu  buiC 

• .»  • 

Rr+n  - QT+xt  ...  (17) 

satis  fuerit  factum.  Et  quidem 
tali  in  systemate  unoquoque,  cujus 
baseos  R et  T conditioni  huic 
satisfaciant,  haec  ipsa 
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(16) 


IR.Iq+  7\(*+») 
IR.IR  + T.T 


realem  conficit  Log  t(x)  princi- 
palem. 


IR. U>  + (T +*).{*+*)  /to, 
lR.lR  + ( T+n).(T+n) 

realem  conficit  Log»(ar)  princi- 
palem.  , , , 


Ex.  gr.  Quoniam,  positä  x = quant.  negat.  — q (ideoqne 
t=0),  conditiones  illae  (15)  et  (17)  in 


'(15')  . . . nlR=Tl<i  et  nlR=?.(T  + njlq  ....  (17') 

abeunt,  facili  exinde  patent  negptio  *)  sequentia: 

Quantität!  ncgativae  — q (sive  sit  — vl  sive  alia quae« 
piam)  realem  nullum  aliud  pr a e bet  logar i thnium  princi- 
palem  sVstema  baseos  realis,  quam  cui  basis,  negativa 
est  ipsa  illa  quantitas  — o (realis  iste  log.  principalis 
= 1 est).  Systematum  vero  basi  imaginariae  superstruc- 
torum  realem  ipsi  — p logarithmum  priocipalem  snppe- 
ditat  id  unumquodque 

a)  cui  basis,  qud  parteni  realem  haud  negativa,  con- 
ditioni  satisfaciat  huic 

I!  x l 

(15") R*  s=  p*. 


nec  non 

b ) cui  basis,  qud  partein  realem  negativa,  condition! 
satisfaciat  huic 


_J_  x 

(i7")  . r.-.  . . ßr+"=p*. 

Quantitati  igitur  — 1 realem  ea  sola,  quibus  modulus 
baseos  =1  sit,  systemata  praebent  logarithmum  prin- 
cipalem:  horum  in  unoquoque 

Log(— 1)=  ^aut  -jr~ 


#)  >Seilicet : 1°)  l’ositit  £=:  — «1 , condiliones  illae  (15')  et  (1T#)  ambae 
in  i.  e.  /?  = !,  abeunt;  — 2°)  Sin  vero  X alia  quaepiam  fueiit 

quanlitas  negativa  — q , 

tuue  .4)  eonditioni  (15*)  nullä  profecto  basi  reali  satUfieri  polest : — 
nam , posito  T=0,  conditio  hacc  (15#)  in  IRzzz 0 (Ä  = l)  abit, 
quae  quidem  basin  ipsam  (quippc  cui  in  (15')  haud  liegativa 
cedere  pars  realis  pntalur)  =1  postulat,  quQd  autem  genus  ba- 
seos  jam  anlea  semel  omniuo  fuil  ahrogatum;  — ideoque  tune 
loco  ipsius  (15')  jure  licet  suhstitui  (15*); 

et  quidem  B ) eonditioni  (17*)  satisficri  aliter  positione  illÄ  T=  0 (L  e.  ba- 
.!  i,  . scos  realis)  nequire,  nisi  simul  R — q (i.  e.  basis  ipsa  = — -p) 
assumatur,  patet  per  so:  nec  non  licere  loco  ipsius  sub- 

Stitui  (17'0.  ir  .-rm  .... 
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est,  prout  haud  negativa  est  aut  negativa  basis  qu4  par 
tem  realem. 


Nota.  Praeterea  omnino  non  latet  ex  aequationibus  hisce 
(11),  (13),  (15)  et  (17 ) ferri  licere  responsum  quaestioni  alteri  huic, 
ciijusnam  sint  gene'ris  quantit&tes,  quibus  realem  da- 
tum quoddant  systema  sup ped i tet  Io gari thm um  princi- 
palein.“ 

4.  Quemadmodum  basi  e,  fecund,  (52)  universamque  illam  (56), 
sic  quoque  secund.  definifionem  (7)  basi  cuilibet  b habetur  in  genere*) 


eamque  ab  caussam  (verbis  convenientor  aeuimtionem  (3)  proxime 
inseqnentibus)  quemadmodum  basi  c,  secund.  (53)  universamque  illam 
(69),  sic  quoque  ln  genere 

■ • , • , u . i.  ' : . n|  ( l*nl 

(20)  Log»((a«))=yLogi(ar)  + Log»((l)). 

Et  quidem  de  caeteris  principalium  ex  systemate  quolibetcum- 
que  logarithmorum  idiomatibus  iu  rectä  ex  deljnit.  (7)  consequitur, 
quoties  ratae  sint  aequationes  | -i  i 


l(xy)  = ylx, 

l{x)  + /(*,)+... .+((j-n)  ==  l(xX , :..Xn)  ; l(x)  +'  /(—  1)  = /(—  x)  , 

t(xo-r(x^((*l);:)(±)=~<x 


toties  obtfnere,  quae  ex  iis  mutato  l in  Log  4 comparantur,  aequa- 


tiones 


ii  Deuique  ex  ipsA  definitione  (2)  patet  tres  illas,  quae  in pag. 414. 
commemorabantur , aequationes  omni  absque  exceptione  legitimas 
permanere,  etiamsi  in  nevas  has  immutantur: 


1Logt((xJ)  4 Log  /.((xj)  + ....+ Log  »((*„)) — Log t((xxt ....*,)) , 
Loggia:!)) — Log  »((*)) = Log  , 

LoR4(G))f;“Los4((ar))-  , 

•'->.! 


*)  N»m  ?****-.£****-» 

I » 1 I.  - * tl  . ’* 

; s»  11  i / 1 •• 

i'mi  * i ‘ 


....  , 

est,  secund.  (66)/ i. 

» ! i r • 


e.  lecoud,  (7), 

= secund.  (66). 


*» ;« il  I . • • -*•  !• 1 

-•j. .[»•>* » - • * » ( 


Thcil  IX. 


28 
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N O T A E. 


Nota  I. 

(Vid.  pas.  395. ) 

Ex  hiaee  jam  palet  lieere  aignnm  illad  (ßY — iy* , uhi  orcurrat.  ei 
arhitrio  inlerpretari  per  „ pri  n c ipale  ra  aeparatae  illiaa  quanti- 
tatia  ßy—l  poteatiam"  aut  per  „li  mite  m , in  quem  ( a+ßi^i)!* 
— (a  poaitivä)  — convergit  decreacente  o indefinite;*,  mi- 
nime vero  (ft  qualibet)  per  limitem,  in  quem  (a-f-jit  — 1).“  — o nega- 
tiva — convergit  decreaceate  valorc  ipaiua  a nnmerice  indefinite,  eerte 
dum  ß negativa  eat:  qui  quidem  limea  noviaaimua  (ut  aupra  monebatur 
in  ,,  Obaerv.“  pag.  393.)  eat 

(o)  . . . (v^’)“(Co«^ + vzz sm2^),  n» 

at  vero  (ßV^—  ly*,  dum  ß negativa  eat,  breviter  deaotaret 

m ....  . (yp^L  (Co.  ff  - Sin^) , 

qnarnm  alteram  ab  altera,  niai  forte  ft  integra  nnmerice  avt  0 fuerit, 
diaerepare  plane  npparet. 

Propterea , ai  cni  nobiacum  *)  placuerit  signo  tili  Xß,  etiamai  X ne- 
gativa fuerit  qua  partem  realem , admiaa«  notionem  in  hoc  caan  aubji- 
cere  iatgai 

( — p)d*(Coa/**-f-V  — 1 Sin^r), 

Imud  latot  omnino  oportere  eum  propoaitioni  hnic  „Aeqatio  illa 

(c)  . , . . (m  + ß V— — p)u  (Goa  ftx+y  — 1 Sin  fix) 

numquam  non  vale.t,  (luin  a negativa  eat“  nnllam,  niai'qnae  bis 
ipaia  vcrbia  „ a negativ^“  Alit  cxpreaaa,  notionem  intelligere  aubjectam. 

Sin  vero  de  (a+ßV—l y»,  a negativ*,  nibil  aliud  atatui  liceret,  qnam 
quid  in  ipao  etiam  limite  0 (in  quem  a illa  negativa,  decreacente  valore 
auo  nomerico  indefinite,  tendit)  aibi  conetaret,  vel  potiua  (ot  aperte  loqna- 
miir):  ai  Analysi  hoc  uti  aigno  (a -f- ß , dum  a negativa 
eat,  haud  aüo  liceret  pacto,  niai  qunntitaa,  cni  hoc  vindi- 
caretnr  aignnm,  decreacente  valore  ipaiua  a numerico  inde- 
finite in  cundcm  ipaa  convergeret  limitem  ac  ea  dem  um 
quantitaa,  cni,  dum  a poaitivu  eat,  addietnm  fuerit  hoc 
aignnm  a + ßV  — I;  profecto  inde  Canchyanum,  neceaae  eat  conaeque- 


#)  Vid.  pag.  392.  praecedentem. 


f \ 


tVt 
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retnr  coneiliom  hu  jus  «igni  XM  pro  a ncgativd  ex  Analysi  plane  tollend!  *), 
certe  donec  placuerit  hoc  signo  TM  quampiam  denotari  qiiantitatuni  in 
forniuld 

(rf)  ■ • - • = pf*  (Co*  ftb  + Sin  /j«)  ((l)>i 

comprclienaarum , quarum  (ut  patet)  unicuique  forma  hacccc 

CO (Coa V — -lSin^u#), 

# denotante  arcuum  quciiidaui  realium  corura,  quorum  Sin.  et  Coa.  con- 
dition! illi 

(D  . ■ . . e(Co«#+t^isin#)±=*-t-?V^i 
sati.fuciant  **).  ■ I ' 

• * i V 

*)  Cauchy  (Exercicca  de  Matheinat.  T.  I.  pag.  2.)  rem  hi»  fere 
xer Ina  cxpediendam  curavil:  Admisimns  nos  quidem  hoc  aiguuui  XM , quo 
brtviler  cxpriinalur  quaulilnlnm  illarum 

((•Z))ü  = ^ (Cu»,ur  + V—l  Sin  ur)  ((l)).“, 

«\  . V 

(.P  posilivA  qua  part.  realem), 

ea,  quoe  posilioiri  Ä=Ö  in  ((!))/*  debetar,  h.  e. 

XM=zoM  (Coa/ir  -f-  V —l  Sin  fit), 

Jam  vero  si  cui  insuper  Hcrc  ipso  aigao  XM,  dum  X negativA  gaudet  parle 
reali,  licere  uti  vidöretur,  cum  quidem  in  iinem  ut  breviter  cxprhneretur 
quantitalum 

((J*)).«,  i.  e.  (in  hoc  cawr)  qM  [Go*/4(r+r)-f-  ^ — 1 Sin^(r-f-Tr)]  ( (1))^, 
e»,  quae  poaitioni  illi  At=0  ln  ((!))/*  debeatur,  h.  6. 

ar^  = p.u(Coa^uT-f-  V — 1 Sin  fit)  (Coa  f*rr  -f-  V — 1 Siu  j*n')  ; 

• v < 1 

profecto,  „q  ii  oni  am  haruin  ntramqnc  aequationum  pro  X fall, 
ci»i  para  cedat  realis  =0  atque  Cotfficicns  ipsius  V—l  nega- 
tiva, 8»  bi  coustare  op  örteret“,  coneedemlum  illi  esset  nctesse  dcno~ 
tare  sign  um  ( — V — 1)“  non  solum 

, <,  urr  4/ — - U7T 

* » -*»T —1  Sin! — . 

2 2 

sed  etiam 

c.  \ \ \ l- 

(Coa  — + V"- — I Sin") (Cosjwi*f  V — 1 Sin/ur), 

i ■ ■)  »■ 

qua  tarnen  ex  ambiguitate,  ut  patet,  Auaiysi  sane  „un  grave  inrent^- 
n i e u t “ acciderct. 

Dissimulari  non  polest,  hoc  „quoniam  harum  utramque  ...... 

op  örteret “ sufiieientem  minime  conficere  rationem  sigui  XM,  dum  X nega- 
tiva gaudet  parte  reali,  ex  Analyai  plane  tollendi. 

**)  Hujuscemodi  adesse  necessitatem,  siquidem  & cooptari  placeat  t et 
r-j-7T,  proul  positiva  est  aut  negativa  a , jam  supra  fuit  experlum.  At  alios 

28* 
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Qnandoquidem  Tero,  ut  tempora  nunc  «unt  Analyse!»»  »evera,  i tu  nihil 
omnino  ad»it  periculi,  ne,  li  qui«  forte  «tatnerit  quempiaru  sign» 


iß) 


foraan  arcns  qnuspiam  &'  et  ü"  xcl  potius  (ut  accnrate  loquamur)  &'(a,  ß~) 
et  per  qooa  fiat  sali»  coudiiioiülwa  illia 

C g[Co*&' (a,p)-\-Y^i  Sinvi'(a,/?)]  =a- \-ß\  — 1,  dum  a poaitiva  est, 

(a)  V'  _ — 

( p[Cusd"(a,/f)+V— t Sin#"(a,jJ)]  = o + /J  V — 1,  dum  a negativa, 
depreheudi  liceat  tules,  quibua  ratae  reddautur  aequationes 

f — l)M  = p“(Coa/t#'  + V — l Sin  f*&' ) , 

| (a  + (?-m)|U:=plu(Co./t#"  + Si.,^"), 

illa,  iuquam,  pro  « poaitivÄ,  haec  aotem  pro  a negativ«,  atque  a m b a e 
insnper  pro  a = 0 , h.  e, 

(y)  ....  • [Cos,utf '(0, ß)  + SiOjutf '(0,  £)] 

—(.Vß'Y  ■ [Cos  + V^lSin  ^"(0,/?)]  ? 

Qui,  »i  tales  foraitau  exsiatant,  arcu»  &'  et  it"  ita  dciuuin  romparati 
sint  necease , aecundum  aequationea  (y) , ut  non  solum 

€oa*'(0,^)  = Cus^"(0,/S), 

Sin  &'  (0 , /S)  = Sin  #"  (0 , /?) , 

. |-,  ..i.  . 

9cd  etiam,  u reali  quälibet  ac  rationali, 

Coa^f'  (O,  ß) = Coa  ft»"  (0 , ß), 

Sinpit'  (p,ß)=Sinpfr"(Q,ß), 

idooque  ut  hnrum  utrique  differentiarum 


alterotra  cedat  formarum  +2Ä7T  communis  (Ä  num.  integ.  0 inclus. );  quod 
equidem  aliter  ficri  non  posse  apparet,  nisi  ita  fucrint  isti  & («,/?)  ct  & («,/?) 
comparati,  ut  pro  ct  = 0 in  plenam  reducautur  identitatem 

(a> »'(o,ß)=»u(o,fl). 

Coustat  autam  solos,  per  quos  satis  demum  ficri  possit  aequationibua  (o), 
arcus  et  &n(a , (?)  comprehensos  esse  in 

T-J- dum  a positiva  est  aut  0, 
et 

f\-n J:2ÄV»  dum  ct  negativa  est  aut  0,  ( 

- (Ä  et  h1  num.  int.  0 incl. ) j 
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(«- 1)**  — ( a negativa)  — tribaendum  esso  sensum,  injunctuiii  üü 
esse  videatur  officium,  ut  de  continuatione  hujusce  sensu*  in  ipso  etiani 


seil,  ealvo,  quod  in  Theorewale  pag.  396.  exposuiinus,  reservato  de  f,  dum 

<t==0  eal;  1 ' 

ideoque  soli,  quibus  ftnem  propositum  assequi  demum  liceat,  arcus 
*W)  **  #"(«.«  in  bis  conlineantur,  necesse  est, 

1°)  &'  (a,ß)z=zr-\-2k7i%  ün(ayß)  aut  =r-f  (2Ä#  -f-  \}n 

aut  — x — (2k1  — 1)%  y 

2°)  &'  {a.ß)=zx—2kny  #"(<*,£)  aut  =r+(2*'  + l)*r 

aut  =t — (2k1 — l)?r , 

denolantibus  jam  Ä et  k 1 ntimero«  integros  (Oincl.)  eos,  quibus  acceptis  con- 
ditioni  (£)  salisfaciunt  &l(0,ß')  ei  &,f(Oyß)>  praecedentibus  debiti,  iati : 

1»)  t'(p,fl)=±%+2kn,  &"(0,(>)  aut  =+|  + (2*'  + l),r 

aut 

2»)  #"(0,£>  aut  =T|  + (2A'  + 1> 

aut  0M'-1>r 

(seil,  sigitis  euperioribus  aut  inferioribus,  proul  ß positiv» 
cst  aut  negativa)  : 

quod  cquidem  reverik  novissiinum  de  k et  kf  reservatum  id  cfficit,  ul  iu  mi- 
norem  contrabalur  numerus  areuum  (t^faiß)  et  &/,(aiß')  aptorum  praecedcu- 
tium:  id  quod  jam«  facili  negotio  perspici  licebit. 

O)  Quo  finem  proposifum  assequi  liceat  acceptis 

1&1  (a , ß)  = t -f- 2kn 
et 

&"(a,ß)7=t+(2k+l)n, 

id  certe  requiritur,  vi  conditionis  illius  (d),  ut  accipiatur  A'rrrflf,  dum  ß 
positiva  est,  ct  «pudern  z=k — 1 , dum  ß negativa; 

tum  ö)  quo  finem  propositum  assequi  liceat  acceptis 

(a , ß)  = t -f*  2Ä7T 
et 

id  certe  requiritur,  ut  accipiatur  k’  = — A»  (i.  c.  utraque  — 0),  dum  ß posi- 
tiva est,  ct  qttidem  = — (ä — 1),  dum  ß negativa;  et  sie  porro. 

Quae  si  jam  colligantur  experta  atqne  deinccps  ex  quatuor  illis  combi- 
nationibus  . w.  . 


Digitized  by  Google 


430 


limite  «—0  spondeat;  propterea  ncc  »anc  c«t  timcndum,  ne,  quem  nobi« 
Tiium  fuit  oportere  signo  27'  (a  negativa)  vindicari,  sensu  inducatnr  in 


&'(a,ß)=T+2/tn,  ) j &'(a,ß)  = T+2ft7T, 

#"C«.«  = v+(2*'+l>t;i  / &"(a,ß)  = t-(2k'- 1>; 

&'(<*, ß)^r~2 An-,  1 ( »' (a,ß)T=  r— 2**^ 

*"(«■£)  =*+<2A'+l)jr ; i < On(a,p)=r— (2A'— l>r 

excludantur  eac,  quihus  ncceptig  nt  finem  propositum  asscqni  liccrct , id  forei 
rcquisitum  nt  acciperetur  k*  quanlilas  negativa  ; perfacili  exinde  palcbit  ne- 
gotio  superesse,  quibus  iinem  iiunc  assequi  iiceat , nonnist  hasce  : 

» ' 

i • - 5 , * ( # . • . . * 

dum  ß positiv«  est: 

, $ *'.(«, /*)  = T + 2Äir,  l l tf'(a,/?)  = t-2*7r,  1 

aut  j r aut  i t 

< 0" («,<?)= r+(2*+l>r,J  ( tf"(o,/»)  = t— (2*-l)w> 

dum  ß negativ«  est : 

«.  | = I+2fcr’  } j *(:ß=r-U*,  1 . 

< #"(«,(?)  — *+(2A-X>r,j  ( #"(_a,ß)z=z  — (2*+l>t  ‘ 

Quod  igitor  sqH  hi  sunt  ,7 ' - ei  #n  - valorcs,  quihus  ratac  dcmum  rcddi 
possint  aequationes  (/?) , illa  (inquam)  pro  a positiv* , baec  antem  pro  a 
negativ* . atque  ambae  simul  pro  a=:0;  propterea  sufiicil. 

dum  a posltiva  est, 

(a-\-ß^T— •l)/'  cooptari  p.«(  Cos/*(r-f-2Ajr)-f-V^ — 1 Sin^(r-f-2Arr)|, 
dum  a negativa  est, 

(a-\-ß^T — 1 )/*  cooptari 

Qf*  j Cos  + V — 1 Sin  fi  [t  + (2k  l)sr]  J 

pront  ß posidva  est  aut  negativa, 

vei  eliam 

dum  a positiv«  est, 

» . • , v . . * 

(a- V — T)/*  cooptari  Qt*{CoBfi(r — 2 Ä'?r)-f-'V  — 1 Sin fi(t — »2Afr)|, 
dum  ct  negativa  est, 

cooptari 

pUlCus^r—  (2A+ 1>i]+  Sin^fr— (2Ä=Fl>r]  1 

prout  ß posiliva  est  ant  negativa, 

quo  cum  assequaris  filtern  ut,  quac  signo  lioc  (a- ßV «— 1 )/*  denotata  fnit, 
quantitas  decrescentc  valore  ipmj.*.  st  numerico  indefinite  ipsa  in  eundem,  sive 
posiliva  fuerit  sive  negativa  a,  tendat  limitem:  et  quidcnt  (nt  facile  est  ex- 
pertn)  nil  refert,  quemvis  potissimum  ipsi  k tribneris  numfcri  integri  (O  in- 
clus.)  valorem  — ; ncc  tarnen  nllia  omnino  aliis  hnnc  nsscqni  licet  scopum. 
[Accepto  k=0  ambae,  ut  patet,  in  uoam  coeunt  (ß1)  et  (/?")]. 
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«tmbiguum  Analysis;  e contrario  emolumenta , qnae  hoc  aigno  admisso 
contingant  Analysi , totidem  certe  quot  exclnso  incommodo  percenseri 
licehit.  - 

( Ea , quae  reatant  *) , alio  quodam  tempore  aequentur.) 


Nihiominus  ca  nohis  permanct  immola  scnlciitia,  qnae  supr«  in  contextu 
dicebalar , tollendum  plane  esse  (uli  placuit  Cauchy)  cx  Analysi  signum 
iliud  Xtl  pro  a negativA,  si  quidem  Analysi  hoc  uli  signo  (unc  (i.  e.  a ne- 
gativa) alio  non  licercl  paclo , nisi  quantitas,  cui  hoc  vindicarelur  signum, 
decrcscenle  valorc  ipsius  a numcrico  indefinite  in  eundem  ipsa  convergeret 
limitem  ac  ea  demnm  quantitas«  cui,  dum  a positiv«  est,  addictum  fuisset 
hoc  signum  j.«.  Nam  aive  (ß1)  «dmissam  fueris  sivö  (ß")  — solas,  in- 
quam,  quihus  admissis  quem  diximus  novissimc  finem  assequi  demum  Jicent  — ; 
in  aliud  quoddam  incidis  majoris  mhuc  impedimenti  incommodum:  accidit 
nenipc  ut,  cui  (dum  a negativa  est)  addictum  fuit  tali  modo  signum  Xßy 
quantitas  decre. sccntc  valorc  ipsius^  numcrico  indefinite  in  di- 
versos  ipsa  teudat  duos  limites,  proul  cx  plagA  positivA  aut  uegativA  in  0 con- 
tenderit  hacc  ß:  adeo  ut  (.4  Numcrnm  denolanle),  si  forte  (ß ')  admilli 
placucrit,  comcdeudum  foret 

significare  non  solum  j < i 

A/4(Cos2Ä/<7r-|- V — 1 Siu  2kfi7c')  (Cos  V^—l  Sin/aTr) , 

i*  f / 1 U ••  I ■ . , ; J * ; f ; ) . I * , ,E,  { \ 

sed  etiam 

• * : • ; 

AM(Co«2A/t*7r-f-  V — 1 Sin  2kftn)  (Cos  fin  — V" — 1 Sin  ^ m ) , 

quippc  quaruin  Altera  limitem  conficir,  in  qnem  convergcjtitc  ß positivA  in 
0,  allcra  in  quem  convergente  ß ncgativA  in  0,  tendit  ipsa  (— A- — l)^ 
ex  formulA  ( ß ;)  definita;  et  quidem  si  potius  placuerit  ( ß" ) admilli,  c}iw- 
dem  plane  generis  incommodum  aüforet. 

Qu od  qnoniam  incommodum,  ut  plano  apparet,  majoris  admodum  est 
impedimenti  quam  prius  iliud,  ex  acccptA  definitione  istä 

Xf*^z  (J^  q)P  (Cos  fit V — 1 Sin  fit) 

, prout  a liaud  negativa  est  ant  negativa 

oriundum ; proptcrca  nos  lianc  quidem  ipsi»  ( ß ;)  et  (ß,r ) praefereudam  puta- 
vimus,  opinati  praeterca  nec  injunetnm  uobis  esse  officium  nec  veniam  qui- 
dem datam  ex  Analysi  , ob  indieatum  (si  ita  demum  vocabitur)  incommodum, 
signi  XP  pro  a negativa  tollendi. 

*)  Quae  heic  jam  allata  suut,  ca  conficiunt  omni«,  quae  de  signis  XV 
et  Log  ö(x)  in  Actis  Acad.  Scicut.  Stockholm,  ct  quidem  Dissertatione  tituli 
praecedentibus  superscripti  roferenda  nos  quidem  curaviums.  Quae  in  hac 
Diesen.  oceurrunt  caetera  non  nisi  «igna  illa  SinX  et  CosX,  Arcsin x et  Are-  , 
cos  X speclAnt. 
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P o s t s c r i p tarn. 


Anno  jam  praeccdente  1846  vfx  dnas  partes  prorecto,  nondtim  in  finem 
perdurto  negotio  typis  Saecanis  expriraendae  (In  Actis  Acad.  Scicnt. 
Storkholm.)  Disscrtationis , cujus  ea.  quae  heic  Latine  reddita  sunt,  par- 
tem  explent  majoroni  — (praeterlapso  quidem  post  recitatam  in  Academirf 
Dissertationen!  anni  nnius  spatio)  — . miruin  id  mihi  contigit  gatidii  an 
vuluptatis,  nt  popnlaris  qnidam,  Parisiis  cum  Canchy  ipso  collocotns. 
rednx  inde  mandatis  mnvenicnter.  quae  sihi  ab  eo  data  fuerant  *) , rcrtio- 
rem  me  fecerit.  qnod  princeps  i Ile  Geometra  vix  bene  praeterlapso  tem- 
pore has  ipsas  Analvneos  partes  retraetandas  adgressns  s i p n o r u m inter- 
dictis,  qnorum  in  praecedentibus  (pag.  383.  et  384.)  facta  erat 
ment  io,  liaudqnaqnam  opns  esse  Anatysl;  ipse  quidem  jam 
fuerat  expert us.  Mense  demura  Decembris  vixdum  elapso  perscriptin 
jam  fere  Omnibus.  quae' huic  ,,  p o s t s c r i p 1 6i;  praeredunt,  schedulas  ac- 
cepi  extremas  Tomi  Illi  operi«  praeclari  „Exercices  d* Analyse  et 
de  phys.  mathcmatique^,  quibus  Cauchy  perill.  rem  sno  modo 
tractatam  in  medium  ppoferendam  curavit.  Quibus  ex  schedulis  quam 
comperi  non  oranibus  oranino  numeris  congruere  definitiones , novas  illas 
quidem,  Cauchyanas  cnm  meist  at  plurimum  tarnen  referat,  nt  Analy- 
seos  inter  cnltores  de  rebns  hujosce  naturae,  ipsis  inquain  quibus  innita-' 
tur  aedifieinm  Aoalyseos  fundamentis,  perferte  conveniat;  non  possam 
qain  breviter  heic  praecipua,  quae  discrepantiara  istam  constituunt,  rao- 
menta  exponam . sperans  fore  nt  rem  demura  accarate  explicatam  niant- 
fcstamque  co  red  di  tarn  perfacili  tandem  negotio  dirfmi  in  sempiternam 
liceat. 

Quä  tarnen  in  expoiitiong  (nt  decet)  noonisi  iis,  quae  signa  illa  TV 
et  Log  ^(a*)  spectant.  hoc  loco  propositis  pauca,  quae  de  signis  illis  Arc- 
sin X et  Arccos x definiendis  admonere  voluerira.  in  alind  tempuS  — quo 
nempe  data  mihi  fuqrit  occasio  cacteras  Dissertationis  raeae  partes,  La- 
tine  quidem  redditaa  btic  , i Archiv© offerendi  — differo  **). 

: . • • =*'«■ 

— • . . i • • . . ■ t . I • u. 

i i \.r  \ l«.,m  n ‘J  ’ 1 

*)  Quorum  vide  Licet  mandalorum  ansam  dederat  Nota  qnaedam  Infra 
pag.  12.  Commentatiotiis  nostrae  enjusdam  titnlo  „ Dofc  trihae  scri^rum 
infihit.  Exercitationes,  P.  Ima“  subscriptae , Cujus  paullo  ante  |4er-' 
lnsfrandae  copia  Illustr.  Caacliy  data  fuerat.  Qu A quidem  in  Nota  nos  dbi- 
tcr  ea  i ' quae  in  Dissertatione  praesenti  signa  illa  TV  et  Lbg  ft(x)  spectant, 
pautis  indicata  feceramus.  *rt 

**)  Hoc  tarnen  loco  non  possum  quin  obiter  admoueam  laborare  hanc 
partem  Common  talionis  Cauchyanac  et  quidem  nominatim  pag.  385.  graviori 
qnodam  calami  lapsu.  Scilicet  quoniam,  dum  / = 0 atque  S numerice  ^ 1 
ponuntur,  formuLa  illa  S in  \^S%  (nee  semper,  uti  loco  cit,  contendit  Illustr. 
Anctor , in  8)  abit,  exinde  consequitur  loco  formulae  (37)  snbstitui  oporterc 
memorabiiem  istam 

Arcco,  (~)  T /(*/*’  + V55=T). 
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Dom  m co  res  vertitur,  nt  detcriuinetur,  cninam  pntisaimuin  ex 
/*-potentiis  (ja  real?)  quantitativ  illins  x(—  a-\-ßlT — f)  innuineri«  hisce 

(«)  ....  ((jr)>=^(Co.^+^=Tsin^t;i 

[6  hoc  loco,  «alvis  tolunimoiln  ambabus  illU  » '“dettniii- 

nato  rclicto]  singulare  cedat  signtim  Xß  ncc  non  — uti  nobis  quidem  vitum 
fuit  — nornen  p-p o ten  ti a principal  Is“ ; cx  praecedentibu«' 
equidcm  Analysen«  partibug  arbitrio  nsque  relicta  est  res  tota,  si  in  Odo 
ita  definiatur  haec  notio 

(A) Xf 1 = pß  (Cos  fi&  -f-  V — 1 Sin  ftfr) 

k ’ i 

({}  brevitcr  d eh i turn  ipsuni  fl -valorem  deno  taute),  ut, 

1)  pro  X ==  Numero  A , in  Aß  ipsam  Elenicntoruui 

atqne , 

»li  i . . . 

2)  pro  | | . »n  •*"  V~1 . ; . 

redneatur  hör.  raembrnm  posterius  (b).  Admont  re  heicl  juvat  ambabus 
his  rite  satisfieri  conditionihus,  sive  Cauchyana  (nova  illa  quidem)  sive 
nostra  cooptetur  determinatio  ipsius  et  quidem  multis  praeterea,  quin 
itnino  innuineri«,  aliis  ipsius  & determinandi  modis  ita  fieri  posse. 

Sin  vero  ad  easimul,  qtiac  se q u e n t i b u s Analysen«  partibu«  futura 
sint  eonsectaria  cx  hnc  definitione,  advertitur  animns;  prim  uni  id  qui- 
dem sese  ofTcrt  optanduiu , ut  quae  dernum  cooptata  fucrit  quuntita«  (b) 
seil  (a  +ßV — l)ß  talem  confecturd  eit  ipsaruih  a et  ß functionem , cui 
nulla  accidat,  variatis  licet  o et  ß quomodoeumque.  solutü»  continnitatis, 
quaequae  sit  fi  forte  quantita«  reali«.  Talem  vero  nulliim  omnino  inve- 
niri  posse  & ■ valorem  , cujus  beneficio  couipotes  hujusre  voti  fiamus,  id 
ut  rationibus  natnrae  rei  debitis  universis  argui  quidem  liceat,  tarnen  in 
praesenti  «equentia  «olununodo,  cademque  ut  per  «e  maru,$e*ta  ita  ad  rem 
dirimendam  prae  cetcris  idonea,  singularia  attulisse  argumenta  sufficiet. 

Valorem  ipsius#.  si  qiii«  exsistat,  cujus  beneficio  compnlcs  nos 
fieri  liceat  voti  jam  nunc  conivnemorati » duplici  hnic  (utjum  caeteras 
praetermittainu«)  satisfacerc  oportebit  conditioni  ut  ( A et  B Numeros 
denntnntibus) 

1 °)  aß  communis  n in b a b u s his  («+  futura  sit 

lim  es  decrescentc  B in  0 indefinite,  atqtie 

. i ■ . • 

2°)  (^V- — 1)^  communis  ambabus  his  (^A- |-^V— -1)/*  futura 
sit  lim  es  decresccnte  A in  0 indefinite: 

Yerumeniimero  in  Nota  I “ jam  proxime  pniecedente  evidenter  no« 
quidem  probavimus  eo . que  solo  finem  illmn  2<f)  asseqni  liceat,  modo 
ipsius  # determinandi  alterum  illum  1°)  — cettea  negativ*  — non  posse 
attingi.  Id  quod  reverd  sufficit,  ut  plane  apparet. 

Qnod  si,  uti  jam  nunc  constat  pcrfecte,  fieri  non  potest  ut  talem  in- 
veniri  liceat  # - valorem , cujus  beneficio  compotes  quod  supra  diximus 
voti  fiamus;  id  deinceps  sese  praebet  optandum  , ut  # talis  , cooptetur, 
quo  alter  utruni  certe  propositornm  illornm  1°)  et  2°)  attingi  liceat, 
quippe  quoniam  ne  liaec  quidem  ambo  simul  ronsequi  uUo modo  potc- 
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rie.  At,  atrnm  po  tiesimum  ? Tali  de  re  ne  ullum  quidem  hoc  tem- 
pore relictum  caae  iocnra  dubitandi,  id  jure  nobia  licitum  eaae  contcn- 
dere  videtur.  Ktenim  quia  eat,  cui  non  ait  perauaaum  Analysi  longe 
mnjor.t  profectura  easc  eiuolumenta  ex  tali  inalitutione , quti  liceat  rea- 
lem (plerumque)  illam 

aß 

ceoaeri  limiteiu  ambarmn  (o^äV  — 1)M  coromoncm,  quam  quae  illi  forte 
contingant  ex  venia  imaginariam  (longe  plerumque) 

{ßVZTxy, 

i • 

cenaendi  limitem  ambarum  (JU  A-\-ßV — l)/a?  •) 

Quid  plura  V In  hoc  tarnen  ipso  momentuin  vertitur  difTcrcntiac  intcr 
Canchyanam  noatramque &- valoria  determinandi  rationem,  quod  nempe 
noalra  admisui  definitione  ipaiua  xß  propoaitum  illud  1°) 
attingatur,  Cauchyanä  vero  non  attingatur:  id  quod,  heic 
raaximi  momenti  rem,  jam  paucia  explicare  conabimur. 

.1)  Nobia,  prdut  a poaitira  aut  negativa,  erat  (ß  reali  quälibet) 


(f)  . . ,{a-\-ßY — l)ß  s?  (+p)“(CoaJur-f  V — lSin/*r), 

ß 


t denot.  Arctg  — , 


ex  quä  patet  extcmplo 


aß 

conficere  limitem,  in  quem  tendit  (a-\-ß\f — l)ß  convergente  ß (poaitiva 
an  negativd , nil  refert)  in  O indefinite. 

• • a.:  • . ■ ",  )•  ,• 

B)  Cauchyand  ex  definitione  habetur 
(rf)  . . . (a+ßV^i)ß  = ^(Coa^+V^TSin/^),  !• '- 


& denotante  unicura  ex  Argumentia  6 ipaiua  — 1 id,  quod 

limitibua  +jr  atque  (excluaive)' — n continetur;  ideoque 


*)  Sie  Caucky  jpae  (pag.  375.  operia  eit.  „Hxercicea  ete.“)  talem 
ipains  & determinandi  rationem  rejradiavit , ex  quA  profecturum  id  esset 
incommodi  (verhum  refero  ipsius  Auctoris  Laline  quidem  redditum),  nt 

aPy  dum  a poaitira  cst , 

communis  non  cvaderet  ambarum  + 1)/*  Limes.  Eo  magis  miror,  qnid 

sit  quod  Caticliy  hoc  ipso  temporis  momento  talem  hnjus  & determinandi 
rationem  proposuerit  admiltendum , ex  quA  necessa  id  conseqnatur  incom- 
modi , ut 

«M,  dnm  a negativa  est, 

communem  non  censeri  liccat  ambarum  ( aJhßV  — 1)/*  limitem:  qnnm  tarnen, 
et  quidem  nostrae  de&nitionis  beneficio,  ambo  simul  evitari  licet  incommoda, 
id  quod  praeterea  pancis  mox  infra  patebit  verbis. 
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, ß ' 

dam  a positive  = A c«t,  h&lictur  #:=Arctg  - z=t,  ß rculi  qud- 

cc 

libet, 

unde,  eecund.  (</),  ' ; 

(d  + /?V — 1).“  = po(Cos/jr-f-V  — 1 Sin  fit) , 

ideoque  A.“  ex  hac  etiam  dcfinitione  lirnes  nt  anibarum  (A  4 Vß*  ■ V — 1)" 
communis,  decreacente  valore  ipaius  ß nnmerico  in  0 indefinite; 

dum  veto  a negativa  =—  A eat,  habetur 

& — Arctg  = , dura  ß liaud  negativa  est, 

at 

a 

= — («r  — Aretg-i-j)=* — nr,  dum  ß negativa, 
nnde . accnndum  (rf)  , 

( — A-\-ß\  — l)#‘=p.u.[Co«/*(ri;)r)  + V — J Sin/^rJLjr)], 
prout  ß haud  negativa  e*t  aut  negntiva , 

ideoque  (—  ,4)0  •)  ex  hac  deflnitione  ipaiua  (a-\  ß^f — !)'*  limitem  equi- 
dein  renaeri  licet  ip«iu»  ( — A-\-ßV — 1 )0  convergente  ß poaitivd  in  O, 
minime  vero  ß negativ*  in  0 convergente. 

Observ.  Reverii  Cnurhy  hoc  modo  ipai  XO  eam  ipaam  , quac  in 
„Nota  I“  proxime  praccedentc  ocurrit,  definitionem  (ß1) 
pro  k=zO  [neu , quae  idem  valct,  (ß")  pro  A=  0] , i.  c. 

a poaitivd  (O  incluaive) 

(a-\-ßV  — l)u  = pM(Coa/ur+'V  — 1 Sin/ir), 
a negativ*  (0  inclua.) 

(o+/?V— l)o  — po  [Coa/»(r±n)+ Sin/iOJ^r)], 
prout  ß positiva  est  aut  negativa, 

admisit,  eo  tarnen  insuper  adjecto  posteriori  huic  aequa- 
tioni  reservato  — quo  scilieet  praetermisso  anceps  plerum- 
que  evaderet  definitio  ipsius  aß  ( a negativa)  ut  ne  legem 
illam 

„(a+ßV^I)M  = pO  [Coa  p(r^r)  + V— 1 Sin /•(«—*)], 
dura  ß negat.  cst,“ 


*)  Obiter  admonere  Imc  loco  juvat,  definitionem  ipsius  ( — A)/1  Cauchya- 
nam  kancce 

(_  ,4)0  = 4P  (Cos  p*  + V^l  Sin  p») = An . (— 1)0 

, , . ( . • I ,!•••• 

cum  noctra  otnuimodo  convenire.  (QuA  de  re  vid.  quac  in  nota  infra  pag.  399 
praeced.  aUata  sunt.) 
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in  ipco  ctiam  limite  ß=.0  ratani  censeri  liceat.  Caiichy 
igitur  posteriori«  quam  diximus  aeqnationis  loco  wert 
hanc  cooptavit: 


(a- \-ßV — l).u  — Qfi  [Cos  ^(Tjkr)-f-  V-r- 1 Sin  /s(r4^r)]v 

prout  ß haud  negativa  est  aut  ncgat. 

• »x"  • ■>  l • I — 1 i I ' 

Ex  quibus  — eorura  Tt  ipsorum  , quae  in  >'ota  illa  I.  prae- 
I ( cedente  allata  sunt  — - rccta  et  quidem  omni  absque  expli- 

catione  ulteriori  perspicitur  Cauchy  definitione  suä  pro- 
positum  illud  „2°).6i,  altero  ,,10)“  amisso,  attingere. 
Nostra  prorsus  in  contrarium  tulit  ratio  rei  gerendae. 

Quae  cura  ita  sint,.  nobi«  certe  — quippe  quibus  (uti  supra  dictum 
est ) nihil  omirino  superesse  vidcatur  dubii , quin  quisque  re  satis  accuratc 
cxaiuinata  talem,  quä  propositum  illud  ,,1°) “ attingatur,  institutionein 
longc  sit  praeoptaturus  tali . qusi  alterum  illud  ,,2Ü)“,  quandoquidem 
non  ainbo  siinul  attingere  ullo  modo  liceat,  — nobis  (inquam)  Cauchy 
videatur , necesse  est,  incnriae  cujnsdam  culpd  nec  re  satis  bene  explo- 
ratu  in  eam,  quam  modo  diximus,  dcfiniendi  rationem  incidisse. 

Pauca  haec  tandem  addere  juvat  verba.  Si  quis  forte  uuieam,  ean- 
demque  Cauchyanae  illi  (7/)  analogam . maluerit  formulam  loco  amba- 
runi  definitionis  oostrae  aeqpationmu  harum  : r 

(a-f-/?V"<Ä-l).“  = (M-P^ifCogMr-4-  V“  — lSinjir), 

«i.Tp,  iM.  rul  proia  a-haud  negat.  est  aut  negativa*  _ . 


seu  , explicatius, 

. ).;r  •••-•>.  II  •»  . : I • ’f  “•••* 

(o+^V—i)iU  = ^(.CosiAT-f-V — 1 Sin/ir),  dum  a haud  negativa  est, 

atque  r=  p/u [Cos  fi(r+n)+V^i  Sin  dum  a negativa, 

: "v  ) . j - «\ 


<*) 


substituendam ; nil  sane  inipedit,  quominus  optato  illius  subveniatur  sub- 
stituta  equidem  liac  sola: 

1)  •”*  Ar~ 

— 1 = qM  (Cos  -f-  Y— I S i n , 

( i *M  n : 1 ■ 

# denotante  nnicum  ex  Argumentis  6 ipsius  a-\-ß\ / — 1 id,  quod 
limitibus  hisce  j.  1 -r)«/.«  j'V  - '*(  r / 


. (xn  :i'  I — 

(</')  (« 


JT  jr 

n atque  (exclusive)  --f-jr  *) 

^ rS'vi  ’ . ■* 


. ' ‘ . ''  <jt 

ftontme  tur,  quippe  quoniam  arcus  ille  r in  priori  aequat.  ipsis  4 - — 

haud  excedere,  in  posteriori  autem  intra  hos  limites  Jkfr  (quoniam  in  ea 

i I--r  K * {.  ln'«*'  j‘"  f I 2 

a -—  ö haud  oceurrit)  inclusus  censetür. 


•)  Proposuimua  igitur  reverä  nos  quideni  arcum  q>  (vid.  pag.  3t5.  opc- 
ris  cit.  „Exercioes  etc.1*)  cooptandum, nec  n (quemCaucby  repudiavit) 
uec  0 (quem  proposuit  ille  admitLendum) , sed  ipsum  illud  medium  Arilh- 

. :i.il  3X  Io.!  *'M  Itci :.<!(*•  r.H  . 

meticum  — . ...... 

2 t \ II  U .!•  I • 
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Tum  quod  ad  difTerentiam  inter  Cauchyanam  nostromque  definitionem 
ipiins,  quein  dmintia  doi  qiiidem.  ,,  e - I o gar  i t h m i principalis** 

attinet,  analog»  ca  est  (uec  inopinato  id  quidem)  praecedcnti , qnae  defl- 
nitione«  illas  „potentiae  principalis“ 

(a+ßV^iy 

spcctabat. 

f Noatra  quidem  riefinitione  id  contigit  emolumenti , ut 

i " i*.  «•  , 

. ..  •»  I n. 

communis  evudat  limes  amborum  + 1)  decrcscente  B in  0 indefi- 

nite; attamen  hunc 


/( <i ) . sive  poaitiva  ait  »ive  negat.  a, 


liroitem  equidem  aemper  ipsiua  /(M-J-/JV — 1),  decreaccntc  A in  0 indefinite, 
nec  tarnen  aemper  (aeil.  ß negativd  Hand  licet)  ipaiua  /( — A-\-ßV — 1)  cen- 
aeri  licebit. 

E contrario  Cauehyand  definitione  id  accidit  incomtuodi,  ut 


/(«) 


eonimunem  non  aemper  (acil.  a negativä  — — A haud  aemper  licebit)  cen- 
aeri  liceat  amborum  l(a\BAT — i)  limitem  decreacente  B in  0 indefinite;  — 
attamen  hic  L 1 


/(ßV~  —1),  aive  positiv»  ait  aive  negat.  ß , 

-i  .‘l!»."  "•  12  * ■«:>  Tnlo'J 

communis  evadit  limea  amborum  H-\-i\ß  V-rl)  decreacente  .4  in  O inde- 
finite. 


Praeterea  noatrdm  utrique  rata  eat  liaecce  rclatio 


/(— d)  —IA  -f  /(—  1 )—lA  -fnVUT. 


Dcnique  de  differentia  inter  Cauchyanam  definitioncm  noatramque  sig- 
nornm  univeraalinm  horum 


x ® et  Log»(x)  i„ 

(x,  y , 6 quantitatibua  quibuacnraque,  realibua  aeqne  ac  imaginariia.) 

\ 

nulld  sane  post  haec  Opus  est  explicatione  aliäquaro  hdc  generali,  quod 
nostrüm  utrique  cooptatae  fuerint  definitiones  illae 

Ix 

(/)  = Log»(x)  = j^. 

* * • . i . : . * . } 

Quo  scilicet  ex  facto  patet  omnino  difTerentiam , de  qud  quaeritur,  ex 
sold  (cujus  aupra  mcntionem  fcciraua)  differentia  inter  Caucbyanau  defi- 
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uitioncoi  nostraraque  ipso  rum  l(x)  et  1(0),  x et  b imaginarii«  negattra- 
rum  equidera  partium  realium,  penderc.  Qu«ve,  si  amquara  eo  perren- 
tum  fuerit,  ut  de  principatu  alterutriu«  modi  horum  l(x)  et  l(b)  definien- 
dorum  conveniat,  eodem  demum  temporis  moraento,  uter  potissimuin 
generalibus  illis  xy  et  Log&(x)  reservatu«  permaneat  sensu«,  inter  Geo- 
mctras  erit  lege  sancitum. 


Illus trissiiuo  Cauchy,  si  ei  placuerit  suam  ipsius  post  haec  pronun- 
tiare  sententiam , hujus  aevi  Georaetrae  aeque  ac  venturi  pluriraura  sc 
debere  certissime  confitebuutur.  Quod  ad  ntis  attinet,  tanta  jam  dudura 
imbuti  suraus  assuetudine  explicationis  apud  Cauchy  in  rebus  dubiis 
petendae  accipiendaeque , ut  persuusum  nobis  hoc  quoque  tempore  habere 
videainur,  fore  ut  brevi  ille  quidera  Geometras  accepto  quod  diximus 
beueficio  obligatos  sibi  sit  devincturu*. 


(1*~ 


XLF. 

Heber  die  Rektifikation  und  Quadra- 
tur der  Toroide. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zn  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Die  in  Archiv  Thl.  VIII.  S.  375.  ff.  betrachtete  Kurve  besteht 
wesentlich  aus  zwei  Kurven,  eine,  welche  ich  die  äussere,  die 
andere,  die  ich  die  innere  Toroide  nennen  will.  Für  die  erstere 

feiten  in  den  Gleichungen  (17)  des  erwähnten  Aufsatzes  die  obern 
eichen  , für  die  andere  die  untern.  Ich  betrachte  hier  bloss  die 
erste  der  zwei  Kurven,  denn  die  andere  hat,  je  nach  der  Grösse 
von  k,  ganz  andere  Gestalten,  indem  — wie  man  durch  Unter- 
suchung findet  — sie  Rückkehr-  und  Doppelpunkte  haben  kann, 

der  äussern  aber  gleicht,  wenn  k ^ — , jedoch  auch  nur  alsdann. 

ln  eine  spezielle  Untersuchung  der  einzelnen  Gestalten  will  ich 
hier  nicht  eingehen,  da  dieselbe  im  Ganzen  nicht  schwer  ist,  auch 
es  sich  hier  vorzüglich  um  Rektifikation  und  Quadratur  handeln  soll. 
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Die  äussere  Toroide  ist  eine  vollkommen  geschlossene  Figur, 
die  sich  in  die  vier  Koordinatenwinke!  vollkommen  symmetrisch 
vertheilt,  so  dass,  wenn  man  das  ganze  System  um  die  Are  der 
x dreht,  die  Kurventheile  sich  decken,  und  eben  so,  wenn  man 
es  um  die  Axe  der  y dreht.  Es  genügt  also  den  Quadranten  im 
Koordinatemvinkel  der  positiven  x und  y zu  betrachten.  Dieser 
Quadrant  geht  durch  die  Axc  der  x im  Punkte  x — a\k,  y — 0, 
und  durch  die  Axe  der  y im  Punkte  #=0,  y?=6-f£,  sonst  trifft 
er  keine  der  Axen  mehr. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (17)  a. , a.  O.  ,z.  =acof»{, 

x*  „'«!•  * •r-.ölr 

)jv  — l) sin t,  was  man  darf,  da  alsdann-^  + ^-=1,  so  ist 

. 1 ■ * ‘ « t 

x = (a +V^H^cosn)coat’  :-K' 

a (,4t .ta\ 

•/,  v -7  \T aasina< cos2i  J o 

wenn  x und  y die  laufenden  Koordinaten  der  Kurve  sind.  // 

Man  zieht  aus  den  Formeln  (1) 


\ i 

dx  I ■ 

g^-=  — «sin([l  -f 

■«><  1 ' a 1 

dt 


; • «M  t 


V"  (aasinat-|-6acos*t)*' 


¥ 


\ J 


:fiC0S<[l-f- 


«M 


V (aasin2f  -f-  6acosa/)B 


j V 


(2) 


Sei  nun,  von  f=0  an  gerechnet,  i der  Bogen,  der  zum  Winkel 
< ir 

<(^2  ) gehört«  so  ist 


1 u-  ! iliiiii  i 


obk  . ,|  - • .i . ■ i« o. 


fl  -f-  ' /i— 1_.  7-rrr-r^)  V «2sin2f+6aCOS2<.0<. 

o - V («a  s i n 2 < + 62  co  s 2 1)  “ I 

Dieser  Bogen  fingt  an  bei  dem  Punkte  x—a  + k,jyaO. 

Führt  njan  die  Multiplikation  aus,  so  ergiebt  sich:  ’ . ■ 


+ abkj'‘^rt 

=«y^lVT=iWfrst  + «*^‘a.8in^+V*cosn> 


sin2t  + 62cos2/ 
dt 


a2  — 6* 


Was  nun  zuerst  das  erste  dieser  Integrale  anbelangt,  so  hat 


man,  wenn  man  tx^^  — cp  setzt: 


i 


' I- 
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' ~i  • /‘t  „ Pf  j : — . - I 

j ÜJ  V 1— e* co8Hdt=.—J ^ V 1— c**in2(jp6gp 

lii  — . •*. 

= C V 1 — e2sin2gp2<p 

! ' M'l  .inlll  l J a T-r  li'wmvjif  i ■ < 

.0  V.  . X I U -* -.1  tun  I 

' J = V 1 --  e2sin2<p  Sqp  — V'l  — e*sin  2<jp  £9. 

Bezeichnet  man  durch  E(i\>  ,m)  wie  gewöhnlich  das  elliptische  Integral 

*!  '!>  . * . ' i I . ’ ; . ! !.  • , • 

/>  — m*sin2ip9i/;, 

so  findet  sich: 

J*  "Vfl  — e* co&H&t=E(^,e^  - E(<p,e)=E (.j,  e) ~ 

Was  däs  zweite  Integral  anbelangt,  so  ist;  esf  •> 

( I ) Ilion. m!  1.  di  ■:  lil  ii  . ii::'. . 

dt 


1 c* ' si 1 8t  1 1 r* 

<pj  o 1 — e2  cos  H~  0 1 -f  e cos  t * 2 a*J  0 1 — 


vl-fecost 

>11  1 1-  lli-!-V  I t 


ecost 


=:  J-i|~  -r===arc  (cos=^pj-^— ^+-7J==arc(cos=:i--^-fc^^)— I 
‘2o*L  V 1 — ea  v 1 + ecosr  _ Pa  1 — ecosr J 

W*«.!-:-.'  i ■ f ' * 

1 (I  — e2)cos  H — sin2r 

;"1'-  • =2^arc(cos=  1-eWrf )J  "- 


Also  findet  sich 


i=a[£0,e^  — 

k (1  — e2)  cos  2r  — sin  H I ® > 

+ 2 arc(co8= l-"c*cos2t  ) 

Für  A=0  Ist  die  Toroide  eine  Ellipse,  deren  Halbaxen  a und  6 
sind;  für  a=±6  ist  sie  em  Kreis  vom  Halbmesser  a+'k.  ■ 

Setzt  man  <==t,  so  findet  sich  als  Länge  des  Quadranten 

. .30,  '.»>  '•  • '*»•  )■  * - ‘I  1 / 

■:>  ( \-  IW>.-  > • 

aE(^e)^n’  * %\  • 
also  ist  die  Länge  der  ganzen  Kurve:  i\% -v 

■irr  1 4"^^».-:  !'  • I ||J\  lll  1/ 


lull 


gleich  der  Länge  der  Ellipse  + der  des  erzeugenden  Kreises. 
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liir  a—  b ist  = £^g-,0^  = ^,  also  die  Länge  der 

ganzen  Toroide;  2(o  + X)ä. 

Wenden  wir  uns  zur  Berechnung  der  FJäche.  Sie  möge  wie- 
der anfangen  bei  y=0,  x=a  f k , und  ein  Stück  davon  endigen 
mit  den  zu  t gehörigen  Ordinaten;  ist  dasselbe  v,  so  hat  man; 

/**  Sx 

"fo  810  1 ^ + V (a%in3t+62cos2t)3)  V «2 sin H +Wcös^?St’ 

V-  = 6 r sin  *tdt  + ab*k  f'‘~7  .,ip2tö<... 

a J 0 J o V (a2sin2t-f-  62co82f)* 


+ ak 


k r ,g‘ 

J o V ci2 sin 


sin  2 tot 


Nun  ist 


2<+A2cos  H 


~ + a2bk2 


* r 

J O («2s> 

^ sin ?tdl=z — isin  tcost  + r*- 


sin  *tdt 
1 sin  H -J-  6*  cos  *t)2" 


Ferner  findet  man,  wie  oben; 


/•*___ Si! 

J o Vfa2  sin‘J 


sin2tSf 


i V(ro2sin  2<-f-A2cos2<)3 

"N  7i  / \ - 'S 

= /*  Vos20pd<P  /*y  cos*qp&tp 

t/  o a3\T (1 — e2sinag))a  %]  o a3Vr (1  — c®sin2<jp)3 

_ FG’e)~EG,e)  _ rG-te)-£G-t’e) 

a3ea  ane2 

sin  t cos  t 


wenn  man. 


o3V~  1 — e?cos2f’ 

ßig 


: F(ig , m)  setzt, 


y,|f'  i 

o V4-m2sin2tg 

und  beachtet,  dass  v 

y^'P  cos^ipSii  F(y, 

u V (1 — m2sin2i/>Js 

Eben  so  ist 

/** sin  -tdt /* 1 cos  2<p8<p  /V  cos2cpdtp 

o V «2 sin2t-|-62  cos?t  «/  o a V~  1— e2sin^n>  ,/  o ft  V 1- 


wt)  — , ?n)  sin  ig  cos 

"‘2  + V'l-m2sin^j7 


n2g>  »/  o a.yf  1— e2sin*9 


«e2 


oc2 


Theit  IX. 


29 
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Endlich  ist  / \ 

“(  v 

y sin  Hot P! tg2t.Sf  y _ /*■>• 

o (a»Bin*t+6a«0H*<)a~jr  0 (A'2+a2tg*<)*cos2t_l/  0 (6a+a*iJj*’ 

»venu  tgtx=a:  gesetzt  wird-  Das  letzte  Integral  ist  aber 


— x 1 ax\ 

2 a*  (6a+  ö*ar»)  + 55*6  arc  (tg  = b) 


Demnach  ist: 


/*«  sin2<3<  — tgt  .1  ,A  aA  „ 

J 0 (ä2sin *< + 6*  cos Hf  ~ 2 a2<6*+«2 tg2<)  + 2a% arc  ( t£f  ~ b tgl>‘ 

Fasst  man  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  ergicbt 
sich; 

. ‘ .«j  .**  I # 

ab  . , , . aif 

t= 2 s,n^cos*+  ^ 

62ä  sin  < cos  t 
~~  "ö"  — aacoa^ 

M*tgt Aa  _ <i ; . ... 

T2(6a+n2tga<) + 2 arc(t8  _ 6 Y ' ' 4 

üm  den  Quadranten  zu  erhalten,  hat  man  zu  setzen.  Er  ist: 

TtSKf'Hi-) 

+ S'<T-«)-S'(f')+T- 

mithin  der  von  der  ganzen  Kurve  umschlossene  Raum: 

°6Ä+?StFft’0_£(^,e)1  | 

4o/r  _ / n:  \ 62  „ / ;r  \ l ® 

+ 13  '£\  2,e/  ~«aF\2  ’ ey!+^%'  ) 

Setzt  man  A=0,  so  erhSjt  man  den  Kaum,  der  von  dqr  El- 
lipse umschlossen  ist.  Der  zwischen  der  Ellipse  und  der  Bussern 
Toroide  befindliche  Raum  ist: 
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= ae^  (“*— AI)  £ (jT . + Pn — Xak  £ ^ , r)  + Wn. 

*9"'  *3  I •>  3 

Auf  gleiche  Art  reduzirt  sich  die  Formel  (4),  und  man  findet: 

»=— Ysvatcost  + 

6*A  sin  < cos  t n6/t2tg<  . >t2  ,,  a „ { ^ ) 

5"  Vl-Aös^“ 2(6Ha*tg20  + 2 arc (tg  “TT ‘8 *> ) 

■ , i h 1 1 -*i  ; ; -'  I _• 

Für  a—b  iste=0,  £^,e^-£^j  — t,e^=~-~^jy~-t^=t; 

setzt  man  ferner  <=7^  und  nimmt  das  Resultat  vierfach,  so  ergiebt 
sich : 

n(ul  -\-iak£  k%)—  w(a -J-A)*, 

wie  sich  gehört. 

Die  Formel  (5)  ist: 

• ;>  ~\—  ) •’!  l , 

n6n  -J-  4«/-  A A2?r.  (5r) 

!*  • • v ^ 5 

Somit  wäre  nun  die  vorgelegte  Aufgabe  gelöst.  Es  dürfte  jedoch 
nicht  uninteressant  sein,  auch  den  Umdrehungskörper  näher  zu 
betrachten,  der  durch  die  äussere  Toroide  entsteht. 

Es  drehe  sich  also  das  ganze  System  um  die  Axe  der  x.  Sei 
p der  Inhalt  der  Oberfläche,  die  von  dem  Bogen  der  Toroide,  der 
dem  Winkel  t entspricht  (von  f— 0 an  gerechnet)  beschrieben  wird. 

so  ist  bekanntlich:  ^ _ 

! *-  i P.  1 r i .• 


a 


also 

I? 


1* 


29" 
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Diejenigen  Wieder  dieserFormel,  die  kein  k enthalten,  gebenden 
entsprechenden  Tbeii  der  von  der  Ellipse  beschriebenen  Oberfläche. 

Für  die  Hälfte  der  erzeugten  Oberfläche  ist  t—%,  also  die 
ganze  Oberfläche;  £ 

2jt  [62  -f  ~ are  (sin =e)  + “log  (f^c)  +2a* + 

; 't*!.  tl 

Für  a—b  ist  e=0,  also  die  Oberfläche  der  Kugel: 
2wfa2-f-aa  + 2aÄ  + 2aÄ+2Ä2]  = k)2. 


wie  bekannt. 

Suchen  wir  nun  auch  den  körperlichen  Inhalt  zu  bestimmen. 
Er  sei  q , so  ist 


li 


s 


«f 

a 

?> 

■M" 


2. 

5* 


«I 

/ 

c* 


K) 

a 

£ 


s> 


:■ 

5 

+ 

. 

^ \ 

© 


22. 

5* 


© * 

<r 


o 

o 

Oft 

» I 


?> 


s, 


% 

Sig5 

05 


^5 

22.** 

5* 


1 

+ 

r 

OD. 


'S 

J 


Z ^1 

?ll 


4* 

I S3  '«l 

o 

Oft 


a 

a» 

?> 
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Durch  die  Substitution  cos  <=ar  werden  diese  Integrale  alle 
auf  bekannte  zurückgeftfbrt  und  man  erhält  folgende  Formeln : 


sin  3/dl — — 5 sin  2t  cos  t — | cos  / + ’. 


/. 


Sa  «2si 


* i sin *ßt 6 cos/V  1 - e®cos2/ 

o V a*sin2/+  62cos2/  5äV*  2ae2 

2e*  — 1 — eb 

+ - arc  (sln  — e V I — c*cos*< cos  t). 

sin  3ldl  b2 


c oetf 


s\n2r\-  b2cos2t 

sin  3ldt 


, /1  + e I— ecos/\  1 

’ 2a4c*  V.1  — e ' 1+ecos//  ' a2e2  a2e* 


Sa  V (a2s. 


b 2 (a 
~ o*e*  \ 


V' (a2s':n2/+62cos2/)3 


cos  t 


b V 1 — e2cos2i 


0 


-f-  -iarc(sin=e  yT  1 — <*2cos  2/  — • — cos 0» 
«V  v a ' 


f. 


sin  3l3t 


6®cos/ 


0 (<i2sin 2(  -J-  6*cos  2.  )‘2  2a*e2  2a6e2(l — e*cos  2t) 

e*J- 1 . a /l  f r 1 — e cos/\ 

+ 4a*c3  °s  \l  — e ' 1 +c  cos// 
sin  3ldt 


L 


~«6V  36« 


o V («®sin  2t  -J-62  cos  2/)6 

62cos  t , 2e*  + I (2e2-f- 1)  cos  t ^ 

5^2’r3flIe!IV(I_<.2eo8*ö3+3eiVrf^  3e2V  l-«*cos2// 


Substituirt  man,  so  ergiebt  sich; 


b2  . , 2b2  . 26®  66®  66co8/Vl— «*cos2/ 

gsm 

(2c2— 1)66  ■ — s — — . eb 


j=arc  |^— sin/cos/—^-  cos/+  ::g-  f ^5  -r- 

+ go  t>  - a ' 

. / 1-f-  e 1 — « cos  A , 62  62  cos  t kb 4 

* °°  V.1  — c 1 + «cos//  * c2  c2  a3e 2 


6*6® 


2a2e3 
66®  cos/ 


,-s  /-  „ — + -5-5 arc  (sin^eVT  — c2  cos  */  — — cos  /) 

n4«2 VT—  p2cos2.'  ,ie  - - a 


b*k2cos( 


6262 

e2a2  a4c2(l  — e2  cos2/) 


. (e2+l)  6*6-2,  n + 
+ 2n2e®"~  \1— ^ 


6-3 


+ 


636-3cos  / 


3ne*  r 3aV*V7I— ^cos2/)3  +3o2«2  Vi  — c2 

(2e2-fl)6-36cos/ 


1 + c 1— ecos/\ 
e ’ 1 -f-  e cos  / / 
(2e2  + 1)  i36 


; 3a2c2V  1 — c2cos2/ 


] 
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[ 


6*  . W \ »*  . /;b* 

-g-  8111  fCOS  / — CO«  t -f- -j”  -f-  -j- 


_ + ^dntvVi^ Ws»?  - p Acö8  J 

^ *• 

A*Ä*  . /I  + e 1—  ccos/\  _ Ä2 cos t [._ 

+^l0<r^-rr^;+^ — ^ 

khb  oo8  / 2Ä3  l,3k3cost 

~ «V2 ' V'f-ei'coB  2/  + 3«  + 3«4e*  V* (T^cos^ 

(2e*-j-l)  /r1/»  cos  / 


3a'2e»  V"  1 — e'2  cos  2, 


I 


Fiir  die  Hälfte  setzt  man  f=s^-,  nnd  somit  ist  der  ganze  Körper: 


kb*  kl, 
a e 


aro(sin  = 


Für  a~b  ist  c — 1 und  die  Kugel: 

-tan  + ka  + ka  \ k*  f Ifl  f-  = * (4n3  fl2n^+l2(//'H4/.») 

= ^(«+Ä)3, 

wie  bekannt. 

Die  von  k freien  Glieder  in  (7)  und  (8)  geben  den  körperlichen 
Inhalt  des  analogen,  durch  die  Ellipse  erzeugten  Körpers;  wäh- 
rend die  k enthaltenden  zusammen  den  durch  den  Kaum  zwischen 
der  Ellipse  und  der  ’j'oroide  erzeugen  Körper  nusdröcken. 

Es  ist  nun  auch  leicht,  den  Körner  zu  betrachten,  der  durch 
Umdrehung  um  die  Axe  der  y entstellt;  wir  (ibergehen  diese  Be- 
trachtung jedoch. 

In  Bezug  auf  die  analogen  Formeln  für  die  innere  Toroide,  die 
ausserhalb  des  Kreises  dieser  Betrachtungen  liegt,  bemerken  wir 
1/2 

nur  noch,  dass,  wenn  k ^ alle  obigen  Formeln  für  dieselbe  gel- 
ten , wenn  man  statt  k setzt  — k.  Daraus  folgt,  dass  unter  dieser 
Voraussetzung  hinsichtlich  k: 

Der  Unterschied  der  Längen  beider  Toroklen: 

Akn; 

die  Fläche  zwischen  beiden  Torolden : 


8a*£(f,e); 

der  Unterschied  der  Oberflächen  der  beiden  Umdrehungskörper, 
welche  durch  beide  Kurven  erzeugt  werden,  wenn  das  ganze  System 
sich  uni  die  grosse  Axe  der  Ellipse  dreht: 
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und  der  körperliche  Raum,  der  durch  das  Flächenstück  zwischen 
beiden  Kurven  erzeugt  wird: 


\kbl  kb  2A*"| 

4«*L-+7arc(8.n=e)  + 37J 


Anderweitige  Resultate  Hessen  sich  noch  leicht  erhalten;  wir 
enthalten  uns  dessen  aber  hier,  um  nicht  dem  Gegenstände  eine 
zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben.*) 


) XLTI. 


Eine  geometrische  Anwendung  der 
Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Vor  schon  langer  Zeit  stellte  Hr.  Prof.  Steiner  in  Crelle’s 
Journal  folgende  interessante  Aufgabe: 

Wenn  drei  Punkte  ihrer  Lage  nach  gegeben  sind,  einen 
vierten  Punkt  in  der  Ebene  jener  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Summe  der  fiten  Potenzen  der  Entfernungen  des 
gesuchten  Punktes  von  den  gegebenen  ein  Minimum  werde; 

und  theilte  zugleich  zwei  Bedingungen  mit,  welche  zur  Bestim- 
mung des  fraglichen  Punktes  hinreichen,  nämlich  die  folgenden: 

x“— 1 sin  (x , z) = y!'~l  sin  (y,z), 

Xft~ 1 sin  (xty)  — zM~ 1 sin  (y , z) ; 

worin  x,  y,  r die  Entfernungen  des  gesuchten  Punktes  von  den 
drei  gegebenen  bezeichnen ; den  Beweis  für  diese  Bedingungs- 
gleichungen hat  er  aber  nicht  geliefert.  Es  dürfte  daher  nicht 
überflüssig  sein,  eine  Bearbeitung  dieses  Problemes  mitzutheilen, 
wobei  dasselbe  als  eine  sehr  einfache  Speziaüsirung  des  folgen- 
den weit  allgemeineren  erscheint: 


*)  Ich  würde  den  Herrn  Vf.  dieser  recht  gute  Beispiele  für  die  An- 
wendung der  elliptischen  Functionen  enthaltenden  Abhandlung  doch  bit- 
ten, «eine  Betrachtungen  gelegentlich  fortzusetzen.  G. 
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Man  soll  in  der  Ebene  .des  gegebenen  Dreiecks  ABC 
(Taf.  X.  Fig.  13.)  den  Punkt  O so  bestimmen,  dass  für 
AO  — x,  BO=y , CO~z  die  Summe 

9>  (•*)+’/'(?)  + %(*)> 

worin  <p,  ip,  y drei  völlig  willkiihrliche  Funktionen  bezeich- 
nen, ein  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  zunächst  die  Bemerkung 
von  Gewicht,  dass  x,  ?/,  z nicht  drei  von  einander  unabhängige 
Variabele  sind;  denn  wenn  wir  die  Winkel  des  Dreieckes  ÄBC 
der  Reihe  nach  mit  a,  ß,  y,  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten 
mit  a,  b,  c und  den  Winkel  BAO  mit  t bezeichnen,  so  finden 
die  Gleichungen 

I/2=c2-|•a;, — ircost,  (1) 

z*  = 62  jra  — 2bx  cos(n  — t)  (2) 

statt,  und  mithin  bildet  die  Summe  <p(.r)-|-i()(,y)-f  jfCO  eine  Funktion 
von  nur  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  x uud  t. 

Bezeichnet  nun  f(x,t)  irgend  eine  Funktion  zweier  unabhän- 
gigen Variabelen,  so  findet  man  bekanntlich  diejenigen  Wcrthe 
von  x und  t,  w elche  f{x,t)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
machen,  dadurch,  dass  man  die  nach  x und  t genommenen  par- 
tiellen Differenzialquotienten  von  f(x,t ) entwickelt  und  hierauf  aus 
den  Gleichungen 


x und  t eliminirt.  Um  nachher  zu  entscheiden , welche  von  den 
gefundenen  Werthen  einem  Maximum  und  welche  einem  Minimum 
von  f(x,t)  entsprechen,  muss  man  die  höheren  Differenzialijuotien- 
ten  dieser  Funktion  in  Betracht  ziehen;  diese  Diskussion  ist  aber 
in  den  Fällen  überflüssig,  wo  man  aus  der  Natur  von  f(x,t)  un- 
mittelbar ersieht,  wann  überhaupt  ein  Maximum  oder  .Minimum  in 
ihr  Vorkommen  kann. 

ln  der  Anwendung  auf  unser  Problem  ist 


f(x , t)  = <p{x)  f ty(y)+%{z),  (3) 

folglich 


Andererseits  findet  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  leicht 
durch  partielle  Differenziation  nach  x : 
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x — r,  cos t *- 

y * \Bx)~~~ 


■6cos(u — /) 


mul  durch  partielle  Differenziation  nach  t 
. . /0y  \ ca:  sin  t /dz\  bx  sin  (a — /) 

W=“T“'  W=~  ~4 ,,  . 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  gehen  die  Gleichungen  (1) 
und  (‘2)  in  die  folgenden  über: 


(Bf(x,  f)\  ■ sx—ccosl  .x  - 

9> '.'(*)+*' (y) — - — +*!(*)— 


b cos  (a  — 0 


(8f(x,/)\  ,,  .carsin/  . 

-07-y  


6xsin(g— /) 


und  we»n  jetzt  die  partiellen  Differenzialquotienten  links  gleich 
Null  gesetzt  werden,  so  bleiben  zur  Bestimmung  von  x und  t die 
hgiden.  Gleichungen : 

„ , , Ccost-z  . ,,  v Acos(a  — f) — x 

<p'(x)  = i>'(y) + x'(z) , (6) 

• i .i.’il1-  n v y * 


tl.  ff 

mi'iiiiiii! 

r* l '•** 


(7) 


welche  eine  sehr  elegante  Umformung  zulassen,  wenn  man  auf  die 
geometrische  Bedeutung  der  Coeffizienten  von  i|/(y)  und  /(z)  ein- 
geht. Wird  nämlich  AO  über  O hinaus  unbestimmt  verlängert, 
^LAOL—p,  ^.BÖLA^q  gesetzt,  und  werden/ferner  auf  die  ver- 
längerte Gerade  AO  von  B und  C aus  die  Perpendikel  BP  und 
CQ  herahgelassen , so  ist 

ccoat  — x AP—AO  PO 

y BÖ  —ß(j  — C0SP’ 

ftcos  (o— <)  — x AQ — AO  QO 

z ~ CO  ~ cö  = coafJ’ 

csint  BP 

— ^r=Äö=s,nP’ 

b sin  (a  — <)  CQ 

Z — co—s,nV’ 

und  hierdurch  verwandeln  sich  die  Gleichungeg  (6)  und  (7)  in  die 
folgenden:  J ■ \ 

qp'jx)  — ip'(y)  C0ep  + jj'(z)  cos  q , 

0 = i l>'(y)  shi  p — x'(2)  »in  q. 

Hieraus  lässt  sich  einmal  %‘(z)  und  dann  rjj'fy)  eliminiren ; man 
erhält  ohne  Schwierigkeit: 
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q'(x)  sin  q = tp'(y)  sin  ( p + 9) , 

' q'{x)  sinp=x'(z)  sin  (p  + q). 

Bezeichnen  wir  endlich  die  Winkel  BOC,  AOC,  AOB  mit 
w,  e,  w,  so  ist  sin§r=  sine,  sinn  ==  sinte,  sin(/j  + q)  = sinn  und 
hierdurch  gelangen  die  vorigen  Gleichungen  zu  der  sehr  eleganten 
Gestalt: 

<p'(x)sini'  = i/>'(3f)sinw,  j ^ 

q' (x)  sinu>=j(,(t)slntt;  1 


oder  in  Form  von  Proportionen: 


q'(x) : i \>'(y)  = sin  11 : sin  v, 
q>'(x) : %'(z)  = sin  «:sin  w. 


Es  ist  leicht  Zusehen,  dass  implicite  hierin  die  Auflösung  unse- 
res Problenies  liegt;  rechnen  wir  nämlich  zu  den  zwei  Gleichun- 
gen in  No.  (8)  noch  die  vier  folgenden : 


u + v | «>=360°, 
«2=^2-f-i2  — 2yz  cos  u, 

I !>2 =xz +22  — 2xz  cos  c , 
<-2  “ a:2  + y1  — ‘ixy  cos  w ; 


(10) 


so  haben  wir  im  Ganzen  sechs  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
sechs  Unbekannten  x,  y,  z,  u,  v,  to.  Ein  Theil  dieser,  wie  es 
scheint  sehr  weitläufigen  Elimination  lässt  sich  ungemein  leicht 
ausführen , wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Proportionen  in 
No.  (9)  denen  sehr  ähnlich  sehen , welche  in  einem  Dreiecke  mit 
den  Seiten  q'(x),  q' (;//),  z'(z)  und  den  Winkeln  u,  v,  w statt  fin- 
den würden ; nur  ist  der  Unterschied,  dass  in  (9)  die  Summe 
7e  r -f  w nicht  180°  beträgt,  wie  in  einem  Dreiecke  der  Fall  sein 
würde,  sondern  300u.  Dieser  Uebelstand  hebt  sich  aber  sehr 
leicht,  wenn  mau  statt  der  Winkel  u,  v , w ihre  Supplemente  ein- 
fuhrt, also 

u~180°  — rt',  r = 180°-t>',  «0  = 180°-«/ 
setzt;  cs  wird  dann  , 

«'  + v'  -I-  m>'  = 180° 


und  nach  No.  (9) 

nnr.ii  Im  r 


iiil  iieilnuioiil. 


tp'  (x) : if>'  (jj)  — sin  u' : sin  e' , 
q'  (•*) : %'(?)  = sin  u! : sin  w'. 


lüonni 

(11) 


Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  wie  folgt: 

!=<j>'(.r),  rj=q’(y),  f=z'(s)>  (12) 

so  können  wir  uns  £,  17,  £,  oder  diesen  Grössen  proportionale  Ge- 
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rade , als  Seiten  eines  Dreiecks,  u' , »',  w'  als  die  gegenüberste- 
henden  Winkel  denken  und  haben  dann: 


COSU--  ^ , 

cos»'  = 2|f > 

, I * + 

cos«o= 


und  für  cosu,  cos»,  cost»  gelten  die  nämlichen  Werthe,  nur  mit 
entgegengesetztem  Zeichen.  Die  Gleichungen  (10)  gehen  jetzt  in 
die  folgenden  über: 

«*=v*  + :»+§W!  + J2-£*),  ] 

6*=^+z»+|j(4*+£*-^),  (13) 

c*=a:*+y*+^(la+’?*-£a);  ] 

und  hier  giebt  es  blos  noch  drei  Unbekannte,  weil  in  rj,  J nur 
x,  y und  i Vorkommen.  Weiter  lässt  sich  natürlich  die  Elimination 
nicht  treiben , weil  die  ferneren  Schritte  der  Rechnung  durch  die 
Natur  der  Funktionen  |,  rj,  f erst  bestimmt  werden  müssen.  Ein 
paar  Beispiele  für  unsere  allgemeinen  Formeln  sind  die  folgenden. 

1)  Sei  <p(x)=ax,tp(y)  = ßy,  %{z)  + yz\  so  wird 

g >'(*)=!=“,  V>'(y)~v=ß>  i(*)=t=y; 

und  die  Proportionen  in  (]1)  bestimmen  dann  unmittelbar  die  Win- 
kel u' , »',  w'.  Construirt  man  nämlich  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 
die  Grössen  a,  ß,  y oder  ihnen  proportionale  sind,  so  ist  der 
Gegenwinkel  zur  Seite  ct  gleich  dem  Winkel  v! , und  ebenso  sind 
»',u>'  die  Gegenwinkel  zu  den  Seiten  ß,  y.  Beschreibt  man  jetzt 
über  den  Seiten  a,  b,  c des  gegebenen  Dreiecks  als  Sennen 
Kreisbögen,  in  welchen  u' , »',  w1  die  Peripherienwinkel  bilden, 
so  giebt  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  drei  Kreisbögen 
den  gesuchten  Punkt  O.  Für  a=ß=y=l  werden  v! , »',  u>‘  ein- 
ander gleich,  nämlich  = 120°,  und  man  kommt  dann  auf  einen  sehr 
bekannten  Fall  zurück. 

2)  Für  i i>(y)  z=y*,  y(z)z=zz2  bestimmen  die  obigen 

Formeln  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks;  denn  es  wird  dann 

£=2x,  V--y>  £=2t;  - 

und  aus  den  Gleichungen  (13)  erhält  man  durch  Elimination  leicht: 


ar  = iV2Ä*  + 2 c1-^, 
z=i  V2ä*  + 26*-e«. 
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Da  diese  Formeln  mit  denen  zusammenfallen,  welche  ftir  den 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  gelten,  so  folgt  hieraus  die  Identität 
unseres  Punktes  uiit  jenem. 

3)  Setzt  man  <p(x)  — Ix,  ip(y)  = ly , %(z)z=zlz;  so  würde 
Ix+ly  + h = l(xyz), 

d.  h.  xyz  zu  einem  Minimum  zu  machen  sein.  Es  wird  hier 


und  die  Gleichungen  (13)  gehen  über  in: 

6*=2(**  + z*)-.££  ' 

c2=2(*2  + y2)-^£. 

Da  hier  nur  die  Quadrate  der  sechs  Grössen  x,  y,  z Vorkommen, 
so  kann  man  vorerst  die  Exponenten  2 sämmtlich  streichen,  wenn 
man  am  Ende  der  Rechnung  wieder  a2,  62,  c2,  x2,  y2 , i2  für 
a,  b,  c,  x,  y,  z schreibt.  Nach  dieser  Reduktion  bleibt  fiir  x 
eine  cubiscbe  Gleichung,  nach  deren  Auflösung  noch  die  Aus- 
ziehung  einer  Quadratwurzel  nöthig  wird.  Vielleicht  lässt  sich  das 
Endresultat  auch  durch  Intersektionen  von  Kegelschnitten  geome- 
trisch construiren,  doch  hat  dies  der  Verfasser  nicht  versucht. 


>J  i 


iiJi'J  ll  l'tU 


XLVII. 

ITebiing§aiiigaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Oskar  Werner, 

Schüler  des  polytechnischen  Institutes  zu  Dresden. 
(Fortsetzung  von  Nr.  XXXIX.) 

Folgendes  ist  zu  beweisen  : 

■ ■.  ■ 

Für  jedes  positive  ganze  n ist 
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SII]  7t  (j  n ■ . | 

-^j-^sec«sec(«f»/J)—secosec(a-|-/3)-|-sec(a+/S)sec(«-J-2j3)|-f... 

+ sec  [«+(*»— 1)  ß]  sec  [a+nß], 

ginnp 

cosec  a cosec  (« + nß)  = cosec«  cosec  (n-f  (9) 

+ cosec  (a  -f-  ß)  cosec  («  -|-  2/3)  -f- 

,1  + cosec  [«-{-  (ra  ~ cosec  [o -f nß]; 

(—  1)"— 1 sin  [<*+(« — 1 )ß]  nin(a  i nß)  -fsin  (a — ß)  sin  a 
2cosjS. 

= sin  2a — sin  2(a  + ß)  + ....  (— 1)°— 1 sin 2 [a -f  («  — 1)/3J, 
( — l)"-1  cos  [«+(«—!)/?]  cos  (a + n ß) + cos  (« — ß)  cos« 

2cos/3 

=cosaa  — cos  a(c  + ß)  + ....  ( — 1)"— xcos  2[«  -f-  (n — 1)/3]; 
4.  cotang  « — 2"  cotang  2"« 

= tang«+2  tang2a  f 4 tang4a  -f- ....  + 2”— 1tang2»— l«; 

sj  gS  cotang cotang« 

1 . 1,1,  1,1,  1 , , 1 , 1 

= 2 tangg  « + j tang  j«  + g-  tangg- « + ....  + ^ tang ; 

6.  cotang  — cotang« 

1 1 1 

= cosec  «+ cosec  g-a  + cosec  j«  + -••>  + cosec  g ^rä«. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


cos  (gi».  j Qos/^-t-21)«  . cos(q^-3t)(|  ^jv-.  . 

ra  * j>a+A  ■ j*a+26  ■ j.a{  ’db  • •••  ^ *^I. 

— rb—a  r*  coa  (gg)  — cos  (ft  — a)a 
■ f r24— -2r*cos CÄa)-j-'l  l f ‘ f 

■ i • ' n->  : 

sinaa  , sin(a+6)a  . sin(a+26)c  , sin (a  f34)o  . . , , 

ra  • jtfl-f-4  • y*a } 2b  ■ ■ *••• 

,_a  r* sin (qg) -f sin  (6  — o)«1  ■ i-i  - • 

” ’ r^-r^os^+  l.j,^,,,  L ll  { 
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wenn  r>l,  a>0,  6>0,  a reell. 

Hieraus  folgt: 

cos«  cos  2a  cqs3<*  . » r*cosa  — 1 

fjt  I r*ä  ^ r3o  1 ' r4®' — 2r“cosa+l* 

* * *•  , J |f»  ' 

sina  sin  2a  sin  3a  , . . ,.  r®sina 

-=r  + + r^-+ 10  ">f-  =^5 


Ta  ■ Tt a • r 

unter  denselben  Bedingungen. 


r®® — 2r®co8«+l’ 

M.  ->'.t 


) i . > : i im/ 

nr.ni  1 


II. 


. „r*cos2<p  . , r4cos4<p  . , 1 r2"cas2ng)  , 

1 1 i^xr  — • + (~1)B  s+i  • -ca« +.  r,  v 

I, --  COS  (r  cos  cp) . cos2y-b---  --‘-"%-^— ain(Tcosy) . sinäq) 

r*  "!  r :u  :•/.  .11"! 

2eos2m  e— rsin^4-er»i/HP  ...  bilici  i.  1 •> 
£■—  -J sin  (rcos  cp)  cos  cp 


r‘  ' r 

— e — r**nf 


cos  (r  cos  cp)  sin  cp ; 


1r®sin2q)  , 1r4sin4q>  , r«sin6(p  , ... 

172  + 3 1.2.3.4  1.2.. ..6 


.»•  I 3;  i..I 


„rnioy  1 e— niatp 

_ — cos(rcosq>)sin2q>  / ■>  \\  '".1  > u 

e— rsiny  _ gTsiny  2sin2q> 

+ 3 sin  (r  cos  cp)  cos  2<p  -f  -y 

Tz  ...  ;it|i -Ui  irijliü 

gr.iny^ e-^r»iacp 


g/'S/Uqfllg — ;'M"; 

sin(rcosqo) . sinq>+ 


-cos(rcos<j>) . cos  cp. 


wenn  r ^ 0 uiqd  cp  beliebig  ist. 


ll'.illlls.M 


; 


x )/  -= 

in. 


1 . 1®.3  _ l®.3a.5  1®.3*.5».7 

•2*  2®7P 2®. 4*. 6* “*■  2®. 4®.  6®. 8® 


+ ...+ 


1®.  3®.5®...(2r — l)®(2r+l) 
2* . 4® . 6®«..  (2r  -f2)* 


1® . 3® . 5*. . . . (2r  f 1)®  (2r +3) 
:1 2® . 4® . 6®. . . . (2r+2J®  ' 


> ..  .i.:.a  ■: 

. „tii ! ■ >i 
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miscellen. 


Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Sch  lü  milch 

an  der  Universität  au  Jena. 

Als  ein  etwas  frappantes  Beispiel  für  die  Lehre  von  den  Glei- 
chungen zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  benutzt  man  ge- 
wöhnlich die  Aufgabe  : zw-ei  Zahlen  zu  linden , deren  Summe  Pro- 
dukt und  Quadratdifferenz  gleich  sind;  und  dieselbe  ist  auch  in 
60  fern  instruktiv,  als  keine  unmittelbar  gegebenen  Zahlen  in  den 
betreffenden  Gleichungen  Vorkommen.  Man  scheint  dagegen  nicht 
bemerkt  zu  haben , dass  die  analoge  Frage  nach  zwei  Unbekann- 
ten, deren  Differenz,  Quotient  und  Quadratsumme  gleich  sein  soll, 
ein  nicht  minder  nettes  Beispiel  für  die  Gleichungen  dritten  Gra- 
des darbietet. 

Aus 


folgt  nämlich  zunächst 


f—  x~y  ==-r*+-v2 
— 


X — 


y + 1* 


und  für  y die  cubische  Gleichung : 

Durch  die  Substitution  ;i/=i  — J erhält  man  hieraus  die  trans- 
formirte  Gleichung 

, , 23 

i — i*  + » 

auf  welche  sich  die  Cardansformel  anwenden  lässt;  man  findet 
nämlich 

=s  V(*+£1)+1  V(«4H).  . 


oder  in  Zahlen : 

* | i ’ * ' *1  .* 1 - 

und  hieraus : 


z = 0,898530..„y- 

i 

' 1 • .'  • : I.  • ,1.  • t ; • 

^ = 0,565197 

_ « 0,204094 

Der  gemeinschaftliche  Betrag  von  y — x,  — und  x*-\-y*  end- 
lich ist  0,36110 
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XXXIII. 

JLiterarlscIier  Bericht. 


(In  Folge  der  schon  bei  dein  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXII.  gemach- 
ten Bemerkung  enthält  die  vorliegende  Nummer  eine  grössere  Anzahl 
blosser  Titel  und  weniger  ausführlichere  Anzeigen.  Die  nächste  Num- 
mer wird  wieder  eine  grössere  Anzahl  der  letzteren  bringen,  namentlich 
auch  von  mehreren  der  liedaction  zugesandten  Werken.) 


Geschichte  der  Mathematik  und 
Physik. 


Kopernik  et  ses  travaux,  par  Jean  Czynski;  de  19  feuilles 
V4,  plus  un  portrait.  Paris.  1846.  8. 


Systeme,  JLehr-  und  Wörterbücher. 


System  of  Pratical  Rlathematics.  Pt.  I.  contnining  Algebra 
and  Geomctry:  being  Ko.  16.  of  a New  Series  of  School  Hooks 

by  the  Scottisch  School-liook  Association.  12mo.  Edinburgh,  bd.  5s. 


Arithmetik. 


Fritsch,  Ph.:  die  Decimal- Rechnung  und  ihre  practische  An- 
wendung bei  Münz-  Maas-  und  Gewichts-Rechnungen.  Heidelberg. 
1846.  Sgr. 

Herrmann,  Fr.  J.:  kurze  Anleitung  zur  Algebra  für  Gym- 
nasien und  zum  Privatgebrauch,  gr.  8.  Dannstadt  1846.  1 Tblr. 
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Gentil,  M.  E.:  Traite  d’Algebre.  Premiere  partie.  Paris.  1846. 

Bryce,  J.  Jun.:  Treatise  on  the  Elements  of  Algebra.  2.  edi- 
tion,  with  various  additions  and  improvements.  bouod  4 s.  6 d. 

Vasalli,  S. : algebra  ad  usn  delle  scuole  della  reale  militare 
acadcmia.  Edizione  seeonda.  Torino.  1845.  Vol.  I.  8. 

Conrnot,  A.  A. : Elementarlehrbuch  der  Theorie  der  Func- 
tionen oder  der  Infinitesimal -Analysis.  Deutsch  bearbeitet  von 
C.  H.  Schnuse.  2.  Lfr.  Däimstadt.  1846.  2 Thlr. 

An  lei  tun  g zur  Di  ffere  n tial-  und  Integralrechnung, 
von  Dr.  Ph.  Jolly,  ausserordentlichem  Professor  der 
angewandten  Mathematik  an  der  Universität  Heidel- 
berg. Heidelberg.  18441.  8.  1 Thlr.  20  Sgr. 

Der  Herr  Vf.  sagt  in  der  Vorrede:  „Meine  Absicht  war,  auf 
einem  möglichst  elementaren  und  doch  nicht  zu  weitläufigen  Wege 
zur  Kenntniss  der  Differentialrechnung  zu  führen,  indem  ich  mir 
vorsetzte,  für  Jene  eine  Anleitung  zu  schreiben,  welche  die  Diffe- 
rentialrechnung ihrer  Anwendung  halber  suchen,  für  die  es  daher 
erlaubt,  ja  sogar  geboten  sein  wird,  weitläufige  Erörterungen  zu 
vermeiden  und  der  Einfachheit  der  Herleitung,  selbst  wenn  durch 
dieselbe  von  vornherein  nicht  die  sonst  erreichbare  Allgemeinheit 
sogloich  erzielt  werden  sollte , ein  entscheidendes  Moment  einzu- 
räumen“ und  hat  dadurch  selbst  der  Kritik  den  an  seine  Schrift 
anzulegenden  Maasstab  an  die  Hand  gegeben.  Wir  glauben  näm- 
lich, dass  gewöhnliche  Praktiker,  die  in  den  Fall  kommen  können, 
von  der  Differential-  und  Integralrechnung  einfache  Anwendungen 
zu  machen,  in  dieser  deutlich  verfassten  Schrift  eine  für  ihre 
Zwecke  hinreichende,  ihren  Fähigkeiten  angemessene  Belehrung 
suchen  und  finden  können,  und  empfehlen  daher  dieselbe  ihnen  zur 
Beachtung  aus  Ueberzeugung.  Dagegen  dürfen  wir  aber  auch  nicht 
verschweigen , dass  diese  Schrift  höheren  wissenschaftlichen  An- 
sprüchen auch  nicht  im  Entferntesten  entspricht,  weil  sie  dem  Leser 
nicht  eine  Ahnung  siebt  von  der  strengen,  keinem  Zweifel*  keiner ün- 
genauigkeit  Raum  lassenden  und  in  mehr  als  einer  Beziehung  wahr- 
haft kritischen  Behandlung  der  Differential-  und  Integralrechnung 
und  der  Analysis  überhaupt,  zu  welcher  in  den  zwei  letzten  Decen- 
nien  einige  neuere  Analytiker  auf  die  rühmlichste  Weise  die  Bahn 
gebrochen  haben,  die  aber  gewiss  auch  keineswegs  schon  als  ab- 
geschlossen betrachtet  werden  darf.  Denn  was  auf  S.  113.  über 
diese  neue  Behandlung  unter  dem,  wenn  auch  allerdings  das  Fun- 
damentaltheorem ursprünglich  von  Ampere  herrühren  dürfte,  doch 
etwas  sonderbar  klingenden  Namen  „Methode  von  Ampere“ 
etwa  gesagt  ist,  ist  nicht  geeignet,  von  dieser  neuen  Behandlung 
im  Ganzen  und  Grossen  und  von  den  wichtigen,  zum  Theil  höchst 
allgemeinen  Theoremen,  zu  denen  dieselbe  bereits  geführt  hat, 
auch  nur  im  Entferntesten  einen  einigermassen  hinreichenden  Begriff 
zu  gehen.  Wollte  man  also  in  der  vorliegenden  Schrift  ein  Bild  des 
gegenw  ärtigen  Zustandes  der  höheren  Analysis  zu  finden  hoffen,  so 
würde  man  sehr  irren.  Vielmehr  finden  sich  dieselben  höchst  missli- 
chen Anwendungen  der  Methode  der  unbestimmten  CoefTicienton,  die- 
selben Vernachlässigungen  der  Beste  der  unendlichen  Reihen,  und  an- 
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dere,  den  mit  diesen  neuen  grossen  Fortschritten  der  analytischen 
Methode  gehörig  vertrauten  Analytikern  allgemein  bekannte,  daher 
ohne  unnütze  Weitläufigkeit  hier  nicht  zu  wiederholende,  zu  Feh- 
lem und  Trugschlüssen  leider  nur  zu  hiiulig  Veranlassung  gebende 
Ungenauigkeiten  in  dieser  Schrift  in  demselben  reichlichen  Maasse, 
wie  sie  sich  z.  11.  in  Lacroix’s  bekanntem  kleineren  Werke,  mit 
dem  die  vorliegende  Schrift  überhaupt  ziemlich  auf  gleicher  Stufe 
steht,  fast  aul  jeder  Seite  linden,  wobei  wir  auch  noch  bemerkeu 
wollen,  dass  — nach  unserer  Ueberzeugung  wenigstens  — die  auf 
S.  ISO — 104  beigebrachten  Sätze  von  «1er  Convergenz  und  Diver- 
genz der  Reihen  dem  ganzen  Geiste  dieser  Schrift  zu  wenig  ent- 
sprechen und  deshalb  gewiss  überhaupt  besser  weggelassen  worden 
wären,  da  sie  ja  in  der  ihnen  hier  gegebenen  Fassung  überdies  nicht 
der  Differential-  und  Integralrechnung,  sondern  recht  eigentlich 
der  sogenannten  Analysis  des  Endlichen  oder  der  algebraischen 
Analysis  angehören. 

Einen  Lehrer,  der  durch  die  bloss  praktische  Tendenz  und  geringe 
Fassungskraft  seiner  Schüler  genüthigt  ist,  die  höhere  Analysis 
jetzt  noch  in  ähnlicher  Weise  wie  in  dem  vorliegenden  Buche  vor- 
zutragen, beneiden  wir  wahrlich  nicht!  Denn  wir  wenigstens  wür- 
den fast  in  jeder  Stunde  an  unsere  Brust  zu  schlagen  und  uns  zu 
fragen  genüthigt  seyn,  in  wie  weit  denn  die  in  scheinbar  allge- 
meiner Gültigkeit  den  Schülern  vorgelegten  Resultate  wirklich 
richtig  seyen,  und  ob  wir  dieselben  nicht  vielleicht  in  einer  ge- 
wissen \Veise  am  Gängelbande  der  höchst  unwissenschaftlichen 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  und  der  sogenannten 
Entwickelung  der  Functionen  in  Reiben,  wie  sie  im  vorliegenden 
Buche  auf  S.  110.  ganz  nach  Lagrange  in  derselben  unwissen- 
schaftlichen und  gegenwärtig  als  völlig  antiquirt  zu  betrachtenden 
Weise  wiedergegeben  worden  ist,  nur  an  der  Nase  herumführten; 
denn,  wenn  letzterer  Ausdruck  auch  etwas  trivial  und  etwas  stark 
ist,  so  ist  er  doch  nach  unserer  vollkommensten  Ueberzeugung 
für  einen  Unterricht  in  der  Differential-  und  Integralrechnung  und 
der  mathematischen  Analysis  überhaupt  nach  der  älteren  Weise 
der  allein  bezeichnende.  Strenge  Richtigkeit  der  gewonnenen  Re- 
sultate und  Einschränkung  derselben  in  die  gehörigen  Gränzen, 
über  welche  hinaus  ihre  Anwendung  unsicher  ist  und  zu  Fehl- 
schlüssen führt,  ist  für  uns  erstes  und  wichtigstes  Haupterforder- 
niss  jeder  Darstellung  einer  mathematischen  Wissenschaft,  und 
gegen  sie  müssen  fiir’s  Erste  alle  übrigen  Rücksichten  auf  Ele- 
ganz, sogenannte  heuristische  oder  wohl  gar  philosophische  Ent- 
wickelung oder  wie  dergleichen  zu  benennen  sonst  noch  zuweilen 
beliebt  zu  werden  pflegt,  in  den  Hintergrund  treten.  Aber  freilich 
müssen  wir  leider  immer  mehr  und  mehr  die  Ueberzeugung  ge- 
winnen, dass  die  neuere  kritische  Methode  bei  dem  Unterrichte  in 
der  Analysis  bis  jetzt  nur  auf  sehr  wenigen  Lehranstalten , ja 
selbst  auf  nur  sehr  wenigen  Universitäten , sich  Bahn  gebrochen 
hat.  So  betrübend  dies  ist,  so  wahr  ist  es  doch.  Der  Stellung 
jeder  Universität  wäre  es  aber  doch  allein  würdig  und  angemes- 
sen , wenigstens  einen  Lehrer  zu  gewinnen , welcher  die  Analy- 
sis nach  den  strengeren  neueren  Methoden , als  Vertreter  dersel- 
ben, zu  lehren  im  Stande  und  befähigt  wäre,  eine  Befähigung,  die 
freilich  jetzt  noch  nicht  häufig  angetroffen  wird.  Dass  übrigens 
auch  selbst  bei  dem  Unterrichte  von  Praktikern  sich  mit  gehöriger 
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Auswahl  von  den  neueren  Methoden  ein  verständiger  Gebrauch 
machen  lässt:  dafür  liefert  das  in  Nr.  XX.  S.  302.  des  Literarischen 
Berichts  angezeigte,  für  den  Unterricht  in  der  Analysis  auf  dem 
polytechnischen  Institute  in  Wien  bestimmte  Werk  von  Salomon 
einen  recht  erfreulichen  Beweis,  wie  a.  a.  O.  mit  Mehrerem  her- 
vorgehoben worden  ist,  auf  das  wir  daher  namentlich  Praktiker 
hier  gelegentlich  wiederholt  aufmerksam  machen. 

So  lebhaft  sich  auch  diese  und  ähnliche  Betrachtungen  uns 
bei  der  Ansicht  des  vorliegenden  Buchs  wieder  von  Neuem  auf- 
gedrängt haben,  so  wiederholen  wir  doch  unser  im  Eingänge  aus- 
gesprochenes Urtheil  hier  recht  gern  noch  einmal,  dass  der  Herr 
Vf.  ein  für  die  gewöhnlichen,  keine  höheren  Ansprüche  machen- 
den Praktiker  in  gewisser  Rücksicht  nützliches  Buch  geliefert 
hat;  upd  auf  eine  andere  Anerkennung  macht  ja  derselbe  laut  der 
Vorrede  in  sehr  lohenswerther  Bescheidenheit  seihst  nicht  An- 

Sirueh.  Möge  daher  das  auch  äusserüch  recht  gut  ausgestattete 

uch  in  seinem  Kreise  den  von  dem  Herrn  Verf.  beabsichtigten 
Nutzen  im  reichlichsten  Maasse  stiften,  was  wir  demselben  von 
Herzen  wünschen.  Denn  es  ist  immer  schon  ein  Verdienst,  wenn 
durch  eine  deutliche  und  einfache  Darstellung  die  höhere  Analysis 
in  weiteren  Kreisen  verbreitet  und  derselben  neue  Jünger  gew  on- 
nen werden,  namentlich  aber  auch  Praktiker  zu  deren  möglichst 
häufiger  Anwendung,  deren  dieselbe  ja  so  sehr  fähig  ist,  ange- 
regt und  angeleitet  werden,  wozu  dieses  Buch  mitzuwirken  gewiss 
recht  wohl  geeignet  ist.  Unsere  obigen  gelegentlichen  Auslassun- 
gen betreffen  nur  die  leider  noch  zu  häufige  Darstellung  der  Leh- 
ren der  Differentialrechnung  im  Allgemeinen,  die  immermehr  in 
den  Hintergrund  zu  drängen  nach  unserer  Ueberzeugung  sehr 
Noth  thut,  wie  namebtlich  auch  in  diesem  Archive  von  mehreren 
Seiten  her  schon  oft  und  gewiss  auf  sehr  eindringliche  Weise  her- 
vorgehoben und  deutlich  nachgewiesen  worden  ist.  Denn  dass 
die  neueren  Methoden,  gegen  welche  die  ältere  Darstellungsweise, 
was  nach  unserer  Ueberzeugung  gewiss  nicht  zu  viel  gesagt  ist, 
in  Rücksicht  auf  wahre  mathematische  Strenge  und  Evi- 
denz in  ein  wahres  Nichts  verschwindet,  sich  immer  mehr  Bahn 
brechen  und  dass  wenigstens  auf  jeder  Universität  ein  dieselbe  inihrem 
unbestreitbaren  Rechte  vertretender  Lehrer  sich  finde,  ist  jeden- 
falls im  höchsten  Grade  zu  wünschen  und  der  hohen  Würde  die- 
ser Lehranstalten  allein  angemessen. 

Cauchy,  A.  L. : Vorlesungen  über  die  Differential-Rechnung. 
Aus  dem  Franz,  übersetzt  von  Schnuse.  Zusätze.  Braunschweig. 
1846.  8.  y4  Thlr. 

Richters  Differential-  and  Integral-Calculus.  By  J.  Anthony 
Spencer,  B.  A. , Assistant  Matematical  Master  in  University  Col- 
lege School.  12nio.  with  Diagrams. 

Tables  de  logarithmes  par  Jerdmc  de  Lalande,  etendues 
ä sept  decimales  par  F.  C.  M.  Marie,  precedees  d’une  instruction 
etc.  par  le  baron  Reynaud.  Edition  sterdotypde.  In  16..  de  7 
feuilles  %.  Paris.  1846. 

Bildt,  G.:  logarithmiska  tabeller  for  numeral  och  trigonome- 
triska  functioner.  12.  Stockholm.  1846.  36  sk. 
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Oe  ometrie. 


Milt  er,  J.  C.:  Anfangsgründe  der  Elementar- Geometrie.  Celle. 

1846.  V,  Thlr. 

Baltzer,  C.  H. : Anfangsgründe  der  Geometrie.  Leipzig. 

1847.  8.  */J2  Thlr.  ' b P 

Bender,  F.:  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie  zürn  Gebrauch 
für  Gymnasien.  2.  lieft.  Stereometrie.  Darmstadt.  1846.  V3  Thlr. 

Anfangsgründe  der  Geometrie  zum  Leitfaden  für  Lehrer  der 
Gymnasien,  wie  auch  zum  Selbstunterricht,  verfasst  von  Professor 
S.  F.  Lubbe.  Mit  12  Figurentafeln.  Berlin.  1846.  8.  l'/2  Thlr. 

Goure,  M.  E. : deinen«  de  geomefrie  et  de  trigonometrie  ä 
l’usage  des  canditats  aus  ecoles  royales  Polytechnique , militaire, 
navale  et  forestiere.  ln  8.  de  36  feuilles  %•  Paris.  1846. 

Geometrie  descriptive  par  G.  Monge  suivie  d’une  Theorie  des 
ombres  et  de  la  perspective,  extraite  des  papiers  de  l’auteur  par 
M.  Brisson.  Scptieme  edition.  Paris.  1846.  4. 

Whewell,  conic  sections:  their  principal  jrroperties  proved 
geometrically.  Cambridge.  1846.  1 s.  6 d. 

Cauchy:  Vorlesungen  üb.  (lie  Anwendung  der  lntinitesimal- 
Rechnung  auf  die  Geometrie.  Deutsch  bearb.  von  Schnuse.  Zu- 
sätze. Braunschweig.  1846.  8.  s/12  Thlr. 


Praktische  Oe  ometrie. 


ß 


Tonneau,  F. : Leyons  elementaires  de  geometrie  pratique  ap- 
uees  au  dessin  lineaire.  In  12.  de  4 feuilles,  plus  8 ul.  A 
l'aris.  1846. 

Hennon,  V.:  Geodesio  des  forets.  Ouvrage  tout  special, 
ln  8.  de  11  feuilles,  plus  8 pl.  iNevers.  1846. 

Pease,  W. : course  of  practical  geometry,  designed  for  the 
higher  dass  of  mechanics  and  for  math.  schools.  8.  Edinburg. 
1846.  1 s. 


M e ch  a n i k. 


Coriolis,  G. : Lehrbuch  der  Mechanik  fester  Körper  und  der 
Berechnung  des  Effectes  der  Maschinen.  Deutsch  hcrausgeg.  von 
Schnuse.  gr.  8.  Braunschweig.  1846.  iy9  Thlr. 

An  Elementary  treatise  on  Hydrostatics  and  Hvdrodynamics. 
By  Andrew  Searle  Hart,  L.  L.D.,  Fellow  of  Trinity  College. 
Dublin.  1846.  8.  6 s.  6d. 
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By  the  same  Author: 

An  Elcraentary  treatise  on  Mechanics.  8.  6 s.  6 d. 


Optik. 


Wiegmann,  If. : Grundzüge  der  Lehre  von  der  Perspective. 
Mit  19  Steindrucktafeln.  Düsseldorf.  1846.  8.  - 1%  Thlr. 


Astronomie. 


Mädler,  Dr.  J.  H. : die  Centralsonne.  2te  nmgearb.  und  er- 
weit.  Aufl.  gr.  8.  Mitau.  1847.  % Thlr. 

Bart h olo in äi’s  astronomische  Geographie  in  Fragen  und  Auf- 
gaben. Jena.  1846.  8.  >/4  Thlr. 

Frost:  two  Systems  of  astronomy,  lirst,  the  Ncwtonian  System; 
secoud,  the  System  in  accordance  vvith  the  holy  scriptures.  4. 
1846.  16  s. 

Nordmark,  J.:  Globbiira  och  Tidräkning  somt  Fiirsta  Grun- 
derna  i Atronomien.  Gelle.  1845.  32  sk. 

Argeiander,  Fr.  W.  A. : astronomische  Beobachtungen  auf 
der  Sternwarte  zu  Bonn.  1.  gr.  4.  Bonn.  1846.  geh.  5 Thlr. 

The  Nautical  Almanac  and  Astronomien!  Ephemeris  for  the 
Year  1810.  Published  by  Order  of  the  Lords  Commissi oners  of 
the  Admiralty.  Royal  8.  pp.  634  sewed.  5 s. 

Colman,  G. : lunar  and  nautical  tables.  8.  12  s. 

Examen  critique  de  Cosmos  de  Humboldt,  avec  l’expose  d’un 
nouveau  Systeme  de  l’univers  base  sur  une  loi  unique,  et  doiuiant 
l'explication  physique  et  rationelle  des  principes  newtonieus  par 
A.  J.  Rey  de  Morande.  Paris.  1846.  8. 


Physik. 


Hessler,  J.  F. : Handbuch  der  Physik,  ls  Hft.  Wien.  1846. 
8.  1 Thlr. 

Petit  traite  eltimentaire  des  Sciences  physiques.  Premiere  par- 
tie.  Introduction  et  astronomie.  In  18.  de  4 feuilles.  Lille.  1846. 

Meissas,  Alexandre:  notions  elementaires  de  Physique. 
3eme  edition.  In  18.  de  9 feuilles  */a.  Paris.  1846. 
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Pinaud,  Auf». : Programme  d’un  cours  dlementaire  de  physi- 
que.  Quatrieme  edition.  In  8.  de  32feuilles  plus  8 pl.  Toulouse  1846. 

Lezioni  elcmcntari  di  fisiea  matematica,  dato  nell’  universitä 
di  Corlü  nell’  anno  scolastico  18*%|  da  ütta viano  Fabrizio 
Mosotti,  professore  <li  niecranica  celeste  e lisica  matematica  nell’ 

i.  r.  universitä  di  Pisa.  Firenze.  1845.  Tomo  II.  (ultimo). 

He  II  ich  er,  R.:  Altes  und  Neues  aus  dem  Gebiete  der  Na- 
turkunde, besonders  aber  über  Liebt,  Flectricitiit  u.  Magnetismus, 
gr.  8.  Freiberg.  1846.  1 Ngr. 

Ne u mann,  F.  E. : die  mathematischen  Gesetze  der  inducir- 
ten  elektrischen  Ströme,  llerlin.  1846.  4.  1 Thlr. 

Pazienti,  Antonio:  delF  Azione  chimica  della  luce,  del  calo- 
rico,  dell’  elettrico  e del  magnetico  sopra  i corpi  inorganici;  dis- 
sertazione  |ier  ottenere  la  lanrea  in  chimica.  Padova.  1846. 

VVard’s  Five  Hnndred  lllustrations  to  Chemical.  Philosophi- 
cal,  Pneumatic  and  Electrieal  Apparates , with  the  Prices  allixed. 
ün  a sheet.  2 d. 

1 

Vermischte  Schriften. 


C.  G.  .1.  Ja co hi:  Mathematische  Werke.  Rami  I. 

Berlin.  1841».  4.  4 Thlr. 

Dieser  erste  Rand  enthält  die  folgenden , sümmtlich  aus  dem 
Crelle’8chen  Journal  abgedruckten  Abhandlungen. 

1.  Ueber  die  Entwicklung  des  Ausdrucks 

[aa—  2an  (cos  tu  cos  <p  -fsin  at  sin  tp  cos  (■& — •&'))  a'a'  ] ~ *. 

2.  Uelier  die  zur  Berechnung  der  elliptischen  Functionen 

zweckmässigstcn  Formeln.  . 

3.  Sur  l'elimination  des  noeuds  dans  le  probleme  des  trois  corps. 

4.  Theoria  novi  multiplicatoris  systemati  neijuationum  differen- 
tialium  vulgarium  applicandi. 

5.  Ueber  ein  leichtes  Verfahren,  die  in  der  Theorie  der  Säcu- 
larstörungen  vorkommenden  Gleichungen  numerisch  aufzulösen. 

6.  Sulla  condizionc  di  uguagiianza  di  due  radici  dell’  equazione 
cnhica,  dalla  uuale  dipendooo  gli  assi  priucipali  di  una  superfleie 
del  second’  ordine. 

7.  Neues  Theorem  der  analytischen  Mechanik. 

8.  Uelier  die  Additionstheoreme  der  Abcl’schen  Integrale 

zweiter  und  dritter  Gattung.  r 

9.  Uelier  die  Darstellung  einer  Reihe  gegebener  Werthe  durch 
eine  gebrochene  rationale  Function. 
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10.  lieber  die  Kreistheilung  und  ihre  Anwendung  auf  die  Zah- 
lentheorie. 

11.  Note  sur  les  fonctions  Abeliennes,  lue  le  29.  Mai  1843  ä 
l’Acad.  Imp.  des  Sciences  de  St.  Petersbourg. 

12.  Ueber  einige  die  elliptischen  Functionen  betreffenden 
Formeln. 

13.  Ueber  den  Werth . welchen  das  bestimmte  Integral 

8<p 

— jr  - — für  imaginäre  Werthe  von  A und  B 

o 1 — Acosqi — Jisiatp  ° 

annimmt. 

14.  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  nicht  fünfeckige  Zahl  eben 
so  oft  in  eine  gerade  als  ungerade  Anzahl  verschiedener  Zahlen 
zerlegt  werden  kann. 

13.  Extrait  d’une  lettre  adressee  ä M.  Hemiite. 

16.  Ueber  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument 
bei  der  dritten  Gattung  der  Abel' sehen  und  hohem  Transcendenteu. 

17.  Ueber  einige  der  Binomialreihe  analoge  Reihen. 

18.  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Integration  der  hyperellip- 
tischen Differentialgleichungen  und  über  die  rationale  Form  ihrer 
vollständigen  algebraischen  Integralgleichung. 

19.  Extraits  de  deux  lettres  de  M.  Charles  Hermite  ä M.  Jacobi. 

Wir  sehen  dem  sehr  zu  wünschenden  recht  baldigen  Erschei- 
nen der  Fortsetzung  dieser  Sammlung,  über  deren  grosse  Wich- 
tigkeit unter  den  Mathematikern  nur  eine  Stimme  sein  kann,  mit 
Verlangen  entgegen. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematica!  Journal. 
Etited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peters  Col- 
lege. Cambridge.  (S.  Nro.  XXXI.  S.  467.) 

Nos.  V.  et  VI.  On  Principal  Axes  of  a Body,  their Moments 
of  Inertia,  and  Distribution  in  Space.  By  R.  Townsend.  — Mis- 
cellaneous  Notes  on  Descriptive  Gcometry.  No.  I.  By  T.  S.  Da- 
vies.  ■ — Analytical  Investigation»  of  two  of  Dr.  Stewart’s  General 
Theorems.  By  T.  S.  Davies.  — On  Arbogast’s  Formulae  of  Ex- 
pansion. By  A.  De  Morgan.  — On  Symbolical  Geometry.  Con- 
tinued.  By”  Sir  W.  R.  Hamilton.  — On  the  Rotation  of  a Solid 
Body  round  a Fixed  Point.  Continued.  By  A.  Cayley.  — On  the 
Diametral  Planes  of  a Surface  of  the  Second  Order.  By  A.  Cay- 
ley. — Sur  une  propriete  de  la  couche  clectrique  en  equilibre  ä 
la  surface  d’un  corps  conducteur.  Par  M.  J.  Liouville.  — Note  on 
the  preceding  Article.  By  W.  Thomson.  — On  the  Action  of» 
Force  whose  Direction  Rotates  in  a Plane.  ByA.  Bell.  — Mathe- 
matical  Notes  (Note  III.  On  the  Equation  of  Payments.).  — (No.  I. 
of  Vol.  II.  will  be  published  on  the  Ist  of  January  1847.) 
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literarischer  Bericht. 
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Schriften  über  Unterrichts-Methode. 


In  dem  jn  Masers  Pädagogischer  Revue.  October. 
1846.  S.  185.  ff.  abgedruckten  Aufsätze  des  Herrn  Professors  Dr. 
Mensing  in  Erfurt:  „Die  Gymnasien,  durch  ihre  Grund- 
sätze im  Kampfe  mit  den  Forderungen  der  Gegenwart“ 
finden  sich  auch  mehrere  sehr  gute  Bemerkungen  über  den  mathe- 
matischen und  physikalischen  Unterricht,  weshalb  wir  diesen  in 
mehrfacher  Beziehung  interessanten  Aufsatz  den  Lesern  des 
Archivs  zur  Beachtung  empfehlen.  Besonders  unterschreiben  wir 
auch  völlig  das,  was  auf  S.  194.  und  S.  195.  über  den  geometri- 
schen Elementarunterricht  gesagt  ist,  und  theilen  ganz  die  An- 
sichten des  Herrn  Vfs.  über  den  physikalischen  Unterricht.  Möge 
die  geuanute,  einem  Bedürfnisse  der  Zeit  entgegenkommende 
Zeitschrift  fortfahren,  solche  mit  einer  ansprechenden  Darstellung 
wirkliche  Gediegenheit  verbindende  Aufsätze  über  den  mathema- 
tischen und  physikalischen  Unterricht  zu  veröffentlichen;  dann 
winl  sie  ihren  Zweck  in  Bezug  auf  diese  Unterrichtszweige  gewiss 
sicher  erreichen. 


Geschichte  der  Mathematik  und 
Physik. 


ln  dem  Journal  des  savants.  Juin.  1846.  finden  sich 
einige  Auszüge  aus  den  Eloges  von  Fontenelle  auf  verstor- 
bene Akademiker,  denen  wir  die  folgenden  kurzen  Charakterschil- 
derungen einiger  Mathematiker  entlehnen , die  einen  Jeden , der 
sie  liest , mit  Freude  erfüllen  müssen. 

Von  dem  grossen  Astronomen  Cassihi  sagt  Fontenelle: 
„Dont  l’esnrit  etait  egal,  tranquille,  exempt  de  ces  vaines  Inqui- 
etudes  et  ae  ces  agitations  insensees  qui  sont  les  plus  douloureu- 
ses  et  les  plus  incurables  de  toutes  les  maladies.  Un  grand  fonds 
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de  religion,  et,  ce  qui  est  encore  plus,  la  pratique  de  la  religion, 
aidaieut  beaueoup  ä ce  calme  perpetueL  Les  cieux , qui  racontent 
la  gloire  du  Createur,  n’en  avaient  jamais  plus  parle  ä personne 
qu’a  lui , et  n’avaient  jamais  mieux  persuade.  “ 

Von  La  Hire  sagt  Fontenelle:  „Toutes  ses  journees  etaient, 
d’un  bout  ä l’autre,  occupees  par  l etrnle , et  ses  nuits  tres  -sou- 
vent  interrompues  par  les  observations  astronomiques.  Nul  diver- 
tissement  que  celui  de  cbanger  le  travaW ; encore  est-ceuu  fait 
que  je  basarde  sans  en  efre  bien  assure.  Nul  autre  exercice  cor- 
pore! que  d’aller  a l’Observatoire,  ä l’Academie  des  Sciences,  ä 
celle  d'arehitecture,  au  College  royal  dont  il  etait  aussi  professeur. 
Peu  de  gens  peuvent  comprendre  la  lelicite  d’un  solitaire,  qui 
l’est  par  iin  choix  tous  les  jours  renouvele.  “ 

Ueber  Varignon  finden  sich  folgende  Bemerkungen:  „Son 
caractere  etait  aussi  simple  que  sa  superiorite  d’esprit  pouvait 
le  demander.  J’ai  deja  donue  cette  meine  loaange  ä tont  «le  per- 
sonnes  <fe  cette  Academie,  qu’on  peut  croirc  que  le  mente  en  ap- 
partient  plutöt  ä nos  Sciences  qu’a  nos  savants  *).  . Je  n ai  jamais 
vu  personne  qui  eut  plus  de  couscience,  je  veux  dire  qui  fut  plus 
applique  ä satisfaire  exactement  au  sentiment  interieur  de  ses  de- 
voirs,  et  qui  se  contentät  moins  d’avoir  satisfait  aux  apparences.“ 
Von  Iieineau  : „II  se  teuait  ä l'ecart  de  tonte  aflaire,  encore 
plus  de  toute  intrigue,  et  il  comptait  pour  beaucoup  cet  avantage, 
si  peu  recherche,  de  u’etre  de  rien.  “ 

Von  Tschirnhausen:  „La  vraie  philosopbie  avait  penetre 
jusqua  son  coeur,  et  y avait  etabli  cette  delicieuse  tranquillitd, 
qui  est  le  plus  grand  et  le  moins  recherche  de  tous  les  bienul“ 

' Von  Rolle:  „Vers  1082  un  jeune  geometre,  trds  incoqntr, 

rdsout  d’une  maniere  heureuse  un  probldme  qui  vehait  d'etre  pro- 
pose.  Aussitot  M.  Colbert,  qui  avait  des  espions  pouf  decouvrit 
le  mdrite  cachd  ou  naissant,  deterra  M.  Rolle  dans  l’extreme  ob- 
scurite  oti  U vivait,  et  lui  donna  une  gratification  qui  deviat  ensuite 
one  pension  fixe.“ 

Der  berühmte  Hydrauliker  Ritter  Giuseppe  Venturoli  ist 
im  October  1846  zu  Bologna  gestorben.  Er  war  der  Verfasser  der 
Ricerche  sulle  resistenze  che  ritardano  le.  acque  cor- 
renti  ed  in  particolare  sulla  resistenza  d attrito.  Modena. 
1807.  und  der  Ricerche  geometriche  ed  idrometriche  fatte 
nella.  scuola  degli  Ingegneri  pontificli  di  acque  e »trade 
l’anno  1821.  Milano.  1822. , so  wie  vieler  Abhandlungen  in  den 
Commentarien  der  Akademie  der  Wissenschaften  des  Instituts  zu 
Bologna,  deren  Mitglied  er  war. 

. . >;  : ( ili  Ui 

Arithmetik. 

.ii  ...  iiui'ih 

. 1 r . i -id  ‘da 

Handbuch  der  Differenzial-  und  Integralrechnung 
van  Pn  Oskar  SchlüBHlQh,  ausserordentlichem  Prüfe»- 

■ — Ii  • 

Gewiss  sehr  richtig,  abe»  auch  sehr  orfreutich  und  erflehend. 
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not  an  der  Universität  zu  Jenai  Erster  Theil.  Diffe- 
renzialrechnung. Mit  zwei  Kupfdrtafeln.  Greifswald. 
1847.  8.  J T h I r." 

Das  Handbuch  der  algebraischen  Analysis  desselben  Herrn 
Vfs. , welches  dem  bis  jetzt  in  seinem  ersten  Tbeile  vorliegenden 
Handbuche  der  sogeuannten  höherii  Analysis  gewissermassen  als 
Vorläufer  gedient  hat,  ist  im  Literar.  Her.  Nr."  VVV.  S.  366,  mit 
gebührendem  Lobe  angezeigt  norden.  Nicht  weniger  Lob  gebührt 
in  allen  Beziehungen  dem  vorliegenden  Handbuche  der  Differen- 
zialrechnung. Dasselbe  ist  ganz  in  dem  neueren  strengen,  die 
ältere  ' Hehandlungsweise  ganz  in  den  Hintergrund  drängenden 
Leiste  bearbeitet,  und  gewahrt  auf  eine  sehr  erfreuliche  Weise 
die  Ueberzeugung , dass  der  Herr  Vf. , was  bekanntlich  nicht  ganz 
leicht  ist  und  — wie  mail  sich  leider  aus  manchen  der  neuesten 
Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  maflienmtischen  Literatur  immer 
mehr  überzeugen  muss  — noch  nicht  gar  zu  häufig  angetroffen 
wird,  vollständig  jn  diesen  neueren  Geist  eingodriingcn  ist,  und 
zugleich  die  Fähigkeit  besitzt,  diese  in  mehrfacher  Beziehung 
schwierigen  Dinge  auf  eine  ansprechende f namentlich  auch  An- 
fängern deutliche  und  dieselben  m diesen  neueren  Geist  mit  mög- 
lichster Leichtigkeit  einführende  Weise  darzustellen.  Ausserdem 
ist  die  Vollständigkeit  liervorzuhehen,  welche  dem  Herrn  Vf.  auf 
dem  verhältnissmassig  nur  kleinen  Raume  von  zwei  und  zwanzig 
Bogen  zu  erreichen  gelungen  ist,  da  man  gewiss  wenig  wirklich 
Bedeutendes  in  diesem  Werke  vergeblich  suchen  dürfte.  Zugleich 
hat  derselbe  sich  dadurch  jedenfalls  ein  besonderes  Verdienst  er- 
worben, dass  er  die  noch  in  keinem  vorhandenen  deutschen  oder 
französischen  *)  wenigstens  in  dieser  Vollständigkeit  Vorkommen- 
den  neuesten  Untersuchungen  Cauchy’s  über  die  Entw  ickelung  der 
Funcfiouen  in  Reihen  und  die  Lehre  von  den  sogenannten  Mutet- 
gränzen  der  Functionen,  welche  wir  unbedenklich  zu  den  wichtig- 
sten und  schönsten  neuern  Eroberungen  auf  dem  Gebiete  der  Ana- 
lysis rechnen  (m.  vergl.  auch  die  Abhandlung  im  Archiv.  Thl.  I. 
Nr.  XL VIII.  S.  364.),  nicht  bloss  in  sein  Werk  vollständig  aufge- 
nommen , sondern  auch , was  bisher  noch  nicht  geschehen  ist  und 
was  wir  für  ganz  besonders  verdienstlich  halten,  durch  eine  nicht 
geringe  Anzahl  von  zweckmässigen  Beispielen  erläutert,  in  ihr 
gehöriges  Licht  gesetzt,  und  dadurch  namentlich  Anfängern  erst 
recht  zugänglich  gemacht  hat.  Eben  so  muss  auch  die  strenge 
Behandlung  des  Lagränge’schen  Umkehmngs-  oder  Reversions- 
problems litt  neunten  Kapitel,  die  sich  ebenfalls  in  diene#  neuen 
strengen  Behandlungen  eise  wohl  noch  in  keinem  deutschen  Lehr- 
buche lindet,  der  Beachtung  der  Leser  ganz  besonders  empfohlen 
und  als  ein  besonderes  Verdienst  des  Herrn  V fs.  bervotgehoben 
werden.  Die  wichtigsten  Anwendungen  der  Differenzialrechnung 
auf  die  Geütnefrie  fehlen  in  diesem  Werke  gleichfalls  nicht,  und 
ausserdem  versteht  es  sich  bei  einem  Verfasser , der  sich  schon 
durch  eine  nicht  geringe  Anzahl  selbstständiger  Arbeiten  auf  die 
vortheilhafteste  Weise  bekannt  gemacht  bat,  wohl  von  gelbst,  dass 
eigcnthümliche  Darstellungen  nirgends. fehlen , in  w elcher  Beziehung 
wir  Vorzüglich  die  auch  aus  diesem  Archive  schon  grüsstentheils 

'.  • rr—  oni’i  : i ei  «•>  • .n  . > .i  .du..-  tr  o-  •>  . 
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bekannten  Arbeiten  des  Herrn  Vfs.  über  höhere  Differenzialquotien 
ten.  die  sieb  den  Beifall  der  Kenner  in  Deutschland  und  im  Aus- 
lände so  sehr  erworben  haben,  hervorheben  müssen , da  diese 
auch  in  diesem  Werke  sehr  vollständig  und  theilweise  noch  in 


vervollkonmioeter  Gestalt  wiedergegeben  worden  s'md.  Leider 
müssen  wir  uns  hier  mit  den  obigen  allgemeinen  Andeutungen 
begnügen,  hoffen  aber,  dass  dieselben  hinreichend  sein  werden, 
die  Leser  des  Archivs  auf  ein  Werk  aufmerksam  zu  machen,  aus 
welchem  sie  sich  auf  die  leichteste  und  bequemste  Weise  ein 
Bild  von  der  die  ältere  Analysis  in  Rücksicht  auf  wahre  mathe- 
matische Strenge  und  Evidenz  so  sehr  überragenden  neueren  Be- 
handlungsweise dieser  Wissenschaft  verschaffen  können,  und  wün- 
schen sehr,  dass  auch  dieses  Werk  zur  immer  grossem  Verbrei- 
tung der  neueren  strengeren  Methoden  beitragen  und  es  dem  Herrn 
Verfasser,  wie  bei  dem  aus  allen  seinen  schriftstellerischen  Arbei- 
ten hervorleuchtenden  Talent  desselben  für  das  Lehrwesen  nicht 
bezweifelt  werden  kann,  gelingen  möge,  auch  in  seinem  Lehrkreise 
der  neueren  Analysis  immer  mehr  Jünger  zu  gewinnen , ein  Wunsch, 
den  wir  hier  um  so  weniger  auszusprechen  unterlassen  können, 
weil  wir  vor  Kurzem  bei  einer  andern  Gelegenheit  (Literar.  Ber. 
Nr.  XXXIII.  S.  488.)  darauf  hinweisen  zu  müssen  glaubten,  dass 
es  namentlich  "jeder  Universität  anständig  sei,  wenigstens  einen 
Lehrer  zur  gehörigen',  bei  dem  jetzigen  Zustande  unserer  Wissen- 
schaft eine  Abweisung  nicht  mehr  zulassenden , Vertretung  der 
neueren  strengeren  Richtung  in  der  Analysis  zu  gewinnen,  so  wie 
einen  solchen  in  dem  Herrn  Vf.  des  vorliegenden  Lehrbuchs  die 
Universität,  welcher  derselbe  seine  Kräfte  widmet,  besitzt.  — 
Dem  Erscheinen  des  zweiten , die  Integralrechnung  enthaltenden 
Theils,  in  welchem  der  Herr  Vf.  gewiss  auch  der  Theorie  der 
bestimmten  Integrale  seine  besondere  Aufmerksamkeit  zu  widmen 
nicht  unterlassen  wird,  sehen  wir  mit  V erlangen  entgegen,  und 
empfehlen  das  vorliegende  Werk  nochmals  der  besonderen  Beach- 
tung der  Leser. ' i — •••■•>.  .Sliää 
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Lehrbuch  der  niedern“  Geometrie  von  Dr.  nh.'Frte« 
drich  Eduard  Thieme,  Lehrer  der  Mathematik  an  dem 
Gymnasium  und  der  Gewerbeschule  zu  Plauen.  'Erst*# 
TneiL  Planimetrie  nebst  zahlreichen  Leitungsaufgaben 
und  10  Figurentafel n.  Plauen.  1847.  8.  % Thlr.  bfu 

Das  vorliegende  Schulbuch  gehört  zu  d e ii  verdienstlichen  Lehr- 
büchern , welche  mit  einer  strengen  Behaudlungstveise  der  Geome- 
trie in  einem  älterri  (aber  nicht  veralteten  und  nie  veraltenden) 
Geiste  den  neuern  Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  dieser  Wissen- 
schaft gebührende  Beachtung  widmen  und  dieselben  auf  eine  ver- 
ständige Weise  in  den  Schulunterricht  aufzunehmeo  und  mit  rich- 
tigem pädagogischen  Takte  auf  eine  für  denselben  angemessene 
Weise  zu  verarbeiten  suchen.  Da  es  nun  auch  eine  grosse  An- 
zahl zweckmässiger  Uebungsaufgaben  enthält, 'und  sein  äusserer 
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Umfang  and  sein  Preis  gering  sind,  so  verdient  es  gewiss,  von 
Lehrern  an  hohem  Unterrichtsanstalten  nicht  ganz  unbeachtet  ge- 
lassen zu  werden. 

*'  i -Of ' 

Programm,  womit  zu  der  öffentlichen  Prüfung  der 
Schüler  der  Petrischule,  welche  Mittwoch  den  7.  Octo- 
ber  1846  von  8}  Uhr  Vormittags  und  2J  Uhr  Nachmittags 
an  u.  s.  w.  stattfinden  wird,  ehrerbietigst  einladet  Doe- 
tor  F.  Strehlke,  Direktor.  Inhalt:  1.  Mathematische  Ab- 
handlung des  Oberlehrers  Trüger.  2.  Schulnachrichten. 
Danzig.  4. 

Der  Herr  Vf.  der  den  Schulnachrichten  vorausgeschickten 
mathematischen  Abhandlung  spricht  sich  über  dieselbe  auf  fol- 
gende Art  aus:  „Die  Lehrbücher  der  Stereometrie  enthalten  für 
die  Berechnung  des  abgekürzten  Kegels  in  der  Kegel  nur  die 
Formeln,  nach  denen  aus  den  Radien  der  beiden  parallelen 
FISchen,  der  Höhe  oder  Seitenlinie  — der  kubische  Inhalt  und  die 
Seitenfläche  gefunden  werden.  Den  Gegenstand  vollständig  heim 
Unterricht  zu  behandeln  und  zu  zeigen , wie  au»  drei  dieser  Stücke 
die  (ihrigen  berechnet  werden : erlaubt  dem  Lehrer  die  beschränkte 
Stundenzahl  für  einen  Cursus  der  Stereometrie  nicht,  indem  ähn- 
lichen Gegenständen  dieselbe  Erweiterung  zu  Theil  werden  müsste. 
Der  genannte  aber  ist  für  Schüler  von  besonderem  luteresse,  weil 
er  die  trigonometrischen  Functionen  in  mannigfache  Anwendung 
bringt,  und  auch  zur  Auflösung  höherer  Gleichungen  führt,  wozu 
die  Geometrie  gewöhnlich  keine  Veranlassung  giebt.  Daher  dürfte 
diese  Berechnung  sich  wohl  für  ein  Schulprogramm  eignen , des- 
sen Zweck  es  hauptsächlich  ist , die  Schüler  anzuregen , einzelne 
Lehrgegenstände  weiter  zu  verfolgen,  und  selbstständig  Arbeiten 
zu  unternehmen.“ 

Indem  wir  hierin  dem  Herrn  Vf.  völlig  beistimmen,  empfehlen' 
wir  diese  fleissig  gearbeitete  Abhandlung  den  Lehrern  an  hohem 
Unterrichlsanstalten  als  eine  Sammlung  stereomcfrischer  Uebungs- 
aufgaben,  die  zugleich  zweckmässige  Uebungen  in  der  Auflösung 
' der  Gleichnngen  bis  zum  vierten  und  zu  höheren  Graden  darbie- 
ten, recht  sehr,  und  bemerken  zugleich,  dass  der  Herr  Vf.  seine 
vollständige  Bekanntschaft  mit  dem  letztem  wichtigen  Gegenstände 
dadurch  deutlich  an  den  Tag  gelegt  hat,  dass  er  die  sich  ihm  er-^ 
gebenden  Gleichungen  immer  nach  mehreren,  namentlich  in  neuerer 
Zeit  an  verschiedenen  Orten  mitgetheilten  Methoden  behandelt,  und 
dazu  zugleich  zu  der  wünschenswerten  Befcarintwerdimg  dieser  neue- 
ren Methoden  in  einem  grossem  Kreise  beiträgt.  Auch  künftige  Ver- 
fasser von  Sammlungen  mathematischer  Leitungsaufgaben  werden 
in  diesem  Schriftchcn  manches  ihrem  Zwecke  Förderliche  linden, 
und  sind  daher  ebenfalls  auf  dasselbe  aufmerksam  zu  machen. 

Die  auf  diese  Abhandlung  folgenden  Schulnachrichten  des 
Herrn  Directors  Strehlke  nehmen  das  Interesse  des  Lesers 
mehrfach , vorzüglich  alter  durch  eine  darin  gemachte  Mittheilung 
in  Anspruch,  die  auch  hier  hervorgehoben  und  in  einem  weiteren 
Kreise  verbreitet  zu  werden  verdient.  Ein  westpreussischer  Edel-, 
mann,  Herr  Baron  von  Paleske  auf  Spengawsken  bei  Dan- 
zig , der  schon  seit  sechs  Jahren  ein  ausgezeichnetes  englisches 
Mikroskop  und  Fernrohr  und  mehrere  kräftige  Magnetstäbe  der 
Petrischule  zur  freien  Benutzung  überliess,  hat  dem  Director  die- 
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ser  Lehranstalt  die  beträchtliche  Summe  von  300  ThaJern  zur 
Verfügung  gestellt,  um  dafür  ganz  nach  eigener  Auswahl  und  eige- 
nem Ermessen  physikalische  Instrumente  für  die  Petrischule  an- 
zukaufen  und  deren  Apparat  dadurch  zu  vervollständigen.  .Mehr 
über  eine  solche  Handlung  hier  zu  sagen,  ist  unnütz  ; denn  sie 
spricht  für  sieh  selbst!  Zur  weitern  Bekanntwerdung  derselben 
beizutragen,  schien  aber  auch  hier  um  so  mehr  Pflicht  zu  sein,  je 
seltener  dergleichen  Falle  in  unseren  Tagen  Vorkommen.  Wer  an 
dem  Gedeihen  des  Schulwesens  lebhaftes  Interesse  nimmt,  muss 
sich  durch  solche  edle  Handlungen  in  einer  freien  unabhängigen 
Stellung  sich  befindender  Männer  desto  mehr  erhoben  und  ange- 
sprochen fühlen,  je  mehr  man  siebt,  wie  stiefmütterlich  zuweilen  die 
Schulen  gerade  von  denen  behandelt  werden,  die  am  meisten  für  ihr 
Emporkommen  sorgen  sollten,  wenn  auch  allerdings,  namentlich  in 
neuerer  Zeit,  ein  besserer  Sinn  in  dieser  Beziehung  schon  erwacht  ist 
und  gewiss  immer  mehr  erwachen  wird;  und  möge  dieser  Sinn 
sich  neben  den  Gymnasien  auch  namentlich  den,  mehr  eine  rea- 
listische Richtung  verfolgenden  Lehranstalten,  die  der  Aufhülfe 
noch  sehr  bedürfen,  zun  enden! 

Vorschule  der  darstellenden  Geometrie.  Von  Dr.  A. 
L.  Busch,  () bservat or  au  d er  Kii nig I.  Ü n i versjtäts -S tern - 
warte  und  Lehrer  an  der  König!.  Pro v 1 n zial-G ew erb e- 
schule  zu  Königsberg.  Mit  einem  Vorwort  von  C.  G. 
J.  Jacobi,  ordentl.  Professor  und  Mitglied  der  Berli- 
ner Akademie  der  Wissenschaften-  Berlin.  G.  Rei- 
mer. 1K46  % Th  Ir. 

Unter  den  Hindernissen,  welche  sich  einem  erfolgreichen  Un- 
terrichte in  der  Geometrie  eutgegenstcllen,  tritt  ganz  besonders 
die  häutige  Unfähigkeit  der  Schüler,  den  Zirkel  und  das  Lineal 
zu  brauchen,  hervor.  Wenn  die  Figuren  ganz  einfach  sind,  so 
zeigt  sich  dieser  Mangel  nicht  auffallend , allein  hei  einigermassen 
zusammengesetzten  Gebilden  ist  er  oft  die  Ursache  des  Zurück- 
bleibens selbst  fähiger  Köpfe.  Daher  kann  denn  auch  nichts  wich- 
tiger sein,  als  dass  der  Schüler  schon  frühzeitig  gewöhnt  werde, 
mit  Zirkel  und  Lineal  umziigeheu.  In)  Ranziger  (Gymnasium  ist 
seit  zehn  Jahren  diesem  Unterrichte  in  Ober- Tertia  von  den  vier 
mathematischen  Stunden  eine  gewidmet  worden,  und  der  Erfolg 
hat  gezeigt,  dass  diese  Anleitung  zum  Construiren  über  eine 
Menge  von  Schwierigkeiten  beim  wissenschaftlichen  Unterrichte  in 
der  Geometrie  und  Stereometrie  himveghiltt.  Den  Anfang  macht 
die  (onstruction  einfacher  Aufgaben,  deren  Lösung  den  Schülern 
bereits  durch  frühem  Unterricht  bekannt  ist,  und  die  Zeichnung 
solcher  Figuren , an  welchen  sie  die  Wahrheit  früher  bewiesener 
Sätze  durch  Erfahrung  bestätigt  sehen,  So  werden  z.  IL  die  Auf- 
lösungen der  Potheiiotsclien  Aufgabe  mul  die  merkwürdigen  Punkte 
im  Dreiecke-  nach  der  in  der  Stunde  gegebenen  Anleitung  zu 
Hause  gezeichnet,  wie  denn  überhaupt  die  während  der  Stunde 
gezeichneten  Figuren  stets  zu  Hause  nochmals  sauber  in  grossem 
Maassstahc  ausgeführt  werden.  Dann  folgen  die  Aufgaben  von  den 
Berührungen.  Die  t'uustructiou  derselben  wird  für  die  verschie- 
denen Fälle  vollständig  ajusgeführt,  und  diese  Zeichnungen  machen 
dann  später  ein  leichtes  Verständnis«  der  Beweise  möglich,  wenn 
dieser  Gegenstand  in  der  Geoijietric  behandelt  wird.  Die  Kegel- 
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schnitte  werden  ebenfalls  eonstruirt  u.  s.  wl  Dann  folgt  das  Zeich- 
nen' der  Netze  der  einfachen  geometrischen  Körper,  welche  von 
de«  Schülern  zu  Hause  aus  Pappe  modellirt  werden , den  Beschluss 
des  einjährigen  Curaus  machen  die  Anfangsgrfinde  der  Projection»- 
lehre.  Auf  diese  Weise  wird  der  Unterricht  in  der  neuern  Geo- 
metrie in  den  beiden  obern  Klassen  sehr  erleichtert,  auch  der  in 
der  Stereometrie  verliert  einen  grossen  Theil  seiner  Schwierigkeit, 
indem  die  Schüler  bereits  gewohnt  sind,  sich  unter  einer  Zeich- 
nung ein  körperliches  Gebilde  vor/.ustellen.  Der  Unterricht  in  der 
Stereometrie  kann  allerdings  durch  Modelle  erläutert  werden,  in- 
dessen scheint  es,  dass  man  damit  nicht  zu  freigebig  sein  dürfe, 
denn  einmal  können  sie  selten  in  wünschenswerther  Allgemeinheit 
ausgeführt  werden,  dann  aber  verwöhnen  sic  auch  zu  sehr  die 
Phantasie  des  Schülers,  der  sich  später  von  den  verwickelten 
räumlichen  Gebilden,  für  welche  sich  Modelle  nicht  leicht  ausftth- 
ren  lassen,  keine  Vorstellung  machen  kann.  Die  Stereometrie 
setzt  das  Verständnis«  von  Zeichnungen  körperlicher  Gebilde  vor- 
aus, während  umgekehrt  die  Projcctionslehre  sich  wieder  auf  die 
Stereometrie  gründet.  Man  befindet  sich  also  hier , strenge  genom- 
men, in  der  Verlegenheit,  dass  man  von  dem  vorzutragenden  Ge- 
genstände wenigstens  einen  Theil  als  bereits  bekannt  voraussetzen 
muss,  weshalb  ein  approximatives  Verfahren,  wie  das  oben  angedeu- 
tete, nicht  unpassend  erscheint.  Der  Unterricht  in  der  Geometrie  kann 
bekanntlich  nur  durch  Aufgaben,  welche  dem  eigenen  Nachdenken 
des  Schülers  dargeboten  w erden , Leben  erhalten.  Die  Erfahrung 
zeigt,  dass  auch  hier  die  Fertigkeit  im  Gebrauche  des  Zirkels  und 
Lineals  sehr  wichtig  ist.  Oft  glaubt  der  Schüler  eine  Auflösung 
gefunden  zu  haben,  — wenn  er  sie  nun  gehörig  construirt,, so  sieht 
er  bald,  ob  sie  stimmt  oder  nicht.  Im  letzten  Falle  wird  er  veran- 
lasst, auf  eine  andere  Auflösung  zu  sinnen,  im  ersten  die  Rich- 
tigkeit nachzuweisen  : io  beiden  Fallen  drängen  sich  ihn)  nütz- 
liche Erfahrungen  auf.  eine  ungenaue  Zeichnung  kann  eine  richtige 
Construction  als  falsch,  der  Zufall  eine  falsche  als  richtig  erschei- 
nen lassen , — der  schlummernde  Verstand  wird  geweckt.  Wenn 
hiernach  der  Unterricht  im  Zeichnen  als  nothweridige  Propädeutik 
für  den  wissenschaftlichen  Theil  der  Geometrie  und  Stereometrie 
erscheint,  so  können  wir  doch  nicht  unterlassen,  auf  die  Uebel- 
stärnle  aufmerksam  zu  machen,  welche  auch  diese  nützliche 
Sache  mit  sich  führen  kann.  Wer  den  jugendlichen  Geist  de!- 
Schüler  eines  Gymnasiums  kennt,  weiss  auch,  wie  leicht  das  we- 
niger Bedeutende  mit  dem  Wesentlichen , der  Zweck  mit  dem 
Mittel  verwechselt  wird.  So  kommt  es  denn  wohl  vor,  dass  gerade 
die.  Schüler,  welche  im  Zeichnen  eine  besondere  Handgeschicklich- 
keit besitzen,  sich  bald  auf  diese  so  viel  zu  Gute  thun,  dass  sie 
die  saubere  Ausführung  für  die  Hauptsache  ansehen,  und  der  wis- 
senschaftlichen Auffassung  des  Gegenstandes  abhold  werden,  so 
dass  sie  Beweise  fi!r  überflüssig  ansehen,  wenn  sie  mH  Zirkel 
und  Lineal  die  Richtigkeit  der  Construction  erkannt  haben.  Das 
Verderbliche  einer  solchen  Ansicht  liegt  am  Tage  und  der  Lehrer 
wird  sich  beeilen  müssen,  dieselbe  zu  bekämpfen.  Wenn  ferner 
der  Gebrauch  des  Zirkels  und  Lineals  nur  auf  eine  der  mittleren 
Klassen  beschränkt  und  in  den  obern  nicht  fortgesetzt  wird,  St> 
ist  er  nur  wenig  nützlich.  Nur  zu  oft  glauben  die  Schüler  einer 
obern  Klasse,  dass  es  für  sie  nicht  mehr  ehrenvoll  sei,  das  zu 
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treiben,  was  in  der  niedern  von  ihnen  gefordert  wurde,  wie  z.  B. 
das  praktische  Rechnen  wohl  bisweilen  gänzlich  von  ihnen  ver- 
nachlässigt wird,  weil  sie  bereits  in  Quinta  damit  beschäftigt  wur- 
den. Solche  verkehrte  Ansichten  haben  ihren  tiefen  Grund,  und 
müssen  beim  mathematischen  Unterrichte,  wenn  derselbe  erfolg- 
reich wirken  soll,  mit  der  Wurzel  vertilgt  werdeo. 

Wir  haben  hier  den  Nutzen  des  Unterrichts  im  Zeichnen  für 
Gymnasien  und  ähnliche  Anstalten  anzudeuten  versucht;  dass  er 
für  technische  Anstalten  von  der  höchsten  Wichtigkeit  ist,  ver- 
steht sich  von  seihst.  Allein  wir  glauben,  dass  auch  hier  ein 
systematischer  Unterricht,  der  sich,  von  den  ersten  Anfangs- 
gründen des  linearischen  Zeichnens  allmählig  fortschreitend  zur 
Projcctionslehre  Bahn  bricht,  viel  leichter  zum  Ziele  führt,  als 
ein  solcher,  der  mit  dem  Zeichnen  praktischer  Gegenstände  sogleich 
seinen  Anfang  nimmt.  In  der  königl.  Provinzial -Gewerbeschule 
zu  Danzig  wird  seit  12  Jahren  der  Unterricht  im  Zeichnen  auf 
jene  systematische  Weise  ertheilt,  und  der  günstigste  Erfolg  hat 
sieh  später  jedesmal  gezeigt,  wenn  Architecturgegenstände;  Maschi- 
nen u.  dgl.  an  die  Reihe  kamen.  Schüler,  welche  diese  Anstalt 
längst  verlassen  und  sich  zu  tüchtigen  Bauhandwerkern  oder 
Maschinen-Baunieistern  ausgebildet  haben,  erkennen  sehr  häufig 
mit  vielem  Danke  diese  Methode  als  nützlich  an,  während  andere 
Praktiker,  welche  einen  entgegengesetzten  Weg  einschlugen,  auf 
halbem  Wege  stehen  blieben,  ohne  das  gewünschte  Ziel  zu 
erreichen. 

Auch  in  technischen  Anstalten  ist  für  den  mathematischen 
Unterricht  das  linearische  Zeichnen  von  grossem  Nutzen , beson- 
ders wird  die  beschreibende  Geometrie  nur  dann  mit  Erfolg  stu- 
dirt  werden  können,  wenn  die  Schüler  alle  Aufgaben  mit  Zirkel 
und  Lineal  nach  der  Anleitung  des  Vertrags,  zum  Theil  schon 
während  desselben , in  grossem  Maassstabe  construiren. 

Der  grosso  Nutzen  des  linearischen  Zeichnens  fiir  die  Zöglinge 
wissenschaftlicher  und  technischer  Anstalten  kann  nicht  verkannt 
werden,  und  so  begrüssen  wir  freudig  das  vorliegende  Werkchen 
als  ein  solches,  welches  diesem  Unterrichtszweige  frische  Nahrung 
darzubicten  geeignet  ist.  So  wie  das  Zeichnen  praktischer  Gegen- 
stände ohne  Kenntniss  der  Projectionslehre  unvollkommen  bleibt, 
so  ist  auch  die  darstellende  Geometrie  ohne  einsichtsvolle  Fertig- 
keit im  planimetrischen  Zeichnen  nicht  zu  erwerben.  Der  Herr 
\ erfasser  benennt  daher  sein  Buch , in  welchem  er  mit  den  ein- 
fachsten planimetrischen  Aufgaben  den  Anfang  macht,  undallmäb- 
lig  zu  schwierigem  fortschreitet,  mit  Recht  Vorschule  der  dar- 
stellenden Geometrie.  Bei  den  ßerührungs-  Aufgaben  bedient  er 
sich  sowohl  einiger  der  neueren  Methoden,  als  er  auch  durch  geo- 
metrische Oerter  die  gesuchten  Punkte  bestimmt,  welches  beson- 
ders dem  Praktiker  angenehm  sein  muss.  Die  ebenfalls  für  den 
Praktiker  wichtige  näheruugsweise  Construction  regelmässiger 
V ielecke  giebt  er  nach  Renaldi  ; bei  einer  neuen  Auflage  würde 
er  die  schöne  Coustruction  Sr.  Hoheit  des  Herzogs  Carl  Bernhard 
zu  Sachsen  Weimar -Eisenach  gewiss  nicht  unbenutzt  lassen.  Für 
die  näherungsweise  Construction  des  Umfangs  eines  Kreises,  des- 
sen Durchmesser  bekannt  ist,  giebt  er  drei  Auflösungen,  vnn 
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denen  die  dritte  für  die  Praxis  gewiss  ausreichend  ist.  Da  indes- 
sen die  neuern  Constructionen  noch  genauer  sind  und  keinen  gros- 
sem Apparat  erfordern,  so  würde  wenigstens  eine  derselben  hier 
am  Orte  sein.  Kehr  ausführlich  ist  die  ( onstruction  der  Kegel- 
schnitte behandelt,  auch  hier  sehen  wir  immer  den  gewandten 
Praktiker.  Den  Beschluss  machen  Spirallinie,  Cycloide,  Epicy- 
cloide  etc.  Die  äussere  Ausstattung  macht  dem  Herrn  Verleger 
Ehre,  auch  ist  sehr  zu  loben,  dass  die  Figuren  dem  Texte  unmit- 
telbar beigedruckt  sind.  Wir  wünschen  diesem  Werke  die  mög- 
lichst grösste  Verbreitung,  und  hoffen,  dass  der  Herr  Verfasser 
sich  entschliesscn  werde,  auch  für  die  beschreibende  Geometrie 
ein  ähnliches  Htilfsbuch  zu  liefern. 

Danzig,  September  18.  1846. 

C.  T.  Anger. 

Nach  der  obigen  ausführlichen  Anzeige  durch  einen  völlig 
sachkundigen  Gelehrten  bedarf  zwar  die  Schrift  des  Herrn  Obser- 
vator Dr.  Busch  einer  Empfehlung  von  meiner  Seite  nicht  mehr; 
jedoch  will  ich  den  Wunsch  auszusprechen  nicht  unterlassen,  dass 
diese  ihrem  Zwecke  gewiss  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  ent- 
sprechende Schrift  eine  recht  weite  Vorbereitung  finden  und  zu  der 
seht  zu  wünschenden  immer  grösseren  Förderung  des  betreffenden 
Unterrichts,  dessen  vielfache  Wichtigkeit  in  der  obigen  Anzeige 
sehr  deutlich  vor  Augen  gelegt  worden  ist,  auf  recht  vielen  Lehr- 
anstalten benutzt  werden  möge.  G.  . 

Preisschriften,  gekrönt  und  herausgegeben  von  der 
Fürstlich  Jablonmv s ki’sch en  Gesellschaft  zu  Leipzig. 
I.  H.  Grassmann's  Geometrische  Analyse.  Leipzig. 
1847.  20  Sgr. 

Die  von  der  Fürstlich  Jablonowski’schen  Gesellschaft  zu  Leip- 
zig iür  das  Jahr  1845  aulgegebene  Preisaufgabe  ist  im  Literari- 
schen Berichte.  Nr.  XVIII.  S.  288.  mitgetheilt  worden  und  kann 
dort  nachgesehen  werden.  In  dem  vorliegenden  Hefte  ist  die  von 
der  Gesellschaft  mit  dem  Preise  belohnte  Abhandlung  des  Herrn 
H.  Grassmann  in  Stettin  veröffentlicht  worden.  Indem  wir 
diese  Abhandlung  den  Lesern  des  Archivs  zur  besondern  Beach- 
tung empfehlen,  bemerken  wir,  dass  Herr  Grassraann  sich  in 
derselben  mehrfach  an  seine  Wissenschaft  der  extensiven 
Grösse  oder  die  Ausdehhungslehre.  Erster  Theil. 
Leipzig.  1844.  (M.  s.  auch  Archiv.  Thl.  VI.  S.  337.)  anschliesst, 
und  dass  die  erstere  Schrift  ohne  die  letztere  nicht  wohl  ganz 
verstanden  werden  kann.  Daher  hat  sich  Herr  Professor  Möbius 
in  Leipzig  um  die  Leser  und  um  die  Sache  gewiss  ein  wesent- 
liches Verdienst  erworben,  dass  er  in  einem  besondern  der  Grass- 
niann’schen  Abhandlung  in  dem  obigen  Helte  angehängten  Auf- 
sätze: Die  Grassmannsche  Lehre  von  den  Punktgrössen 
und  den  davon  abhängenden  Grössenformen,  daTge- 
stellt  von  A.  F.  Möbius,  diese  Lehre,  wie  er  sich  ausdrückt, 
„auf  eine  dem  Geiste  der  Geometrie  entsprechendere  und  damit 
leichter  fassliche  Weise  zu  begründen  und  zu  zeigen , wie  jene 
Scheingrüssen  als  abgekürzte  Ausdrücke  wirklicher  Grössen  ange- 
sehen werden  können  “ versucht  hat.  Je  mehr  uns  die  Sache  der 
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Aufmerksamkeit  werlh  zu  sein  scheint,  wie  schon  Archiv.  Theil 
VI.  S.  337.  hemcrkt  worden  ist,  desto  mehr  verdient  Herr  Profes- 
sor Möbius  gewiss  Dank,  dass  er  sich  dieser  Arbeit  unter- 
zogen hat. 
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Mechanik. 


Kinladungsschrift  der  k.  polytechnischen  Schule  in 
Stuttgart  zu  der  Feier  des  Gehurtsfesfes  Sr.  Majestät 
des  Königs  Wilhelm  von  Würtcmbcrg  auf  den  27.  Sep- 
tember lo4ö.  Mit  einer  Abhandlung  über  die  gezwun- 
gene Bewegung  des  Atoms  von  Professor  Dt.  Reusch. 
Stuttgart.  1816.  4. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  Gelegenheitsschrift  scheint  ttns 
seinen  Zweck : die  Principien,  welche  der  Untersuchung  des  Gegen- 
standes derselben , über  dessen  eigentliches  W'esen  und  eigentliche 
Bedeutung  er  sich  in  der  Einleitung  mit  Hinweisung  auf',, Corio- 
Irs:  Traite  de  la  mecanique  des  corps  solides  et  dueal- 
oul  de  l’effet  des  machines*'  mit  hinreichender  Deutlichkeit 
und  Beibringung  einiger  erläuternden  Beispiele  ausspricht,  zu 
Grunde  gelegt  werden  müssen,  ohne  Beihülfe  analytischer  Trans- 
formationen, also  überhaupt  ohne  einen  grossen  Aufwand  von  Cal- 
Cgi , mit  alleiniger  Appellation  an  eine  gesunde  Anschauung  aus- 
einanderzusetzen , und  dadurch  eine  Erweiterung  des  so  wichtiges 
und  in  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  der  Mechanik,  wie  er  sagt, 
äusserst  kümmerlich  behandelten  Kapitels  von  der  gezwungeneii 
Bewegung  des  Atoms  zu  erzielen,  gut  erreicht  zu  haben,  weshalb 
wir  niese  Schritt  zur  Benutzung  bei  dein  Unterrichte  iri  der  Mecha- 
nik auf  technischen  Lehranstalten , auf  denen  natürlich  eine  mög- 
lichst .vereinfachte  Darstellung  dieser  in  mehreren  Theilcn  schwie- 
rigen Wissenschaft  vorzugsweise  Bedürfnis»  ist,  wohl  empfehle» 
zu  dürfen  glauben. 
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Optische  Untersuchungen.  Von  Johann  August  Urg,* 
nert.  Zweiter  Theil.  Thcoricder  achromatischen  Olt; 
jective  für  Fernröhre.  Mit  zwei  Figureptsfcln.  Lein- 

zig.  1847.  s.  i%  Th ir.  .raTg. 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXXII. 
S.  4711.  angezeigt  worden.  Der  vorliegende  zweite  Theil  enthält 
wie  sein  Titel  angiebt,  die  Theorie  der  achromatischen  Objecthe 
für  Fernröhre,  was  in  dem  Sinne  zu  nehmen  ist,  dass  bei  dieser 
Theorie  immer  von  der  Voraussetzung  ausgegangen  wird,  dass  die 
einfallenden  Strahlen  sämmtlich  der  Ase  des  Objectivs  parallel 
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sind , oder  wenigstens  von  einem  sehr  weit  von  dem  Objective 
entfernten  Punkte  kommen.  Die  Grundformeln,  auf  welche  die 
Theorie  gegründet  wird,  sind  in  diesem  Theile  auf  eine  neue 
Weise  entwickelt  worden,  um  denselben,  eben  so  wie  den  ersten 
Theil,  möglichst  zu  einem  für  sich  selbst  bestehenden,  von  den 
im  ersten  Theile  gegebenen  Entwickelungen  unabhängigen  Ganzen 
zu  machen.  Es  sind  zweifache  und  dreifache  achromatische  (oder 
vielmehr  aplanatischo)  Objective  betrachtet  worden.  Alle  Formeln 
habe  ich  mit  gehöriger  Berücksichtigung  der  Dicken  und  der  Ent- 
fernungen der  einzelnen  Bestandlinscn  von  einander  entwickelt,  so 
dass  sich  also  jedes  Objectiv  eben  so  gut  dialytisch  als  unter  der 
Voraussetzung  verschwindender  Entfernungen  seiner  einzelnen  Be- 
standlinsen von  einander  berechnen  lässt,  wodurch  sich  diese  For- 
meln von  den  früher  bekannten  wesentlich  unterscheiden . da  selbst 
noch  J.  Herschel  bei  seiner  Entwickelung  der  Theorie  zweifacher 
achromatischer  Objective,  nach  welcher,  wie  Stampfer  gezeigt 
hat,  auch  die  Fraunhofer’ sehen  Objective  gebaut  sind,  die  Dicken 
und  Entfernungen  ganz  unberücksichtigt  gelassen  hat.  Ueherhaupt 
sind  alle  Formeln  in  so  einfacher  Gestalt  dargestellt  worden,  als 
es  die  Natur  des  Gegenstandes  und  meine  Kräfte  irgend  gestatte- 
ten; auch  halte  ich  dieselben  überall  so  weit  entwickelt,  dass 
sich  die  numerischen  Data  unmittelbar  in  sie  entführen  lassen, 
und  nur  noch  die  Schwierigkeit  der  Auflösung  der  Endgluichungen 
übrig  Idoilit,  welche  natürlich  bei  diesen  meistens  mehr  als  eine 
Auflösung  zulussenden  Problemen  nicht  zu  umgehen  ist.  Nähe- 
rungsmethoden sind  überall,  wo  es  nöthig  war  oder  vnrt'ieilhuft 
zu  sein  schien,  angegeben  worden.  Alle  bekannten  Principe,  auf 
welche  man  bisher  den  Bau  achromatischer  Objective  zu  gründen 
gesucht  hat,  und  einige  neue  von  mir.  seihst  angegebene,  halte  ich 
ausführlich  betrachtet  und  analytisch  entwickelt,  tmter  den  erstc- 
ren  besonders  die  Principe  von  Euler,  Klügel  und  Littrow, 
Barlow,  J.  Herschel  (oder  Fraunhofer)  und  Gauss.  Die 
beiden  letzten,  namentlich  das  Princip  von  Gauss,  welchem  in 
theoretischer  Rücksicht  nach  meiner  Ansicht  vor  allen  anderen 
Principcn  der  Vorzug  gebührt,  und  nur  zu  bedauern  ist,  dass,  so 
viel  ich  weiss,  noch  kein  Künstler  ein  Objectiv  nach  demselben 
gebaut  hat,  habe  ich  auch  auf  dreifache  Objective  ausgedehnt  und 
auch  in  dieser  Beziehung  vollständig  analytisch  entwickelt,  was 
bis  jetzt  noch  nicht  unternommen  worden  ist,  so  wie  denn  über- 
haupt seit  den,  neuern  Ansprüchen  nicht  im  Entferntesten  mehr 
genügenden  Theorien  Euler’s  und  Klügel’»  für  diese  Objectivg 
gar  nichts  von  einiger  Bedeutung  geliefert  worden  ist,  und  man 
die  Theorie  dieser  Objective  seit  jener  Zeit  gewiss  sehr  mit  Un- 
recht ganz  hat  bei  Seite  liegen  lassen,  da  eine  Abhandlung  des 
sonst  sehr  verdienten  Oriani  wohl  nicht  besonders  in  Anschlag 
gebracht  werden  kann.  Ueherhaupt  habe  ich  in  dem  vorliegenden 
zw  eiten  Theile  mein  Augenmerk  vorzugsw  eise  auf  eine  ervoll- 
kommnung  und  Erweiterung  der  älteren  Theorien  gerichtet,  weil 
ich  glaube,  dass  dadurch  hei  dem  jetzigen  Stande  der  Sache  der 
Praxis  vorläufig  am  meisten  genützt  und  Vorschub  geleistet  wer- 
den kann,  und  behalte  eine  Behandlung  der  optischen  Instrumente 
nach  weit  um  küssendem  und  allgemeinem  Methoden,  wobei  auch 
noch  verschiedene  andere  Dinge  zur  Sprache  gebracht  werden  Sol- 
en, den  folgenden  Theilcn  dieses  Werks . dem  Ich.  seiner  mehr- 
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Tachen  Schwierigkeiten  wegen,  und  weil  es  wenigstens  ftir  den 
zweiten  Theil  nn  genügenden  und  meinem  Zwecke  einigermassen 
entsprechenden  Vorarbeiten  fast  gänzlich  mangelte,  eine  nachsich- 
tige Aufnahme  und  Beurtheilung  wünsche,  noch  vor. 

G. 

Repertoire  d’Optique  moderne  ou  Analyse  complete 
des  travaux  modernes  relatifs  aux  phenoraines  de  la 
lumiere;  par  M.  l’Abbe  Moigno.  Premiere  Partie.  Paris 
et  Leipsig.  1847.  8. 

rferr  Abbe  Moigno  hat  sich  bekanntlich  durch  die  Heraus- 
gabe seiner  Legons  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  in- 
tegral, redigdes  d’apres  les  methodes  et  les  ouvrages 
puhlids  ou  inedits  de  M.  A.  L.  Cauchy  ein  so  allgemein  an- 
erkanntes Verdienst  erworben , dass  wir  das  vorliegende  Werk  mit 
nicht  geringer  Erwartung  zur  Hand  nahmen,  und  zwar  um  so  mehr, 
weil  wir  von  der  Nothwendigkeit  und  dem  grossen  Nutzen  eines 
solchen  Werks  vollkommen  und  auf  das  Lebhafteste  überzeugt 
sind,  indem  wohl  Jeder,  wer  sich  mit  einigem  Eifer  dem  Studium 
der  neueren,  namentlich  der  physikalischen  Optik  gewidmet  hat, 
die  mannigfachen  Schwierigkeiten  gefühlt  haben  wird,  mit  denen 
dieses  Studium  verbunden  ist,  wenn  man  sich  nicht  gerade  ganz 
und  ausschliesslich  diesem  Gegenstände  hingeben  will  oder  kann. 
Wir  müssen  aber  offen  gestehen,  dass  wir  in  unsem  Erwartungen 
mehrfach  getäuscht  worden  sind. 

In  der  in  sehr  überschwenglichen  Ausdrücken  geschriebenen 
Vorrede  erklärt  der  Herr  Vf.  auf  pag.  III.,  dass  er  io  diesem 
Werke  durchaus  nur  eine  exposition  physique,  soutenue 
seulement  et  dlairee  par  des  formules  elementaires  et 
faciles  zu  geben  beabsichtige,  und  auf  alle  Anwendung  des 
hohem  Caicuis  verzichte.  Eine  elementare  Darstellung,  wenigstens 
in  dem  Sinne,  wie  man  dieselbe  namentlich  in  Deutschland^  wohl 
zu  erwarten  gewohnt  sein  möchte,  und  wie  in  einigen  physikali- 
schen Lehrbüchern,  z.  B.  von  v.  Ettingshausen,  August  u.  A. 
auf  gewiss  sehr  verdienstliche  Weise  zu  geben  versucht  worden 
ist,  liefert  die  Schrift  des  Herrn  Moigno  aber  gar  nicht,  sondern 
dieselbe  ist  im  eigentlichsten  Sinne  durchaus  nichts  weiter  als  das, 
was  die  Franzosen  „une  Analyse“  nennen,  wie  auch  auf  ihrem 
Titel  ganz  richtig  angegeben  worden  ist;  ja  man  kann  selbst  noch 
hiuzusetzen:  sie  ist  wenigstens  in  ihrem  mathematischen  Theile 
vorzugsweise  oder  nur  „une  Analyse  des  travaux  de  Mr. 
Cauchy“,  welcher  letztere  zugleich  von  Herrn  Moigno  fast  auf 
allen  Seiten  mit  Lobsprfichen  auf  eine  Weise  wahrhaft  überschüttet 
wird,  die  einem  so  hochstehenden  Gelehrten  wie  Herrn  Cauchy 
— dessen  grosse  Verdienste  von  Niemandem  mehr  als  von  uns 
anerkannt  werden  können,  wie  wir  auch  wohl  bei  jeder  Gelegen- 
heit bereits  zu  völliger  Genüge  hewiesen  haben  — wohl  schwerlich 
selbst  angenehm  sein  kann.  Gleich  von  vorn  herein  bedient  Herr 
Moigno  den  Leser  mit  einigen  aus  Herrn  Cauchy’ s Schriften 
entlehnten,  natürlich  aber  gar  nicht  weiter  begründeten  analyti- 
schen Formeln  und  bringt  auch  nur  sehr  wenig  bei,  was  geeignet 
wäre,  eine  einigermassen  deutliche,  jedoch  hur  ganz  allgemeine 
Einsicht  in  das  Wesen  derselben,  in  die  Art  und  Weise,  wie  Herr 
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Cauchv  zu  denselben  gelangt  ist,  in  die  denselben  gegebene  eigen- 
tümliche Form,  Ober  die  Gründe  der  Einführung  des  imaginären 
in  dieselben  und  was  dergleichen  mehr  ist  und  hier  nur  andeutungs- 
weise und  ganz  im  Allgemeinen  hervorgehoben  werden  kann , zu 
vermitteln.  Dadurch  wird  aber  weder  dem  Physiker,  noch  dem 
Analytiker  wahrhaft  genützt,  indem  erstcrer  eine  möglichst  ele- 
mentare und,  so  weit  es  die  Natur  des  Gegenstandes  irgend  ge- 
stattet, strenge  Darstellung,  letzterer  dagegen  eine  recht  klare  und 
übersichtliche,  die  eigentlichen  Hauptmonieute  recht  scharf  hervor- 
hebende Darlegung  aus  Weges,  welchen  die  Analyse  genommen 
hat,  wünscheu  wird.  Nach  unserer  Ansicht  wird  daher  auch  nach 
dem  Erscheinen  dieses  Werkes  des  Herrn  Moigno  für  jeden,  wer 
die  neuere  mathematische  Optik  kennen  lernen  will , wie  bisher 
nichts  weiter  übrig  bleiben,  als  zu  den  Schriften  des  Herrn  Gauch y 
selbst  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  mul  Herr  Moigno  hat  nach  un- 
serer Ansicht  durch  das  vorliegende  optische  Werk  jedenfalls  den 
Zweck,  welchen  er  durch  seine  obeu  angeführten  Leynns  de 
calcul  diffdrentiel  et  de  calcul  integral  in  mehrfacher  Be- 
ziehung auf  ausgezeichnete  Weise  erreicht  hat:  nämlich  die  Ar- 

beiten seines  grossen  Lehrers  einem  grossem  Kreise  von  Lesern 
zugänglich  zu  machen  mtd  denselben  allgemeinem  Eingang  zu  ver- 
schallen, nicht  erreicht.  — Die  Section  deuxieme:  Expli- 

cation raisonnee  et  comparee  des  phenomenes  de  I op- 
tique  dans  les  deux  systemes  de  l emission  et  desondu- 
latinns,  ist  zwar  ganz  deutlich  verfasst,  iudem  sie  überhaupt 
mehr  historisch  als  scientifisch  verfahrt,  möchte  aber  im  Ganzen 
wohl  nicht  viel  mehr  liefern  als  in  den  vollständigem  physikalischen 
Hand-  und  Lehrbüchern  enthalten  ist,  wobei  auch  immer  «Ile  Ar- 
beiten der  Franzosen  vorzugsweise  hervorgehoben  Und  über  die 
Leistungen  anderer  gestellt  werden.  Recht  gute  Zusammenstellun- 
gen liefern  die  dritte  und  vierte  Section,  — die  beiden  letzten  in 
dem  ersten  Theile,  — von  denen  die  erste  ein  Resume  dVOp^ 
tique  metdorologique,  die  zweite  ein  Rdsume  d’Optique 
m in eral ogiqu e enthält. 

Der  zweite  Thcil  soll  enthalten:  1.  la  litterature  coin- 

Slete  de  l’optique  *)j  2.  le  catologue  raisonne  et  figurd 
es  propositions  ä demontrer,  des  experiences  qui 
constituent  la  ddmonstra t i o n et  des  appareils  ä l’aide 
desquels  se  font  les  experiences.  Nun,  daraus  wird  gewiss 
sehr  viel  zu  lernen  sein!  und  der  Herr  Verfasser  wird  doch  wohl 
am  Ende  unser  oben  ausgesprochenes,  vielleicht  etwas  vorschnel- 
les Urtheil  über  den  ersten  Theil  zu  Schanden  machen,  und  Recht 
behalten,  wenn  er  die  Vorrede  zum  ersten  TheiJe  mit  den  Worten 
schliesst:  „Nous  aurions  ainsi  comblti  un  grand  vide,  et  satit- 
fnit  ä un  immense  besoin.“  — Vorläufig  bitten  wir  aber  nur  einen 
Jeden,  bis  zum  Erscheinen  des  zweiten  Theils  zu  warten,  bevor 
er  sich  das  Werk  anschafft,  da  beide  Theile  Fünf  Thaler  netto 
kosten.  . * 


- > I 

).  -I  ^ 

*)  Welch«  man  bi«  za  einem  gewiuen  Zeitpunkte  «chon  in  grouer 
Vollständigkeit  in  dem  Dove’schen  Repertorium  findet. 

Anmerkung  de«  Setzer«. 
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Geschichte  des  Leiden fros t’sch e n Phänomens,  erste 
Abtheiluug,  vom  Oberlehrer  Dr.  Emsmann.  (Proerawm 
der  Friedrich-Wilhelms-Schnle  zu  Stettin,  mit  Schuir 
iiuchr  ich  teil  vom  Director  Scheibert.)  Stettin.  4. 


Solche  Monographien  wie  die  vorliegende  scheinen  Uns  ffir  die 
Schulprogramme  sehr  geeignet  zu  sein ; sie  nützen  den  Schülern 
und  sind  auch  an  sich  interessant  und  nicht  ohne  wissenschaftliche 
Bedeutung.  Der  Herr  Vf.  hat  die  Geschichte  und  Literatur  des 
genannten  bekannten  Phänomens  sehr  ausführlich  mitgetheilt,  und 
die  verschiedenen  Erklärungsversuche  mit  seinen  eigenen  Ansich- 
ten über  dasselbe  deutlich  und  vollständig  dargelegt,  so  dass  wir 
wünschen,  er  möge  bald  die  zweite  Ahtlieilung  nach  folgen  lassen. 

**  ' ’ltPfWl- 


Vermischte  Schriften. 


• i| . t '•  •«  -tfi»4  ' r , • * : ui'  *)  !'  • •l,r,  om.i  . '.i 

The  Cambridge  and  Dublin  mäthematical  Journal. 
E.tited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  ofSt.  Peters  Col- 
lege, Cambridge.  (Vergl.  Lit.  Ber.  Nr.  XXX11I.  S.  492.) 

. No.  Vll.  On  the  Attraction  of  a Solid  of  iievoiutioo 
External  Point. 


on  an 


By  A.  Cayley.  — On  a Mec'ianicäl 
Magnetit:  and  Gaivanlc  Force«.  By 
VIR.  will  Ke  pubfished  on  the  Ist  ol 


_ , By  George  Boole.  — On  a certain  Symbolical 

Equatiou.  By  George  Boole.  — Investigation  of  certain  Proper- 
ties of  the  Eiiipsoid.  By  Thomas  Weddle.  — On  Principal  Axes 
of  a Body,  their  Moments  of  lnertia,  and  Distribution  in  Space. 
B)r  R.  Townseud.  — - On  the  Integration  of  certain  Equations  in 
Finite  Differences.  By  Rev.  Bricc  Bronwin.  — On  Symbolical 
Geometry.  Continued.  By  Sir  W.  R.  Hamilton.  — On  the  Theorv 
of  Involution  in  Geometry.  " * 1 " ' ~ ‘ " 

Representation  of  Electric, 

William  Thomson.  — (No. 

March  1847.) 

i . ■ ' i - ‘ i i ’i  !;  / - ' '••*..» 

In  den  Bulletins  de  l’Acaddinie  Röyale  des  sclgnce'd, 
des  lettre«  et  des  heaux-arts  de  Belgique.  T n m e:  Xfff 
Ire  Partie.  1846.  Bruxelles.  1846.  8.  finden  sich  die  folgen- 
den ausführlichem  Abhandlungen,  welche  der  Beachtung  der  Leser 
des  Archivs  empfohlen  zu  werden  verdienen. 

Note  sur  la  convergence  de  la  Serie  de  Maciaurin,  par  M. 
maripa.hns.  p.  53.-  j, , / b j«..  ri 

Note  sur  la  convergence  des  series,  par  M.  Timmermttaifgjr 
membre  de  l’Academie.  p.  140. 

Nouvelle  demonstration  d’un  lemme  et  d’un  thdoreme  de  M.  Ja- 
cob!, par  Ai  Pi  och,  professeur  d’analyse  ä lecole  milrtaire  de 

Belgique.  p.  151.  •>«  ‘>tj  iJgifil.i'JiUe» 

• • : ;k  ,i • i.t n »' 
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(Dieser  Aufsatz  bezieht  sich  auf  eine  aus  dem  Italienischen 
übersetzte  Abhandlung  in  Liouville’s  Jourftai.  Septembre. 
1840-,  welche  den  Titel  fuhrt:  Sur  leprincipe  du  defilier 
multiplicateur  et  sur  son  usage  comnie  nouveau  prin- 
cipe de  mfcahique:  par  M.  Jacnbi.) 

Du  facteur  d'integtation  . des,  equatiorts  hotnogincff,  par 
Al.  Lefra ny o I s , agrdsd  pr&s  de  l’universitd  de  Gand.  p.  1 50. 

Note  sur  les  expressions  des  racines  d'uri  nombre  en  produits 
intmis,  par  M.  Schaar,  docteur  en  Sciences,  p.  228*  i 

Snr  Je  Parallelogramme  des  force»  de  Simon  Sterin,  par  A.  Ti  ft!1 
mermauns,  niembte  de  l'Acadetme  et*  pfofWseiir  ä ITnltttdW 
de  Gand.  p.  313. 

Sur  les  vibrations  qu'nn  courant  eLectriquc  discentinu  fait  naitre 
dans  le  fej  doux;  et  sur  la  uou-existence  d'uu  courant  electrique 
dann  les  uerfs  des  animaux  vivauts.  (Extrait  d'une  lettre  de  AI, 
E.  Wartmanu,  professeur  ä lAeadeiuie  de  Lausanne,  aALQue- 

telet.)  p».  320.  , , 

Sur  nn  thdorime  de  Cauchy  relntif  au  ddveloppenient  dos 
fonctions  en  series,  jmr  M.  Lamarle,  professeur  * l E'itherwtd 
de  Gand.  p.  520. 

(Betrifft  Gauchv’s  neueste  berühnrte  Arbeiten  filier  die  EmG 
Wickelung"  der  Fnnciioncn  in  Kolben,  s.  Archiv.  Thl  I.  S.  364.) 

,Rccherches  sur  les  determinauts,  par  M.  jCatalan,  repetifeiir] 
iil'Ecole  polytcchnique , secretaire  de  la  Societe  pbiloiiiatique  de 
Paris,  p.  534.  ... 

(Eiu  interessanter  Aufsatz,  den  wir  den  Lesern  des  Archivs 
bald  in  einer  deutschen  Bearbeitung  mit/.utlieilen  hoffen.)  . < |( 

Alagndtisme  terrcstre  (Extrait  dune  lettre  de  M.  Laihont, 
dicecteur  de  fObservatoire  Royal  de  Ainnich,  a AL  Qnetelet); 
».  596.  ■ ib.  " • • • • . i , . • •'  '.  i ■>  I -i-ix 

■ « 4 « i . _ i ? , I ' 

Notes  sur  quelques  questionS  exatninees  par  AL  Ardant, 
dans  un  memoire  intitule:  Etudes  theoriques  et  experimen- 
tales su  r l'etahl  isse  m ent  des  ch  arpent  es  a grau  de  portee;' 
par  Al.  Deiuanef,  major  du  genie.  p.  564. 

Rapport  de  Al.  Crahay,  sur  un  appareil  propre  a mesurer 
de  tres  - petiteg  differences  de  pression  raauometriques , proposd 
par  M.  Gustave  Dumont  p.  687.  i.!,  r • 

Regle  pour  la  dlvision  des  noinlires  approximatifs,  par'M.  Ver- 
hulst,  inembre  de  l'Acadeiuie.  p.  606. 

(Auch  diesen  nur  kurzen  Aufsatz  hoffen  wir  den  Lesern  des 
Archivs  bald  in  eiuer  deutschen  Bearbeitung  mittheilen  zu  können.) 

Note  sur  l’emploi  des  deriv^es  en  Algebre,  par  Al.  Lamarle, 
professeur  ä l’Universite  de  Gand.  p.  698. 

Note  sur  la  cortvergence  de  la  srfrie  de  Taylor,  par  M. 
marle  etc.  p.  724.  • >.  i ■ .' i . ' ! .1  1 

Sur  TfcH^s«!  de1  soleil  du  '9  Oetobre  1847,  par  AI.  Mäilfy, 
aide  ä l’Observatoire  Royal  de  Bruxelles,  p.  728. 
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■Sur  les  aurores  boreales,  la  hindere  zodiacale  et  les  etoiles 
Alantes.  (Extrait  d’une  lettre  adressee  4 M.  Quetelet,  par  M. 
Ed.  Herrick,  de  New-Haven,  Etats  Unis.)  p.  744. 

Sur  la  declinaison  inagnetique  et  ses  variations  4 Cracovie. 
(Extrait  d'une  lettre  de  M.  Weisse,  directeur  de  l’Observatoire, 
4 M.  Quetelet)  p.  751. 

Wir  können  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  nur  diese 
grösseren  Aufsätze  hier  namhaft  machen;  ausser  denselben  ent- 
hält aber  dieser  812  Seiten  starke  Band  noch  eine  Menge  vorzüg- 
lich von  Herrn  Quetelet  herrührender  sehr  interressanter  kürze- 
rer Aufsätze  und  Mittheilungen,  hauptsächlich  über  die  Pheno- 
menes  periodiques,  die  auch  in  naturhistorischer  Rücksicht 
vdll  grossem  Interesse  sind,  und  das  Blühen  u.  s.  w.  der  Pflan- 
zen, den  Zug  der  Vögel  und  ähnliche  Erscheinungen  in  der  Natur 
betreffen.  Auch  der  Aufsatz:  Sur  les  indiens  O-Jib-Be- 
Wa’s  et  les  nroportions  de  leur  corps,  par  M.  A.  Quete- 
let bietet  vielfaches  Interesse  dar,  da  Herr  Quetelet  die  An- 
wesenheit von  zwölf  Indianern  vom  Stamme  der  O- Jib-Be  - Wa’s  be- 
nutzte, um  an  denselben  Messungen  anzustellen,  und  dieselben 
dann  mit  andern  an  Belgiern  von  vorzüglicher  Grösse  und  Schön- 
heit des  Körpers  angestellten  Messungen  zu  vergleichen. 

Herr  Quetelet  sagt  am  Schluss  seines  Aufsatzes:  „Ces  rap- 
prochements  sont  bien  propres  4 dötruire  les  prejugds  qui  existent 
au  sUjet  des  Indiens.  On  voit  que  leur  conformation  est  ä peu 
pres  exactement  la  nötre,  et  que  si  eile  Iui  est  sunerieure  sous 
plusieurs  rapports,  cet  avantage  provient  de  la  facilitd  qn’ont  les 
differentes  parties  du  corps  4 se  devclopper  avec  plus  ae  libertd 
et  par  des  exercices  plus  avantageux.“  — Messungen  der  Stärke 
mit  dem  Dynamometer  von  Regnier  fielen  aber  doch  zum  Vor- 
theil der  Indier  aus. 

Man  erkennt  aus  dem  Obigen  die  Reichhaltigkeit  dieser  Bul- 
letins, und  wir  werden  von  jetzt  an  deren  Inhalt  in  unsern  Litera- 
rischen Berichten  um  so  mehr  fortwährend  vollständig  angeben, 
weil  mit  dem  vorher  angezeigten  Bande  eine  neue  Aera  der  Brüs- 
seler Akademie  beginnt,  indem  dieselbe  seit  dem  Anfänge  des 
Jahres  1846  durch  die  Munificenz  des  Königs  Leopold  mit  einer 
dritten  Klasse  (Classe  des  beaux-arts)  vermehrt  und  überhaupt  in 
mehreren  Beziehungen  vervollständigt  und  erweitert  worden  ist, 
weshalb  die  Akademie  seit  dem  Jahre  1846  auch  „ Academie 
Royale  des  Sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts“  heisst  Einige 
der  obigen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  Aufsätze  sollen, 
wie  vorher  schon  bemerkt  worden  ist,  ira  Archive  in  deutschen 
Bearbeitungen  mitgetheilt  werden. 

; • ) 

' ■ : . . : i N .. ! . . 

D r u ck  f e h l e r,' 

Theil  VII.  S.  387.  Z.  2.  v.u.  und  S.  388.  Z.  4.,s.  m.  (— l)»n!  für  nl. 
Theil  IX.  Heft  I.  S.  48.  Z.  8.  s.  m.  X für  x. 

Theil;  IX:  Heft  I.  S.  88.  Z.  24.  s.  m.  Körper  statt  Kür  per. 

; .<;  • .<■  * r,  Ul'i  « *•!  ■. 
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XXXV. 

Literarischer  Bericht/ 

•»  - i . il 

Geschichte  der  Mathematik  und 
Physik. 


Memoire  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Simon  Stevin. 
ParSteichen,  doeteur  en  Sciences  mathematiques  et 
physiques,  et  professeur  de  in ecaniq ue  ra tionn el le  e t 
de  mecanique  appliquee  ä l'ecole  militaire.  Bruxelles. 
1840.  8. 

Die  kleine  Schrift  von  Herrn  Quetelet  über  Simon  Stevin 
ist  im  Literarischen  Berichte  Nr.  XXVII.  S.  393.  angezeigt  nor- 
den. In  dem  vorliegenden  grösseren  Werke  giebt  Herr  Professor 
Steichen  vorzugsweise  eine  sehr  dankenswerthe  Analyse  aller 
von  Stevin  herausgegebenen  Werke,  und  wir  halten  diese  Schrift 
daher  liir  einen  nicht  unwichtigen  Beitrag  zur  Geschichte  der 
Mathematik.  Nach  der  S.  6.  und  S.  7.  von  dem  Herrn  Vf.  gege- 
benen Aufzahlung  sind  die  von  Stevin  herausgegebenen  \Verke 
folgende : 

Un  Traite  darithmetique  et  d’algebre  (public  en  1583). 

Une  Table  d’interet  et  de  l'argent  (1583). 

La  Statique  comprenant  l’Hydrostatique  (1586). 

L’lnvention  de  la  dime,  faisant  suite  ä l’Arithmetique  (1585). 

Un  Traite  de  fortifieation,  en  1594.  (Bibliotheque  de  Leyde.) 

La  Cosmographie,  qu’il  composa  dans  l'intervalle  de  1000  ä 
1608,  et  qui  est  nnprimde  parmi  ses  oeuvres  flamandcs,  en  deux 
tomes , dont  le  premier  parut  en  1505  et  le  second  1508.  (Edition 
qui  se  trouve  ä notre  bibliotheque  royale  et  qui  est  loin  d’etre 
completeO 

La  Castramentation , publide  en  1617. 

La  Fortifieation  par  dcluses  (1618). 

La  Dialecticjue , que  l’nuteur  fit  aussi  publier  en  1585,  un  peu 
, avant  l’Arithmetique. 

, Sa  Vita  politica,  qui  date  de  1590. 

Dans  son  Arithmetique  et  Algebre  se  trouvent: 

Band  IX.  35 
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La  Traduction  des  nuatre  premiers  livres  de  Diophante; 

Un-Traitd  des  gramleurs  inkommensurables ; 

L’Explication  laconiaue  du  10*  livre  d’Euclide; 

Une  Geometrie  pratique;  • 

Un  Traite  de  la  tenue  des  livres,  publie  en  11)08. 

Die  Analyse  der  militairischen  Werke  rührt  von  dem  Uerru 
Alexis  Brialmont,  aucien  eleve  de  l’ecole  militaire, 
sous-lieutenant  du  genie,  her. 

Die  zweite  Abtheilung  des  W'erks  liefert  auf  pag.  171.  bis 
pag.  242.  sehr  dankenswerthe  Notes  et  eclaircissements. 

Ueber  Stevin’s  iiusseres  Leben  war  im  Ganzen  wenig  zu 
sagen,  jedoch  hat  der  Herr  Verfasser  auch  in  dieser  Beziehung 
alle  ihm  zugänglichen  Quellen  treidich  benutzt,  wenn  auch  immer 
die.  Analyse  der  Werke  Steviu ’s,  namentlich  für  den  Mathema- 
tiker,.die  Hauptsache  bleibt. 

Nun,  wir  empfehlen  diese  Schrift  nochmals  den  Liebhabern 
der  Geschichte  der  Mathematik  zur  Beachtung. 

.2,.  Tv".'  T7.;  Tld’ljllS  " 

Arithmetik. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  für  höhere  Bildungsan- 
staiten.  Aus  historischen  und  psychologischen  Grund* 
lagen  für  die  Zwecke  des  Unterrichts  neu  entwickelt 
von  Dr.  Theodor  Wittsteiti.  Die  Operationen  an  zu- 
sammengesetzten Zahlen.  Hannover  1840.  8.  y2  Hthlr. 

Der  erste  Theil  dieses  empfehlenswerthen  Lehrbuchs  ist  im 
Literar.  Ber.  Nr.  XXVIII.  S.  413.  angezeigt  worden  , uhd  das  dort 
ausgesprochene  Urtheil  gilt  ganz  auch  von  dem  vorliegenden  zwei- 
ten Theile,  weshalb  wir  uns  hier  mit  der  Angabe  des  Inhalts  be- 
gnügen können.  Erster  Abschnitt.  Rechnung  lAlit  zusam- 
mengesetzten Zahlen  im  Allgemeinen.  Rechnung  mit 
Summen  und  Producten.  Rechnung  mit  Potenzen.  Rechnung  mit 
Logarithmen.  Zweiter  Absc  hnitt.  Theorie  der  Gleichüil- 
gen.  Rechnung  mit  Gleichungen.  Auflösung  der  Gleichungen. 
Dritter  Abschnitt  Theorie  der  Zahlensysteme.  Addi- 
tion und  Subtractinn.  Multiplication  und  Division.  Potenzirung  und 
Wurzelauszichung.  Vierter  Abschnitt  Theilbarkeit  deka- 
discher Zahlen.  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  ganzer  Zahlen. 
Entstehung  geschlossener  und  periodischer  Decünalbrüche.  Fünf- 
ter Abschnitt  Theorie  der  logarithmischen  Systeme. 
Berechnung  der  Logarithmen.  Construction  und  Gebrauch  der  Io- 
garithmischen  Tafeln.  

Man  sieht  hieraus,  dass  das  Buch  auf  sehr  geringem  Raume 
(nur  137  Seiten)  Vieles  in  sehr  einfacher  Darstellung  und.  Ent- 
wickelung giebt.  Auch  aus  der  Theorie  der  Zahlen,  a».  ß.  der 
FermaUsclie  Satz,  kommt  Einiges  vor,  und  das  Buch  ver- 
dient jedenfalls  zu  allgemeinerer  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 

Die  Buchstabenrechnung  und  Lehre  von  den  Grlnl- 
chungen.  Mit  einer  Sammlung  von  Aufgabg*n.  Von 
F.  llummer,  Lehrer  der  Mathematik  an  der- höheren 

, ,'i 
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Bürgerschule  mul  Hsuptleliror  der  Ge  werbschule  zu 
Heiaeiberg.  Heidelberg.  1847.  8.  1 Rthtr. 

Ein  zwar  ganz  elementares,  aber,  wie  es  scheint,  recht  prak- 
tisches und  seinem  Zwecke  gut  entsprechendes  Huch,  welches 
zugleich  eine  sehr  reichhaltige  .Sammlung  von  Leitungsaufgaben 
darbietet,  und  in  der  That  die  »Stelle  eines  kurzen  Lehrbuchs  und 
einer  Aufgabensammlung  für  erste  Anfänger  in  der  Buchstaben- 
rechnung und  Algebra  zugleich  vertreten  kann.  Dasselbe  enthalt 
die  gewöhnliche  Buchstabenrechnung  mit  Einschluss  der  Lehre 
von  den  Logarithmen,  die  niedorn  Reihen,  die  Gleichungen  des 
ersten  und  des  zweiten  Grades;  die  Anfangsgründe  der  unbe- 
stimmten Analytik,  die  Zirts  - und  llentenrechnung.  Wir  glauben, 
dass  das  Buch  seiner  vorherrschenden  praktischen  Tendenz  wegen 
namentlich  den  Lehrern  an  mehr  einer  praktischen  Bichtung  fol- 
genden Lehranstalten  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Algebraische  Aufgaben  deäersten  und  zweiten  Gra- 
des,  v"on  Miles  Bland.  Nach  der  Bten  Ausgabe  des 
englischen  Originals  für  deutsche  Schulzwecke  bear- 
beitet von  Dr.  Christ.  Heinr.  Nagel,  Rector  der  Real- 
anstalt  in  Ulm.  Stuttgart.  1847.  1 Rthlr.  6 Sgf.- 

M iles  Bland  ist  der  englische  Meier  Hirsch  und  der  Herr 
Uchersetzer  hat  gewiss  anf  den  Dank  alter  Schulmänner  für  serae 
Arbeit  zu  rechnen,  schon  der  nicht  uninteressanten  Vergleichung 
wegen-  Aber  auch  die  Sammlung  an  sich  ist  sehr  reichhaltig  juga 
unterscheidet  sich  namentlich  dadurch  von  den  ähnlichen  Büchern 
in  Deutschland . dass  den  Aufgaben  theils  die  vollständigen  Auf- 
lösungen, theiis  nur  die  Resultate  derselben  beigefügt  sind,  was 
.gewiss  Manches  für. sich  hat.  Der  Umfang,  den  diese  Sammlung 
in  der  Uebersetzuug  — da  der  Herr  üebersetzer  Einiges  aus  dem 
Originale  wegzulassen  für  zweckmässig  befunden  hat  — in  wis- 
senschaftlicher Rücksicht  eiunimmt,  ist  zwar  durch  den  Titel  hin- 
reichend bezeichnet.;  indes«  wollen  wir  den  Inhalt  im  Folgenden 
noch  etwas  bestimmter  angeben. 

1.  Hauptthril.  Algebraische  Gleichungen  com  ersten 
und  zweiten  Grade.'  I.  Ahtbeihmg.  Gleichungen  vom  ersten 
Grade  mit  Einer  unbekannten  Grösse.  U.  Abtheilung.  Gleichun- 
gen vom  ersten  Grade  mit  mehreren  unbekannten  Grössen.  UI.  Ab- 
theilung. Reute  quadratische  Gleichungen,  nebst  Gleichungen 
von  höheren  Graden , welche  ohne  Ergänzung  des  Quadrats  gelöst 
werden  können.  IV.  Abtheilung.  Unreine  quadratische  Glei- 
chungen mit  Einer  unbekannten  Grösse.  V.  Abtheilung.  Un- 
feine quadratische  Gleichungen  mit  zwei  unbeka nuten  Grössen.  — 
//.  Hanptthcil.  Aufgaben , welche' au  f algebraische  Glei- 
chungen führen.  I.  Abtheilung.  Aufgaben,  welche  auf 
Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  Einer  unbekannten  Grösse  füh- 
ren. II.  Abt  heil  ung.  Aufgaben,  welche  auf  Gleichungen  vom 
ersten  Grade  mit  zwei  unbekannten  Grössen  fuhren.  III.  Äbthei- 
lung.  Aufgaben,  welche  aof  reine  quadratische  Gleichungen  oder 
auf  Gleichungen  von  höheren  Graden  führen,  die  ohne  Ergänzung 
des  Quadrats  gelöst  werden  können.  IV7.  Abtheilung.  Aufgaben, 
welche  aüf  unreine  quadratische  Gleichangen  führen,  V.  Abthei- 
lung. Aufgaben  über  arithmetische  und  geometrische  Progressiqnen. 

3:>* 
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Jede  Abtheilung  enthalt  Aufgaben  mit  und  ohne  Auflösungen : 
für  die  letzteren  sind  die  Resultate  der  Auflösungen  am  Ende  zu- 
sammengestellt. 

I)e  spectatissimis  quibus  aequationes  altioris  gra- 
dus  numericae  solventer  methodis  dissertati  onem  ma- 
thematicani  scripsit  Ur.  C.  Weissenborn.  Berolini.  1847.  8. 

Sgr. 

Diese  Dissertation  enthält,  ohne  auf  eine  gewisse  Selbsstän- 
digiceit  Anspruch  machen  zu  dürfen,  eine  kurze  und  einfache, 
ziemlich  deutliche  Darstellung  der  bekanntesten  älteren  und  neue- 
ren Methoden  zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen,  lässt 
aber  rücksichtlich  der  Vollständigkeit,  namentlich  in  theoretischer 
Beziehung,  Vieles  zu  wünschen  übrig.  Denn  dass  z.  B.  die  so 
wichtige  Lehre  vom  Excess  der  gebrochenen  rationalen  algebrai- 
schen Functionen  und  deren  Anwendung  zur  Bestimmung  der  An- 
zahl der  zwischen  gegebenen  Gränzen  liegenden  reellen  Wurzeln, 
sowie  deren  Anwendung  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  zwischen 
gegebenen  Gränzen  liegenden  imaginären  Wurzeln  einer  gegebe- 
nen Gleichung  (m.  s.  Archiv  der  Alathem.  und  Phys.  Thl.  I. 
S.  19.)  ganz  fehlt,  ist  doch  kaum  zu  billigen.  Auch  hätte  über 
Cauchy’s  schöne  Methoden  zur  Auflösung  der  numerischen  Glei- 
chungen (m.  s.  Supplemente  zu  dem  mathematischen 
Wörterbuche.  Thl.  II.  Art.  Gleichung)  wohl  Einiges  gesagt 
werden  sollen.  Ueberhaupt  liefert  also  diese  Schrift  — ohne  dass 
wir  uns  hier  auf  weitere  Einzelnheiten.  einzugeben  einlassen  kön- 
nen — kein  deutliches  und  einigermassen  vollständiges  Bild  von 
dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Lehre  von  den  numerischen 
Gleichungen,  und  enthält  grösstentheils  nur  allgemein  bekannte 
Dinge.  Daher  hätte  der  Herr  Vf.  erst  noch  tiefere  Studien  machen 
sollen,  bevor  er  mit  dieser  Schrift  — da  dieselbe  einige  eigen- 
thümliche  Untersuchungen,  die  man  wohl  namentlich  in  einer  Dis- 
sertation wenigstens  in  dem  Kreise  derjenigen  Ansprüche , die  man 
an  solche  von  Anfiingern  zu  verfassende  Schriften  zu  machen  sich 
berechtigt  halten  darf,  zu  linden  hoffen  dürfte  — gar  nicht  enthält, 
öffentlich  hervortrat.  Enthält  eine  solche  Schrift  wie  diese  keine  eigen- 
thflmlichen  Untersuchungen , so  muss  sie  wenigstens  in  der  Dar- 
stellung des  Bekannten  mit  möglichster  Kürze  hinreichende  Voll- 
ständigkeit verbinden.  Wer  aber  das  Bekannteste  über  die  Theorie 
der  numerischen  Gleichuugen  in  kurzer  Zeit  einigermassen  kennen 
lernen  will,  und  selbst  erst  Anfänger  in  diesen  Dingen  ist,  mag 
immerhin  für's  Erste  zu  der  vorliegenden  Schrift  greifen. 

Der  Geist  der  mathematischen  Analysis  un  d ihr 
Verhältnis  zur  Schule  vom  Professor  Dr.  Martin  Ohm. 
Zweite  Abhandlung.  Auch  als  Anhang  und  Kommentar 
zu  seinen  verschiedenen  Lehrbüchern.  Mit  einer  Figu- 
ren-Tafel.  Auch  unter  dem  Titel:  Der  Geist  der  Diffe- 
rential- und  ln tegral -Rech n ung.  Nebst  einer  neuen 
und  gründlichem  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
▼ on  Dr.  Martin  Ohm.  Erlangen.  1845.  8.  1 Rthlr. 

„In  dem  1842  erschienenen  „Geist  der  mathematischen  Ana- 
lysis“ — sagt  der  Herr  Vf.  in  der  Vorrede  — „habe  ich  es  ver- 
sucht, den  innerti  wissenschaftlichen  Zusammenhang  der  Lehren 


Digitized  by  Google 


513 


der  Elementar- Analysis  kurz  hervorzuheben.  Denselben  Zweck 
hat  die  gegenwärtige  „Abhandlung“  in  Bezug  auf  die  Differential  ■ 
und  Integral-Rechnung,  welche  daher  in  Bezug  auf  jene  die  „zweite“ 
genannt  werden  kann.  Im  Verlaufe  dieser  gegenwärtigen  ist  daher 
jene  allemal  als  „Erste  Abhandlung“  citirt.  Da  der  Vf.  auch  für 
Leser  schreibt,  die  sich  nicht  gerade  ausschliesslich  mit  Mathe- 
matik beschäftigen,  die  aber  mit  der  Wissenschaft  Schritt  zu  hal- 
ten wünschen,  so  ist  hie  und  da  Sorgfalt  angewandt  worden,  durch 
nähere  Erörterungen,  durch  kurze  Ausfüllung  von  Lücken  ein  leich- 
teres Verständnis«  zu  vermitteln,  was  andere  Leser  für  überflüs- 
sig halten  müssen.  Ein  Schriftsteller  muss  suchen,  in  dieser  Hin- 
sicht die  rechte  Mitte  zu  treffen.“ 

Der  Inhalt  ist  folgender.  Auf  eine  42  Seiten  lange  Einleitung 
folgt  der  Geist  rfer  Differential-  und  Integral-  Rech- 
nung, welcher  aus  fünf  Kapiteln  besteht.  Erstes  Kapitel. 
Die  gesammte  Ableitungs -Rechnung.  Zweites  Kapitel.  Inte- 
grale entwickelt  gegebener  Functionen.  Drittes  Kapitel.  Ueber- 

gang  der  Form-Gleichungen  in  Zahlen-Gleichungen.  Ueber  den 
lang  der  reellen  Werthe  eioer  Function.  Der  Lagrange-Taylor’schc 
nnd  der  Lagrange  - Maclaurin’sche  Lehrsatz.  Die  Leibnitzische 
Differential-Rechnung.  — Viertes  Kapitel.  Von  den  numerisch- 
bestimmten  Integralen.  Fünftes  Kapitel.  Von  den  numerischen 
unendlichen  Reihen  und  von  den  numerisch -bestimmten  Integralen 
mit  unendlich -grossen  Grenzen. 

Wir  können  über  diese  Schrift  nur  so  viel  sagen,  dass  die- 
selbe ganz  in  dem  bekannten  Geiste  des  Herrn  Vfs. , welcher  nach 
unserer  Ueberzeugung  nicht  der  eigentliche  und  wahre  Geist  der 
strengeren  neueren  Analysis  ist,  verfasst  ist,  wobei  wir  übrigens 
dem  bekannten  Streben  des  Herrn  Vfs.  nach  Systematik  und  All- 
gemeinheit gern  alle  Gerechtigkeit  widerfahren  lassen.  Auf  Neu- 
heit Anspruch  machende  Resultate,  die  aber  in  dieser  Schrift,  da 
der  Herr  Vf.  in  der  Vorrede  sagt,  dass  er  auch  für  solche  Leser 
schreibe,  die  sich  nicht  ausschliesslich  mit  Mathematik  beschäfti- 
gen , wohl  auch  nicht  zu  geben  bezweckt  worden  sind , haben  wir 
in  dieser  Schrift  am  allerwenigsten  gefunden. 

Auf  eine  ausführlichere  Kritik  uns  einzulassen,  gestattet  der 
Zweck  des  Literarischen  Berichts  im  vorliegenden  Falle  nicht,  und 
wir  verzichten  auch  um  so  lieber  auf  eine  solche  von  unserm 
Standpunkte  aus,  weil  wir  uns  dann  wahrscheinlich  auf  eine  ähn- 
liche lange  Diatribe,  wie  sie  dem  Herrn  Professor  Kummer  in 
Breslau  m der  Vorrede  zu  der  vorliegenden  Schrift  zu  Theil  ge- 
worden ist,  gefasst  machen  müssten,  die  wir  aber  dem  Herrn  Vf., 
um  seine  gewiss  höchst  kostbare  Zeit  zu  schonen,  gern  ersparen 
möchten,  und  zwar  um  so  mehr,  weil  dieselbe  für  uns  selbst  doch 
ganz  ohne  Nutzen  sein  würde. 

Raabe,  J.  L. , Die  Differenzial-  und  Integralrechnung  von 
Gleichungen  zweier  und  mehrerer  Variablen.  Der  Differenzial-  und 
Integralrechnung  zweiten  Thells  zweite  und  letzte  Abtheil.  gr.  8. 
Zürich.  1847.  3J/3  Rthlr. 

Doctrinae  serierum  infinitarum  cxercitationes.  Auc- 
tore  Mag.  Em.  Gabr.  Bjürling,  ad  Reg.  Acad.  Upsal. 
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Math.  Doc.,  ad  Re«.  Gyinn.  Aros.  Math.  lect.  design.,  Reg. 
societ.  scient.  Upsal.  menibro.  Pars  Ilda.  (Ex  Actis 
Reg.  Societ.  Scient.  Üpqat.)  Upsaliae.  MDCCCXLVI,  4. 

Die  erste  Abtheilung  dieser  Abhandlung  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  XXXI.  S.  458.  angezeigt  worden ; wir  können  also  den  dort 
angegebenen  Hauptzweck,  welchen  der  Herr  Vf.  bei  der  Abfas- 
sung derselben  hatte,  als  bekannt  vornussetzen.  In  der  vorliegen- 
den zweiten  Ahthcüung  unterwirft  er  das  Binomialthcordm,  dessen 
Ausdehnuus  auf  imaginäre  Exponenten  er  bekanntlich  hauptsäch- 
lich beabsichtigt,  indem  dieses  wichtige  Theorem  bis  jetzt  immer 
nur  auf  reelle  Exponenten  eingeschränkt  worden  ist,  eigentlich 
einer  neuen  Behandlung,  und  bringt  dasselbe  auch  auf  pag.  20. 
auf  einen  allgemeinen  und  bestimmten  Ausdruck.  Leider  ist  es 
uns  an  diesem  Orte  nicht  gestattet,  auf  viele  Einzeluheiteti  einzu- 
gehen. Und  wenn  wir  uns  daher  auch  begnügen  müssen,  die  Ab- 
handlung als  eine  für  die  Theorie  der  Reihen  überhaupt,  nament- 
lich mit  Rücksicht  auf  deren  (Konvergenz  und  Divergenz,  in  meh- 
reren Beziehungen  nach  unserer  Ueherzeugung  wichtige  zu  bezeichnen, 
welche  den  Liebhabern  der  neueren  Analysis  sehr  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  werden  verdient;  so  können  wir  uns  doch  der  Dich- 
tigkeit des  Gegenstandes  wegen  nicht  versagen,  den  Ausdruck, 
auf  welchen  der  Herr  Vf.  das  allgemeine  Binomialtheorem  gebracht 
hat,  den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  rnitzutheilen : 


Tlieor.  IV.  Binomiale. 

»t  4 , ■ | 

Aequatio 

(I  + x)'J  = 1 + y,  x + ytf?  -f  j*,*3  f ...jui 

vera  est  non  modo  rcalibus  x (numerice  <1)  et  y , sed  .r  et  y 
quihuscumque  fonuae 

x=/<(Coswj  + V"  — 1 Sin  tc), 

y — a(  Cos6-|- V — lSinij— gfvV  —1: 

..I'  .U'U.  , • • ■ . VI  . 


1 :o)  quoties  Mod,  x <s  1 sit ; 
quin  immo  ' .. 

2:o)  quoties  Mod.  x haud  S I sit, 

u)  dum  a posifiva  est  quantitas. 
immo  etiam  11 

. %;».  Ol  !•!....!•  u 

h)  (i  reali  qualibet  supra  — 1 , certö  dum  x finita  quanti- 


".I  |f  ».**•• 

* / : v!  i 


täte  ab  — 1 discrepat.  ;i!  ! t 

1 *1'  * ! 1 ! t . ;J  -■'.//  ,i'  i**l 

Ipsa  autem  sefies  roembri  posterioris  divergens  est 

• . |,  ,1 

l:o)  dum  Mod.  x— 1 est, 

I (l.ii  < I : . I . I . _|A_T  I . , * . . : , • * 

I d)  quoties  ^ negativa  uüniericc  fuerit. 
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6)  dura  ic — 1,  etiamsi  (*=0  (v  positiv»  aut  neg.) 
aut  negativa  numerice  <1  (v  positiva,  negativa  aut  0) 
,iv  " fuerit; 

,.2:o)  quoties  Mod.  j:>1  sit  (nisi  forte  fuerit  Exponens  y nume- 
''  ’ rus  integer  aut  0). 

Dum  y nuin.  est  integer  ideoque  Serie«  finita;  vera  est  aequatio. 
etiamsi  tune  Mod.  ar>  1 fuerit. 

Wir  wünschen  sehr,  dass  diese  Abhandlung  in  ihren  beiden 
Abteilungen  die  Beachtung  finden  möge,  welche  sie  gewiss  in 
mehr  als  einer  Beziehung  verdient!  und  weisen  die  Liebhaber  der 

neueren  Analysis  nochmals  besonders  auf  dieselbe  hin. 

. r ■ - * 


Oe  ometrie. 


Die  Bildlehre.  Vom  Professor  Dr.  M.  G.  von  Pan- 
eker.  Mit  100  Seiten  Fügungen  ( Figuren  tafeln).  Mitau. 
1840.  8.  iy2  Rthlr. 

In  der  Vorrede  spricht  sich  der  Herr  Vf.  über  diesen  Buch 
im  Allgemeinen  auf  folgende  Art  aus. 

„Der  Zweck  dieses  Buches  ist  eine  gänzliche  Umgestaltung 
der  niedere  Bildlehre,  sowohl  in  ihrer  Begründung  als  in  ihrer 
Anschauungsweise.  “ 

„Von  Euklid  bis  auf  unsere  Zeit  wurden  die  Beweise  der 
bildmässigen  Wahrheiten  durch  Maassgleichungen  geführt.  Hierzu 
rechne  ich  sowohl  den  pythagnrischen  Lehrsatz  und  seine  Folge- 
rungen, als  auch  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  und  den  Verhält- 
nissen. Die  Maassgleichungen  beruhen  auf  dem  Begriff  der  Zahl. 
Ihre  Einführung  in  die  Bildlehre  giebt  dieser  eine  fremdartige 
Kennzeichnung  und  thut  ihrer  selbsständigen  Auffassung  Eintrag.“ 

„Unter  den  neuern  Rainnforschern  hatte  Steiner  zuerst  das 
grosse  Verdienst,  die  Abhängigkeit  der  Fügungen  durch  die  Bild- 
gleich ung  aufzudecken  (Entwickelung  der  Abhängigkeit  geome- 
trischer Gestalten.  1832.).  Er  begründete  diesen  Satz  durch  Bin- 
dung von  Verhältnissen.“. 

„In  der  Bildlehre  ist  aber  die  zahlhaftc  Behandlung  nach  dem 
Ausdrucke  meines  verewigten  Lehrers  J.  W.  Pfaff  nur  „eine 
Krücke“,  welche  nach  gemachtem  Gebrauche  weggeworfen  wird.“ 

^lch  habe  daher  versucht,  die  niedere  Bildlehre  von  allem, 
was  an  Maassgleichungen  und  Verhältnisse  erinnert,  zu  befreien. “ 

«i'  Hieraus  sehen  wir,  dass  der  Herr  Vf.,  um  seinen  Zweck,  wie 
es  an  diesem  Orte  erforderlich  ist,  nur  ganz  in  der  Kürze  and 
ganz  im  Allgemeinen  zu  bezeichnen,  bei  der  Abfassung  dieses 
Werks  die  Absicht  hatte,  die  sogenannte  neuere  Geometrie  io 
ihren  wichtigsten  und  schönsten  Resultaten  ganz  von  der  Yerhält- 
nisslehre  zu  entkleiden,  und  Alles  bloss  zuletzt  auf  die  Betrach- 
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tung  gleicher  Dreiecke  zu  gründen.  In  der  That  enthält  also  dieses 
durch  die  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXX.  S.  451.  angezeigten  „Fünf 
berühmten  Fragen  aus  der  Bildlehre.  Mitau.  1845.“ 
desselben  Herrn  Vfs.  vorläufig  angekündigte  und  eingeleitete  Werk 
eine  £anz  neue  Darstellung  und  Begründung  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie  in  ihren  Hauptresultaten,  und  verdient  nach  unse- 
rer vollkommensten  Uebcrzeugung  gar  sehr,  den  Liebhabern  der 
Geometrie  zur  Beachtung  angelegentlichst  empfohlen  zu  werden. 
Diese  Empfehlung  dürfte  aber  an  diesem  Orte  um  so  nothwendi- 
ger  sein,  weil  Mancher  durch  eine  besondere  Eigenthüinlichkeit 
dieses  Werks  leicht  abgehalten  werden  könnte,  sich  mit  seinem 
Inhalte  genauer  bekannt  zu  machen.  Der  Herr  Vf.'  hat  es  sich 
nämlich  zugleich  zum  Gesetz  gemacht,  die  ganze  Geometrie  von 
allen  fremden  Ausdrücken  zu  entkleiden , und  alle  derselben  eigen- 
tümlichen Begriffe  mit  echt  deutschen  Worten  zu  bezeichnen. 
Allerdings  erschwert  dies  das  Studium  des  Werks  einigermassen. 
Indess  können  wir  versichern,  dass  Jeder,  wer  nur  der  deutschen 
Sprache  gehörig  mächtig  ist,  den  Herrn  Vf.  leicht  verstehen  wird. 
Auch  empfehlen  wir  die  oben  erwähnten  „Fünf  berühmten 
Fragen  aus  der  Bildlehre“  bei  dem  Studium  des  vorliegen- 
den Werks  zugleich  mit  zur  Hand  zu  nehmen,  weil  sich  der  Herr 
Vf.  in  dieser  kleinen  Schrift,  — was  in  dem  vorliegenden  Buche 
nun  nicht  mehr  geschehen  ist  — , filier  die  von  ihm  gewählten 
deutschen  Ausdrücke  etwas  näher  erklärt  hat,  wie  auch  aus  unserer 
vorher  angeführten  Anzeige  derselben,  auf  die  wir  daher  auch  hier 
in  der  in  Rede  stehenden  Beziehung  des  Folgenden  wegen  verwei- 
sen, ersichtlich  sein  wird. 

Das  ganze  Werk  zerfallt  in  drei  Hauptabschnitte,  welche  die 
folgenden  Ueberscliriften  führen : Erster  Abschnitt.  Stab  und 
Ecke.  Zweiter  Abschnitt.  Doppelbildung.  Dritter  Ab- 
schnitt. Kreis  und  Abkreis.  Geber  den  besondere  Inhalt 
dieser  Abschnitte,  filier  ihren  und  der  in  ihnen  enthaltenen  Sätze 
innern  Zusammenhang  unter  einander,  filier  die  besondere  Art  und 
WTeise  der  Begründung  der  einzelnen  Sätze,  über  Alles,  was  dem 
Herrn  Vf.  vorzugsweise  eigentümlich  ist,  hat  sich  derselbe  aber 
in  der  Vorrede  so  ausführlich  und  mit  so  vieler  Deutlichkeit  aus- 

fesprochen,  dass  wir  die  Leser  des  Archivs,  weil  der  Zweck  und 
ie  Einrichtung  unserer  Literarischen  Berichte  ein  weiteres  Einge; 
hen  auf  Einzelnheiten  nicht  gestatten,  lediglich  auf  diese  Vorrede 
verweisen  können,  wenn  sie  sich  vor  dem  eigentlichen  sorgfältigen 
Studium  des  Werks  näher  mit  seiner  ganzen  Tendenz  bekannt 
machen  wollen. 

Ausser  den  genannten  drei  Abschnitten  enthält  das  Werk 
noch  einen  Anhang,  in  welchem  der  Herr  Vf.  für  diejenigen, 
welche  gewohnt  sind , das  Bildmässige  nur  in  den  Maassgleichun- 
gen  anzuschauen,  die  wichtigsten  Maassgleichungen,  welche  sich 
aus  den  Bildgleichungen  ergeben,  angeführt  hat.  Am  Schlüsse 
nimmt  er  die  Kreisberührung  noch  einmal  vor  und  theilt  aus  der 
bekannten  Auflösung  Gergonne’s,  durch  einige  eigentümliche  be- 
merkenswerte Sätze,  verschiedene  cbenmässige  Ausdrücke  mit, 
welche  zu  einer  sehr  geschmeidigen  Berechnung  aller  Bestimmungs- 
stficke  führen. 

Wir  stimmen  dem  Herrn  Vf.  vollkommen  bei,  wenn  er  in  der"1 
Vorrede  sagt,  „dass  er  glaube,  dass  es  ihm  gelangen  sei,  ohne 
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irgend  eine  zahlhafte  Betrachtung  oder  MaasKgieichung  die  ganze 
Btldlehre  als  ein  in  sich  abgeschlossenes  Ganzes  darzustellen  “ 
und  halten  dieses  Werfe,  dem  wir  eine  allgemeinere  Beachtung 
sehr  wünschen , jedenfalls  für  eine  Bereicherung  unserer  geo- 
metrischen Literatur.  Wollten  wir  naph  einem  gewöhnlichen 
Ausdrucfee  sagen,  dass  dasselbe  manches  oder  nicht  weniges  Ei- 
genthümliche  enthalte,  so  würden  wir  dem  Herrn  Vf.  sehr  Unrecht 
tnun,  denn  Alles  in  demselben  bis  auf  die  Kunstsprache  ist  wirk- 
liches Eigenthum  desselben  Wir  haben  dieses  Werk  hier  um  so 
wärmer  empfohlen,  weil  wir  die  Bemerkung  gemacht  zu  haben 
glauben,  dass  gerade  solche  nothwcndig  ein  genaueres  und  sorg- 
fältigeres Studium  erfordernde  mathematische  Werke  in  den  gewöhn- 
lichen kritischen  Zeitschriften  nicht  auf  verdiente  und  eine  der  auf 
ihre  Abfassung  sichtlich  verwandten  Mühe  und  Kraft  entsprechende 
Weise  Anerkennung  finden. 

Die  äussere  Ausstattung  ist  in  jeder  Beziehung  vorzüglich  und 
namentlich  ist  auch  auf  die  ungefähr  200  Figuren  enthaltenden, 
nicht  leicht  zu  entwerfenden  Figurentafeln  besonderer  Fleiss  und 
grosse  Sorgfalt  verwandt  worden , was  jedenfalls  auch  ein  nicht  zu 
übersehender  Vorzug  eines  solchen  Werks  ist 

Ricercbe  di  analisi  applicata  alla  geomctria,  di  Fortunato  Pa- 
dula.  Neapoli.  1849. 

ln  Nr.  589.  der  Astronomischen  Nachrichten.  S.  209. 
findet  sich  ein  kleiner  Aufsatz  des  verehrten  Herausgebers  dersel- 
ben, Herrn  Conferenzrath  Schumacher,  welcher  die  Ueberschrift 
fuhrt:  Ueber  die  Zahl  n,  die  das  Verhältniss  des  Durch- 
messers zum  Umfange  des  Kreises  ausdrückt.  Herr 
Conferenzrath  Schumacher  theilt  in  diesem  Aufsatze  einen  von 
dem  bekannten  Rechner  Herrn  Dase  bis  auf  200  Decimalstellen 
berechneten  Werth  von  n mit,  und  zeigt,  dass  derselbe  mit  dem 
von  Herrn  Doctor  Clausen  in  Dorpat  bis  auf  250  Decimalstel- 
len berechneten  Werthe  in  den  ersten  200  Decimalstellen  genau 
übereinstimmt,  von  einem  andern  von  Herrn  Rutherford  in  den 
Philos.  Transactions.  1841.  Part  II.  pag.  283.  bis  auf  208 
Dccimalen  berechneten  Werthe  aber  von  der  153sten  Decimalstelie 
an  stark  abweicht,  wodurch  also  die  Falschheit  des  von  Herrn 
Rutherford  a.  a.  O.  angegebenen  Werths  deutlich  dargethan  ist. 

In  derselben  Nummer  der  Astronomischen  Nachrichten 
theilt  Herr  Doctor  Clausen  in  Dorpat  ein  Paar  sehr  elegante 
Theoreme  über  die  kürzesten  Linien  auf  Flächen  des  zweiten 
Grades  mit,  von  denen  das  erste  als  eine  Verallgemeinerung  des 
bekannten  Jacobi’schen  Theorems  zu  betraphten  ist,  weshalb  wir 
nicht  umhin  können,  Liebhaber  der  hohem  Geometrie  und  Geodä- 
sie, zu  welcher  letztem  diese  Theoreme  natürlich  in  naher  Beziehung 
stehen,  auf  diesen  Aufsatz  des  Herrn  Doctor  Clausen  hier  be- 
sonders aufmerksam  zu  machen,  weil  er  vielleicht  leicht  ihrer 
Beachtung,  die  er  gar  sehr  verdient,  entgehen  könnte. 

Grundlehren  der  ebenen  Trigonometrie,  analyti- 
schen Geometrie  und  Infinitesimal-Rechnung.  Von  J. 
B.  Beianger.  Deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Bernhard 
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Gugler,  Professor  an  der  K.  polytechnischen  Schule  tu 
Stuttgart.  Stuttgart.  1847.  8.  22  Sgr. 

Ein  nach  unserer  Meinung  recht  gutes  Büchlein , welches 
wegen  seiner  einfachen,  anschaulichen  und  auf  das  Praktische  ge- 
richteten Darstellung,  in  welcher  letzteren  Beziehung  es  eben  auch 
nur  vorzugsweise  das  liefert,  was  für  die  Praxis  am  wichtigsten 
ist,  ohne  dabei  doch  in  Ungründlirbkeit  und  Seichtigkeit  zu  ver- 
fallen, sich  zur  Grundlage  liir  den  Unterricht  auf  mehr  eine  prak- 
tische oder  technische  Richtung  verfolgenden  Lehranstalten  sich 
recht  gut  eignen  mag.  Es  auf  deutschem  Boden  zu  verpflanzen  war 
daher  ein  guter  Gedanke.  Gegen  die  Uebersetzung  ist  nichts  zu 
erinnern,  die  äussere  Ausstattung  ist  ausgezeichnet  und  der  Preis 
im  Verhältniss  zu  derselben  sehr  niedrig. 


Praktische  Geometrie. 


Lehrbuch  der  höheren  Geodäsie  von  Dr.  Philipp 
Fischer.  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  und  Mathe- 
matik an  der  höheren  Gewerhschule  zu  Darmstadt. 
Zweiter  Abschnitt.  Enthaltend:  Die  Beohnchtun»sar- 
beiten  und  Instrumente.  Mit  vier  Figurentafeln.  Darm- 
stadt. 1810.  8.  1 Rthlr.  5 Sgr.  ■ — Dritter  Abschnitt.  Ent- 
haltend: Die  Berechnungen.  Mit  einer  Figurentafel, 
Darmstadt  1846.  8.  1 Rthlr.  10  Sgr. 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes  ist  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXVIII.  S.  418.  angezeigt  worden.  Der  Inhalt  der  zweiten 
und  dritten  Ahtheilung  ist  aus  dem  Titel  selbst  ersichtlich.  Wir 
müssen  dem  Herrn  Vf.  das  Zeugniss  gelten,  dass  er  in  diesen 
beiden  Abteilungen  allerdings  etwas  selbstständiger  als  in  |der 
ersten , die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  enthaltenden  Abthei- 
lung gearbeitet  hat,  wenn  auch  freilich  diese  beiden  letzteren  Ab- 
teilungen doch  nur  grösstenteils  in  Auszügen  aus  andern  Wer- 
ken bestehen,  und  vorzugsweise,  ja  fast  einzig  und  allein,  Bes- 
sei’s  Arbeiten  über  höhere  Geodäsie  von  dem  Herrn  Vf.  benutzt 
worden  sind,  die  er  jedoch  möglichst  zu  einem  systematischen 
Ganzen  zu  verbinden  gesucht  hat.  Für  Leser  also,  die  nicht  auf 
die  eigentlichen  Quellen  ztirfickgehen  wollen  oder  können,  wird 
dieses  Werk  immer  seinen  Nutzen  haben,  und  wir  empfehlen  da- 
her diese  beiden  letzteren  Abteilungen  als  ein  ganz  gutes  Reper- 
torium, hnuptsächlic'i  jedoch  nur  rüeksichtlich  der  erwähnten  Bes- 
selschen  Arbeiten.  Dass  aber  in  demselben  qoeh  Vieles  fehlt,  was 
ein  auf  gehörige  Vollständigkeit  Anspruch  machendes  Werk  über 
höhere  Geodäsie  notwendig  ent  alten  müsste,  lässt  sich  leicht 
nachweisen.  So  fehlt  z.  B.  eine  Theorie  der  terrestrischen  Re- 
fraction  gänzlich , was  gewiss  kaum  zu  entschuldigen  ist.  Bekannt- 
lich ist  diese  Theorie  aus  zwei  Gesichtspunkten  dargestellt  wor- 
den, von  denen  man  den  einen  den  geometrischen , den  ändernden 
physikalischen  nennen  könnte.  Als  der  wichtigste  Vertreter  der 
ersteren  Richtung  ist  Lambert  anzusehen,  welcher  in  der  ele- 
ganten Schrift:  Lcs  proprletes  remarquables  de  la  reute 
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de  la  lumiere  par  los  airs  et  eimgeneral  par  plusieurs 
milicux  refringens  spheriqueg  et  c o ncen tri q uee  etc. 
Par  J.  H.  Lambert.  A.  la  Have.  1758.  (Deutsch  unter  denn 
Titel:  Eigenschaften  der  Bahn  des  Lichts  van  J.  H.  Lam- 
bert. Berlin.  1772.)  eine  sehr  schöne  geometrische  Theorie 
der  terrestrischen  und  astronomischen  Reiraction  — hauptsächlich 
aber  der  ersteren  — geliefert  hat,  die  nach  unserer  Meinung  auch 
jetzt  immer  noch  mehr  Berücksichtigung  verdient,  als  ihr  gewöhn- 
lich geschenkt  wird.  Die  physikalische  Theorie  der  astronomi- 
schen und  terrestrischen  Kefraction  — hauptsächlich  aber  der 
ersteren  — • ist  bekanntlich  von  Luplace  im  lOten  Buche  der 
Mecanique  celeste  (T.  IV.  pag.  231.)  auf  eine  höchst  scharf- 
sinnige Weise  entwickelt  worden,  und  verdankt  diesem  grosseu 
Geometer  ganz  ihre  gegenwärtige  Gestalt.  Beide  Theorien  führen 
übrigens  rücksichtlich  der  terrestrischen  Kefraction  ganz  zu  dem- 
selben Resultat,  dass  nämlich  dieselbe  der  horizontalen  Entfernung 
des  Beohachtungsorts  von  dem  beobachteten  Objecte  oder  dem 
entsprechenden  Winkel  am  Mittelpunkte  der  Erde  proportional, 
also  von  der  Zenithdistanz  unabhängig  sei  (Lambert  a.  a.  O.  pag.  75. 
Theoreme  XXVIU.  — Laplace  a.  a.  O.  pag.  278.).  Was  Hert 
Dr.  Fischer  über  die  terrestrische  llefraction  beibringt,  betrifft 
eigentlich  bloss  die  sogenannten  gegenseitigen  Zenithdistanzen  — 
also  bloss  die  Beobachtungen,  gar  nicht  die  Theorie  — , schliesst 
sich  ganz  an  Bessel  und  Bayer  (Nivellement  zwischen  Ber- 
lin und  Bwinemünde,  vergleiche  Archiv  der  Mathematik  und 
Physik.  Theil  l.  S.  75.)  an,  und  findet  sieh  im  Wesentlichen 
eben  so  in  den  meisten  Werken  über  Geodäsie.  -I-  ISothwendig 
hätte  nach  unserer  Meinung  auch  eine  systematische  Darstellung 
der  sphäroldischen  Trigonometrie,  oder  wenigstens  der  für  die  Geo- 
däsie wichtigsten  Aufgaben  derselben  in  dieses  Werk  gehört,  wie 
dieselbe  z.  B.  auch  Puissant  ganz  nach  Legeudre  in  den  zwei- 
ten Theil  seines  bekannten  grossen  geodätischen  Werks  aufge- 
nommen hat.  Merkwürdig  ist  es  aber  auch  in  der  Thal,  dass  die 
herrlichen  Arbeiten  von  Gauss  über  die  allgemeiue  Theorie  der 
krummen'  Flächen , welche  mit  der  Geodäsie  in  der  engsten  Ver- 
bindung stehen  und  den  praktischen!  geodätischen  Arbeitern  dieses 
grossen  Mathematikers  ihre  Entstehung  verdanken,  in  diesem 
Werke  so  gut  wie  gar  keine  Berücksichtigung  gefunden  haben; 
denn  die  gelegentliche  Erwähnung  der  ältesten  hierher  gehörenden 
Abhandlung  von  Gauss  (Disquisitiones  generales  circa 
superficies  curvas  etc.) wird  uns  der  Herr  Vf.  doch  wohl  nicht 
entgegenstellen  wollen!  und  die  neueren,  diesen  Gegenstand  be- 
treffenden Arbeiten  des  grossen  deutschen  Geometers  scheint  der- 
selbe gar  nicht  zu  kennen.  — Da  jedes  trigonometrische  ;Netz 
gehörig  astronomisch  orientirt  werden  muss,  so  hätte  in  einem 
vollständigen  Werke  über  höhere  Geodäsie  doch  auch  darüber  die 
nöthige  Belehrung  gegeben  «erden  sollen,  wie  sie  sich  wieder 
bei  Puissant,  selbst  in  dem  Lehrbuche  der  höheren  Geo- 
däsie, von  August  Decker.  Man.nbeim.J836.  findet;  ja 
selbst  der  alte  Tobias  Mayer  lässt  eich  darauf  einigermassen 
ein.  Aber  darüber,  also  über  Längen-  und  Breitenbestimmungen, 
die  damit  unmittelbar  zusammenhängenden  Zeitbestimmungen,  Be- 
stimmungen der  Azimutbe  u.  dgl.  sagt  uns  unser  Herr  Vf.  so  gut 
wie  gar  nichts,  und  sein  Werk  ist  in  dieser  Beziehung  ganz  uB- 


520 


vollständig  und  kann  also  auch  nicht  die  vollständige  Ausbildung 
eines  Geodäten,  der  in  Wahrheit  auf  diesen  Namen  Anspruch 
machen  darf,  bezwecken.  Auch  hängt  es  mit  diesem  Mangel  des 
Werks  wahrscheinlich  zusammen,  dass  in  der  zweiten,  die  Instru- 
mente betreffenden  Abtheilung  gar  nichts  über  Reilexionsinstru- 
mente und  deren  Theorie  vorkommt,  was  wir  gleichfalls  nicht  bil- 
ligen können;  denn  so  wenig  wir  die  Theorie  des  Sextanten, 
Spiegelkreises,  der  Prismenkreise  u.  s.  w.  in  einem  Werke  über 
niedere  Geodäsie  an  ihrer  Stelle  ballen  können,  so  sehr  sind  wir 
doch  auf  der  andern  Seite  überzeugt,  dass  die  Beschreibung  und 
Theorie  dieser  Instrumente  in  einem  Werke  über  höhere  Geodä- 
sie , schon  ihres  wichtigen  astronomischen  Gebrauchs  wegen,  nicht 
fehlen  darf.  Auch  über  Kartenprojeclionen  enthält  das  Werk  nicht 
ein  Wort,  wo  wieder  die  treffliche  Abhandlung  von  Gauss:  All- 
gemeine Auflösung  der  Aufgabe:  die  Theife  einer  ge- 
gebenen Fläche  auf  einer  andern  gegebenen  Fläche  so 
abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abgebildeten  in 
den  kleinsten  Theilen  ähnlich  wird,  in  Schumacher  s 
A stronomisch  en  Ab  ha  ndlungen.  Drittes  Heft.  Altona. 
1825.  4.  S.  1.  reiches  Material  hätte  liefern  können.  — Nun  wir 
glauben  schon  durch  diese  wenigen  Bemerkungen  unser  oben  aus- 
gesprochenes Urtheil  hinreichend  bestätigt  zu  haben.  Auch  nach 
dem  Erscheinen  dieses  Werks  werden  daher  immer  noch  Puis- 
sant’s  bekannte  Werke  (TraitC  de  Geodesie.  T.  1.  II.  und 
Traite  de  Topographie)  mit  dem  meisten  Rechte  auf  syste- 
matische und  eine  gewisse  Vollständigkeit  erstrebende  Darstellung 
Anspruch  machen  dürfen  und  vorzugsweise  zum  ersten  Studium 
empfohlen  werden  müssen , worauf  man  dann  zu  dem  Studium  der 
betreffenden  einzelnen  Abhandlungen , und  zwar  vorzugsweise  deut- 
scher Mathematiker,  übergehen  kann.  Die  Mittheilung  einiger 
noch  ungedruckten  Arbeiten  des  verewigten  Schleiermacher 
in  dem  vorliegenden  Werke  muss  schliesslich  noch  als  recht  dan- 
kenswerth  bezeichnet  werden,  ein  Dank,  welcher  nach  der  eigenen 
Angabe  des  Herrn  Vfs.  vorzüglich  dem  jetzigen  Grossherzoglich 
Hessischen  Kataster-Dirigenten,  Herrn  Oberfinanzrath  Dr.  Hügel, 
gebührt,  worin  wir  also  dem  Herrn  Vf.  völlig  beistimmen. 


Q p t i k. 


L’Ottica  esposta  in  terza  rima  dal  padre  rettore  Giuseppe 
Giavoletti.  Koma  1846. 

' I 


Astronomie. 


Recherche«  sur  les  mouvemens  de  la  plauete  Herschel  par 
M.  Leverrier.  Paris.  1846. 
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Storia  celeste  del  R.  üsservatorio  di  Palermo  dal 
1792  al  1813.  Parte  prima.  1792 — 1802.  Tomo  secoudo.  1796. 
Vienna.  1846.  4.  — Tomo  terzo.  1797 — 1798  Vienna.  1846. 
4.  Auch  unter  dem  Titel:  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wi  en.  Nach  dem  liefehie  Seiner  k.  k.  Majestät  auf 
öffentliche  Kosten  herausgegeben  von  C.  L.  von  Lit- 
trow,  Director  der  Sternwarte  und  o.  ii.  Professor  der 
Astronomie  an  der  k.  k.  Universität  zu  Wien  u.  s.  w. , und 
F.  Schaub,  Adjunct  der  Sternwarte.  ‘25s te r T heil.  Neuer 
Folge  5r  Band.  Enthaltend  Piazzi’s  Beobachtungen  in 
dem  Jahre  1796.  Wien.  1846.  4.  — ‘26ster  Theil.  Neuer 
Folge  6r  Band.  Enthaltend  Piazzi’s  Beobachtungen  in 
den  Jahren  1797  und  1798.  Wien.  1846.  4. 

Der  erste  Theil  dieses  Werks,  .für  dessen  Herausgabe  die 
Astronomen  Herrn  Director  von  Littrow  und  Herrn  Adjuncten 
Schaub  sich  zu  dem  lebhaftesten  Danke  verpflichtet  fühlen "müs- 
son,  ist  im  Literarischen  Berichte  Nr.  XXAl.  S.  464.  seinem 
Zwecke  und  seiner  Tendenz  nach  ausführlich  angezeigt  und  seine 
grosse  Wichtigkeit  gebührend  hervorgehobeu  worden.  Indem  wir 
uns  also  hier  auf  jene  Anzeige,  der  wir  nichts  Wesentliches  hin- 
zuzusetzen  wüssten,  beziehen,  können  wir  aber  nicht  umhin,  an- 
sere  Freude  über  das  Erscheinen  der  beiden  neuen  vorliegenden 
Bände  und  unsere  Bewunderung  des  Fleisses  und  der  Beharrlich- 
keit der  Herren  Herausgeber  ausdrücken,  mit  welcher  dieselben 
den  schleunigen  Fortgang  des  Werks,  dessen  Bearbeitung  noth- 
wendig  mit  nicht  geringen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein  muss 
und  grosse  Sorgfalt  und  Genauigkeit  in  Anspruch  nimmt,  zu  för- 
dern verstehen.  Möge  es  denselben  gelingen , recht  bald  den  gros- 
sen Schatz  der  Piazzi’schen  Beobachtungen  in  ihrer  ursprünglichen 
Reinheit  den  Astronomen  vollständig  io  die  Hände  zu  liefern,  wo- 
für ihnen  der  Dank  der  Mit-  und  Nachwelt  nicht  entgehen  kann! 
dass  aber  auch  der  hohen  österreichischen  Regierung,  durch  deren 
Freigebigkeit  allein  die  nothwendig  mit  sehr  beträchtlichen  Kosten 
verbundene  Herausgabe  dieses  wichtigen  Werks  möglich  gemacht 
wird,  nicht  minder  der  Dank  jedes  Freundes  der  Astronomie  und 
mathematischen  Wissenschaften  überhaupt  gebührt,  versteht  sich 
von  selbst,  verdient  aber  hier  wiederholt  hervorgehoben  und  zu 
allgemeinerer  Kenntniss  gebracht  zu  werden  , weil  solche  Beispiele 
der  Munificenz  hoher  und  höchster  Landesbehörden  jeden  wanren 
Freund  der  Wissenschaften  mit  wahrer  Freude  erfüllen  und  den 
Wunsch  lebhaft  anregen  müssen,  öfter  auf  dergleichen  Beispiele 
hinweisen  zu  können.  Je  seltener  dieselben  im  Allgemeinen  noch 
sind , desto  mehr  verdienen  sie  hervorgehoben  zu  werden  1 

Kleines  astronomisches  Jahrbuch  für  1847.  Mit  Be- 
nutzung der  Berliner  Ephemeriden  herausgegeben  von 
Fr.  EicHstrom,  Oberlieutenant  der  K.  Wiirtembergischen 
Artillerie.  Stuttgart.  1846.  8.  22%  Sgr. 

Der  Inhalt  dieses  kleinen  astronomischen  Jahrbuchs  ist  folgen- 
der. Zeit-  und  Festrechnung.  Zeichen-Erklärung.  Sonnen-  und 
Mond  - Ephemeride.  Planeten  -Ephemeride.  Saturns  -Ring.  Jupi- 
terstrabanten. Stern  - Oerter.  Erscheinungen  und  Beobachtungen 
(Sonnen-  und  Mond-Finsternisse.  Planeten-Constellationen.  Stern- 
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bedeckungen).  Hilfstafeln  (Geographische  Lage  der  Haupt -Stern 
warten.  Refractions- Tafel.  Zur  Verwandlung  der  mittlerii  Zeit  in 
Sternzeit.  Zur  Verwandlung  der  Sternzeit  in  mittlere  Zeit.).  Ueber 
die  Einrichtung  des  Jahrbuchs  und  dessen  Gebrauch. 

Diese  kleitienEphetueriden  scheinen  uns  Liebhabern  der  Astro- 
nomie recht  sehr  empfohlen  zu  werden  zu  verdienen,  und  in  einer 
zweckmässigen  Auswahl  alles  dasjenige  zu  enthalten,  was  ein  sol- 
cher wünschen  kann.  Die  Angaben  in  Zeit  und  Winkeln  sind  bis 
auf  Secunden,  theilweise  selbst  bis  auf  Zehntheile  der  Secunde 
genau,  was  wir  völlig  billigen  müssen,  da  das  Büchlein  nun  auch 
selbst  für  genauere  Beobachtungen  brauchbar  wird,  und  blosse 
Dilettanten  leicht  das  weglassen  können,  was  sie  für  ihre  Zwecke 
als  überflüssig  zu  betrachten  geneigt  sein  dürften.  Eben  so  sehr 
müssen  wir  es  billigen,  dass  der  Herr  Vf.  überall  Berliner  Zeit 
zum  Grunde  gelegt  hat,  was  gewiss  seiner -Arbeit  zu  grösserer 
und  allgemeinerer  Verbreitung,  die  sie  uns,  wie  schon  erinnert, 
recht  sehr  zu  verdienen  scheint,  belnilflich  sein  wird.  Die  Son- 
nenparalleiaxe  ist  in  Minuten  und  Secunden  angegeben,  was  wir 
filr  den  blossen  Liebhaber  der  Astronomie  und  überhaupt  für  die 
gewöhnlichen  Zwecke  bequemer  halten,  als  wenn  wie  in  den  gros- 
sem Ephttnertden  der  Logarithmus  der  Entfernung  der  Sonne  von 
der  Erde  angegeben  wird , wenn  auch  freilich  für  streng  wissen- 
schaftliche Zwecke  der  letztem  Methode  jedenfalls  der  Vorzug  ge- 
bührt. Druck  und  Papier , überhaupt  die  äUssere  Ausstattung  des 
Werkchens,  sind  sehr  schön  und  werden  gewiss  auch  dazu  beitra- 
gen, dasselbe  in  einem  weitern  Kreise  zu' verbreiten , wie  dasselbe 
nach  unserer  Meinung  verdient.  Schliesslich  wünsehen  wir,  dass 
der  Herr  Vf.  die  künftigen  Jahrgänge  möglichst  zeitig  herausgeben 
möge,  dass  dieselben  immer  wenigstens  jedenfalls  vor  Anfang  des 
Jahrs,  dessen  Zahl  de»- Jahrgang  auf  seinem  Titel  trägt,  ni  die 
Hände  der  Himmelsbenbnrhter  kommen.  Mögen  der  Herr  Heraus- 
geber und  die  Verlagshandlung  alle  Aufmunterung  zur  Fortsetzung 
ihres  Unternehmens  linden  I Einen  solchen' Auszug  aus  den  treff- 
lichen Berliner  Epheineriden  haben  wir  längst  gewünscht,  und 
sind  überzeugt,  dass  derselbe  recht  vielen  Nützen  stiften  wird. 

Gruithuisen,  Fr.  v.  P.,  naturwissenschaftlich-astronomisches 
Jahrbuch  lür  1848.  München.  1847.  2%  Rthlr. 

sv»»I  " i ii  zu-, .. . . . 


Fünfzehnjährige  Hy  grom  e ter  - Beob  achtungen  (1829 
bis  1333,  1836  bis  I84Ö)  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien, 
reducirt  von  Dr.  C.  Jelinek.  4. 

Ob  diese  lithographirten  Hygrometer -Beobachtungen  auf  dein 
WTege  des  Buchhandels  zu  erhalten  sind,  wissen  wir  nicht  : jedenfalls 
sind  aber  die  Meteorologen  wegen  der  ziemlich  grossen'Reihe  von 
Jahren  , welche  dieselben  umfassen  , auf  sie  aufmerksärii  zu  machen, 
und  Herr  Dr.  Jelinek  verdient  gewiss  Dank  ßir  seine  auf  die 
Ueduction  verwandte  nicht  geringe  Mühe,  wie  Jeder  weiss,  wer 
sich  mit  dergleichen  Keiluctionen  beschäftigt  hat.  i I . >(! 
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Leitfaden  für  die  phy  s ikafisch  en  Vorträge,  zu- 
nächst in  den  oberen  Klassen  des  König).  Preussischen 
Cadetten-Corps.  Von l)r.  \V.  Beetz.  Berlin.  1846.8.  ^sRthl. 

Ein  ganz  kurzer  Leitfaden  über  die  Hauptlehren  der  Physik, 
der  auch  auf  möglichst  einfache  und  leichte  mathematische  Begrün- 
dung, oder  wenigstens  Darstellung  der  Gesetze  in  mathematischer 
Form,  wo  dies  notliw  endig  und  thunlich  ist,  die  püthige  Rücksicht 
nimmt.  Wir  glauben,  dass  das  Büchlein  iu  der  Hand  eines  ge- 
schickten Lehrers,  dessen  Erläuterung  es  natürlich  sehr  bedarf, 
bei  dem  physikalischen  Unterrichte  zweckmassig  als  Leitfaden  ge- 
braucht werden  kann. 


Muncke,  G.  VV.,  populäre  Wärmelehre  oder  Darstellung  des 
Wesens  und  Verhaltens  der  Wärme,  gr.  8.  Leipzig.  18-17.  1 V5  Rthlr. 


Wöckel,  L.,  die  Lehre  von  der  Wärme,  gr.  8.  Nürnberg. 

1847.  Rtlilr.  /SlO'I  Mit 

• .1,:  i «':>•'  k n is *i r*fl  istl  tthitiujqi 
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Vermischte  Schriften/ 

> . ■ 

Annuaire  de  I’  Observatpire  Royal  de  Bruxelles,  par 
A.  Q uetelet,  Directeur  de  c:et  etab  lissement.  1847.  14« 
annde.  Bruxelles.  1846.  12.  20  Sgr. 

Der  reiche  Inhalt  dieses  Annuaire  ist  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXIX.  S.  443.  bei  Gelegenheit  eines  frühem  Jahrgangs,  mit 
welchem  der  vorliegende  im  Wesentlichen  gleiche  Einrichtung  hat, 
angegeben  worden,  worauf  daher  hier,  mit  einer  wiederholten  Em- 
pfehlung des  gewiss  sehr  empfehlenswerthell  Buchs,  zu  verweisen 
genügend  sein  wird. 

The  Cambridge  and  Dublin  matbematical  Journal. 
Edited  hy  W,  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peter’s  Col- 
lege, Cambridge.  (Vergl.  Liter.  Ber.  Nr.  XXXIV.  S.  506.) 

Nos.  VIII.  & IX.  On  the  Degree  of  a Surface  Reciprocal  to 
a given  one.  By  Rev.  George  Salmon.  — Note  on  tue  Para- 
holic  Points  of  Surfaces.  By  Rev.  George  Salmon. ; — Evalua- 
tion of  a,  Delinite  Integral.  By.  Francis  W.  Newman,  — Ou 
Logarithmic  Integrals  of  the  Second  Order.  Part.  I.  By  Francis 
W.  Newman.  — On  the  Laws  of  Equilibrium  and  Motion  of 
Solid  and  Fluid  Bodies.  By  Samuel  Haughton.  — On  certain 
Definite  Integrals  suggested  by  Problems  in  the  TI\eory  of  Elec- 
tricity.  By  William  Thomson.  — On  certain  Fonnulae  frtr 
Differentiation,  with  Applications  to  he  Evaluation  of  Definite  Inte- 
grals. By  A.  Cayley.  — On  the  Caustic  by  Reflectiou  at  a 
Circle.  By  A.  Cayley.  — On  Symbolical  Geometry.  Continued. 
By  Sir  W.  R.  Hamilton.  On  certain  Symbolical  Representation! 
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of  Function».  By  the  Kev.  Briee  Bronwin.  — On  Principal 
Aies  of  a Body  their  Moments  of  Inertia,  and  Distribution  in 
Space,  ( ontinued.  By  R.  Townsend.  — (No.  X.  will  be  pub- 
lished  on  the  15th  of  May.  1847.) 

Berichte  über  die  Verhandlungen  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leip- 
zig. Nr.  III. 

Diese  Nummer  enthält  die  beiden  folgenden  lesenswerthen 
mathematischen  Aufsätze:  Ueber  die  phoronomische  Deu- 
tung des  Taylorschen  Theorems  von  Herrn  Miibius  und 
Ueber  die  Begründung  eines  Gesetzes  zur  Bestimmung 
des  scheinbaren  Alters  des  Menschen  aus  äussern 
Merkmalen  und  den  gesetzlichen  Zusammenhang  des 
scheinbaren  Alters  mit  dem  wirklichen  v'on  Herrn  Dro- 
bisch.  — Die  übrigen  Aufsätze  sind  chemischen  und  physiologi- 
schen Inhalts. 


Preise  der  Petz v ft  1’ scheu  Belenchtnng'g- 
Apparate  bei  Franz  Waibl,  Optiker  nnd 
Mechaniker  in  Wien,  Mariahilf  Hanptstrasse 
Ar.  40.,  zur  goldenen  Weintraube. 

(Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XXVIII.  S.  420.) 

Einfacher  Apparat  mittlerer  Gattung  140  Fr.  C.M. 

„ ,,  kleinerer  „ 90  „ ,, 

Doppelter  „ ' mittlerer  „ 700  „ „ 

„ „ kleinerer  „ 500  „ „ 

1 Preuss.  Reichsthlr.  = 1.43  Fr.  C.M. 

(Von  Herrn  Dircclor  von  Liltrow  zu  Wien  gefälligst  mitgetheilt.) 


Berichtigungen. 

In  den  Nouvelles  Annales  de  Mathbmatiques.  Db- 
cembre.  1840.  (T.  V.)  p.  687.  hat  Herr  Lebesgue,  prbfesseur  ä 
la  faculte  de  Bordeaux,  angezeigt,  dass  in  den  auch  im  Archive. 
Thl.  VI.  S.  54.  mitgetheiiteu  numerischen  Ausdrücken  des  Herrn 
Amiot,  professeur  au  College  Saint-Louis,  für  das  reguläre  Sieb- 
zehneck statt  68+ 14 Vl7  gesetzt  werden  müsse:  68  + 12  Vl7, 
was  ich  hier  zur  Kenntniss  der  Leser  des  Archivs  bringe,  um 
auch  im  Archive  die  angezeigte  Berichtigung  vornehmen  zu  können. 

In  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXIII.  S.  492.  Z.  26.  und 
Nr.  XXXIV.  S.  506.  Z.  16.  ist  „Edited“  statt  „Etited“  zu  setzen. 

In  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXIV.  S.  501.  Z.  20. 
(Thl.  IX.  Heft  2.)  setze  man  „Verbreitung**  statt  „Vorbe- 
reitung.** G. 

; 
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Literarischer  Bericht. 

»■  . i 


Geschichte  der  Mathematik  und 
Physik. 


Den  astronomischen  Nachrichten  ist  als  Beilage  beigegeben: 
A briefNotice  of  theLife,  Researches  and  Discoveries 
of  Friedrich  Wilhelm  Ressel.  By  Sir  J.  F.  W.  Herschel. 
(Extracted  from  the  Annual  Report  of  the  Royal 
A8tronomical  Society.)  London.  1847.  8. 


Arithmetik. 


Die  qninäre  und  vigcsimale  Zählmethode  bei  Völ- 
kern aller  Welttheile.  Nebst  ausführlichem  Bemer- 
kungen über  die  Zahlwörter  Indogermanischen  Stam- 
mes und  einem  Anhänge  über  Fingernamen.  Von  Dr. 
August  Friedrich  Pott,  Professor  zu  Halle.  Halle.  1847. 

8.  1 Rtlr.  24  Sgr. 

Für  Mathematiker  wird  es  genügen,  von  der  Existenz  dieses  1 
Buchs  in  Kenntniss  gesetzt  zu  werden. 

Niedere  Grössenrechnung.  Vom  Professor  Doctor 
M.  G.  Paucker.  In  acht  A b t n eil  ungen.  Mitau.  1848.  8. 
Preis  75  Kop.  S. 

Ente  Abtheilung.  Die  Höhe.  Zweite  Abtheilung. 
Die  niedere  Gleichung.  Dritte  Abtheiluhg.  Die  Reihe. 
Vierte  Abtheilung.  Die  Messglci  chung.  Fünfte  Ab- 
theilung. Anwendung  der  Hühennamen  auf  Handels- 
rechnungen. Sechste  Abtheilung.  Die  mehrstellige 
Einstufung.  Siebente  Abtheilung.  Die  Stufungen. 
Achte  Abtheilung.  Berechnung  der  Hühennamen.  “ 

Band  IX.  - 36 
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Diese  Schrift  enthält  eine  nicht  geringe  Anzahl  eigenthüm- 
licher  Darstellungen  und  Methoden,  hauptsächlich  in  der  Lehre 
von  den  Gleichungen , besonders  von  den  Gleichungen  des  dritten 
v un)j  vierten  Grades,  und  von  der  Auflösung  der  höheren  numeri- 
schen Gleichungen,  in  welcher  letzteren  Beziehung  der  Herr  Vf. 
auch  in  einem  Anhänge  zur  siebenten  Abtheilung  das,  was  in  die- 
ser wichtigen  Lehre  von  älteren  and  neueren  Mathematikern  ge- 
leistet worden  ist  (Harriot.  Descartes.  1637.  — Olivier.  1826.  — 
Newton.  — Lagrange.  1767.  — Waring.  1762.  Lagrange.  1767.  — 
Taylor.  1715.  — Newton.  1670.  — Fourier.  1789—1831.  — Fourier. 
— Fourier.  — Sturm.  1829.  — Hudde.  Ar  Rolle.),  zwar  nur  kurz, 
aber  doch  in  ziemlicher  Vollständigkeit,  zusammenstellt. 

Aber  nicht  bloss  aus  diesen  Gründen,  sondern  auch  noch  in  einer 
anderen  Rücksicht  müssen  wir  die  vorliegende  Schrift  den  Lesern 
des  Archivs  zu  ganz  besonderer  Berücksichtigung  empfehlen.  Die- 
selbe enthalt  nämlich  einen  so  reichen  Schatz  von  Beispielen,  be- 
sonders für  die  gesammte  Lehre  von  den  Gleichungen,  namentlich 
auch  für  die  .(Lehre  von  der  Auf  lösung  der  höheren  numerischen 
Gleichungen,  wie  wir  in  einer  Schrift  von  ähnlichem  Umfange  uns 
nicht  gefunden  zu  haben  erinnern,  und  der  Herr  Vf.  muss  grosse 
Zeit  und  Mühe  auf  deren  Bearbeitung  verwandt  haben,  hat  sich 
aber  dadurch  auch  jedenfalls  um  den  Unterricht  in  diesem  wichti- 
gen Theile  der  Mathematik  ein  sehr  wesentliches  Verdienst  er- 
worben, da  dergleichen  Beispiele  durchaus  nicht  im  Ueberfluss 
schon  vorhanden  sind,  und  wir,  wie  gesagt,  nicht  wüssten,  wo 
anderwärts  so  vieles  Zweckmässige  und  mit  grosser  Sorgfalt  und 
Umsicht  Durchgeführte  auf  so  kleinem  Raume  sich  vereinigt  fände. 
Wir  empfehlen  daher  wiederholt  auch  diese  Seite  der  vorliegen- 
den Schrift,  namentlich  Lehrern  der  Mathematik  an  höheren  Un- 
terrichtsanstalten, angelegentlichst. 

RücksichHich  der  von  dem  Herrn  Verfasser  gebrauchten  neuen 
Kimstausdrücke  ist  im  Wesentlichen  dasselbe  zu  sagen,  was  wir 
hei  seiner  Bi  Id  lehre  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXXV.  S.  515.  uns 
zu  bemerken  erlaubt  haben. 

Clemens  d'Algäbre  par  J.  Pelletier.  Lons-le -Saulnier. 
1847.  8. 

Probleme»  d'Algebre  et  exereiees  de  calcul  algebrique  avec 
les  Solutions;  par  M.  Ritt.  Trois.  ed.  Paris.  1847.  8.  5 — 0, 

Ueber  die  Verwandlung  der  Wurzeln  quadratischer 
Gleichungen  in  Ketten  b rüch  e,  eine  zu  dem  Programm 
des  Kurfürstlichen  Gymnasiums  zu  Cassel  von  Unge- 
hörige' Abhandlung  von  Dr.  E.  W.  Grebe,  Gymnasial-’ 
lehrerin  Cassel.  Cassel.  1847.  4. 

Dieses  sehr  beachtenswerthe  Programm  enthält  die  folgenden 
Abtheilungen.  1.  Allgemeine  theoretische  Betrachtun r 
oe-w,  bei  denen  der  Herr  Vf.  nach  seiner  eignen  Angabe  nur  den 
Zweck  hat,  die  Lehren,  welche  sich  auf  das  Verwandeln  der_ Wur- 
zeln quadratischen  Gleichungen  in  gemeine  Kettenbrüche  beziehen, 
dem  Anfänger  zugänglicher  zu  machen,  weshalb  er  bei  denselben 
auf  sehr  zweckmässige  ^Veise  aus  der  Lehre  von  den  Ketteubrüchen 
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nichts  als  «len  Begriff  der  letzteren  voraussetzt.  II.  Prnktitchet. 
1.  Verwandlung  der  Wurzel n einzelner  quadratischer 
Gleichungen  in  Kettenbrüche.  , 2.  'Aufsuchung  einer 
geordneten  Zusammenstellung  von  quadratischen  Glei- 
chungen mit  den  dieselben  auflösenden  periodischen 
Kettenhriichen.  In  diesem  letztem  Theile,  den  wir  für  beson- 
ders verdienstlich  halten  und  wegen  dessen  wir  die  Schrift  vor- 
züglich zu  allgemeinerer  Beachtung  sehr  empfehlen,  sucht  der 
Herr  Vf.  zuerst  das  einer  solchen  Zusammenstellung  am  Besten 
zum  Gründe  zu  legende  Princip  auf,  worüber  die  Leser  des 
Archivs  die  Schrift  selbst  nachzusehen  haben,  und  theilt  dann 
auf  S.  16.  bis  S.  32.  eine  sehr  fleissig  und  umsichtig  berechnete 
Tafel  Quadratischer  Gleichungen,  wie  sie  zu  den  perio- 
dischen  Kettenbrüchen  gehören,  nach  den  betreffenden 
Irrationalzahlen  geordnet  mit,  welche  natürlich  zugleich  ein 
reiches  Material  von  Beispielen  für  die  betreffende  wichtige 
Lehre  der  allgemeinen  Arithmetik  liefert,  und  nach  der  von  dem 
Herrn  Vf.  gewählten  Anordnung  alle  Irrationalzahlen  von  V 2,  y3, 
V5,  y6,  y7,  u.  s.  w.  an  bis  fll*,  VU8,  y 119,  V 120  durch- 
läuft. Die  in  Aussicht  gestellte  Bekanntmachung  der  schon  be- 
rechneten weiteren  Fortsetzung  dieser  Tafel  halten  wir  fiir  sehr 
wünschenswerth,  und  würden  selbst  der  ganzen  Tafel,  wenn  der 
Herr  Vf.  dieselbe  nur  mit  einer  nöthigen  kurzen  Einleitung  übeT 
das  ihr  zum  Grunde  liegende  Princip,  ihre  daraus  sich  von  selbst 
ergebende  Einrichtung  und  ihren  etwa  auch  durch  ein  Paar  Bei- 
spiele zu  erläuternden  Gebrauch  versehen  wollte,  sehr  gern  einen 
Platz  ira  Archiv  einräumen,  wenn  der  Herr  Vf.  uns  dieselbe  für 
diese  Zeitschrift  mittheilen  wollte,  was  wir  der  zu  wünschenden 
möglichst  weiten  Verbreitung  dieser  verdienstlichen  Arbeit  für  for- 
derlich zu  halten  berechtigt  zu  sein  glauben.  Diese  allen  Lesern 
des  Archivs  gewiss  sehr  erwünschte  Mittheilung  in  demselben  zu 
machen,  erlauben  wir  uns  daher  den  Herrn  Vf.  hierdurch  aufzu- 
fordern.  Für  nicht  minder  verdienstlich  halten  wir  endlich  die  von 
dem  Herrn  Vf.  gleichfalls  in  Aussicht  gestellte  Bekanntmachung 
seiner  Untersuchungen  über  die  Auflösung  höherer  Gleichungen, 
namentlich  der  des  dritten  Grades,  durch  Kettenbrüche,  und  for- 
dern ihn  auf,  nicht  zu  lange  auf  dieselbe  warten  zu  lassen. 

Mathematische  Exkursionen.  Von  J.  E.  Fleischer 

i Programm  der  höheren  Bürgerschule  zu  Treptow  an 
er  Kega  von  Ostern  1847).  Treptow  a.  d.  Rega.  4. 

Da  der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  zu  den  liebsten  Schülern 
des  Herausgebers  des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik  ge- 
hört, und  in  derselben  sein  eigener  Name  mehrfach  auf  eine  von 
der  treuesten  Anhänglichkeit  zeugende  Weise  genannt  wird  , wo- 
für der  Herausgeber  dem  Herrn  Vf.  nur  auf  das  Freundschaft- 
lichste danken  kann,  so  muss  sich  derselbe,  um  nicht  den  Schein 
einer  ihm  zwar  sonst  ganz  fremden  Partheilichkeit  auf  sich  zu 
laden,  hier  mit  einer  kurzen  Angabe  des  wesentlichen  Inhalts  der 
vorliegenden  Schrift  begnügen.  Der  Herausgeber  des  Archivs 
glaubt  nämlich  allerdings,  wie  der  Herr  Vf.  auf  S.  1.  zu  bemer- 
ken die  Güte  hat,  zuerst  die  höheren  Differentialquotienten  der 
Function 

y = Arctanga:, 
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und  demnächst  wich  von  Arccotx,  auf  die  sehr  einfache  und  be- 
queme Form 

1 . 2.3....(n — '1)( — l)n-iC08y"sinn(i*. — y) 

gebracht,  d.  h.  diese  Diffcrentialquotienten  Im  Allgemeinen 
durch  den  Cosinus  von  y — Arctangar  ausgedrückt  zu  haben. 
Ganz  dasselbe  leistet  nun  der  Herr  Vf. -in  der  vorliegenden  Schrift 
für  die  Function  y — Arcsin x,  für  deren  Differentiale  bekanntlich 
zuerst  Euler  einen  nicht  leicht  zu  entwickelnden  Ausdruck  un- 
mittelbar durch  die  Variable  x gegeben  hat,  und  demnächst  auch 
für  die  Function  y—Xrccoax,  urnl  gelangt  dadurch  zu  nach  leicht 
übersehbaren  Gesetzen  fortschreitenden  wenig  complicirten  For- 
meln, die  er  unter  verschiedenen  Formen  — auch  nach  einer  von 
Schweins  in  seiner  Theorie  der  Differenzen  und  Diffe- 
rentiale öfters  in  Anwendung  gebrachten  Methode,  durchweiche 
aber  freilich  nur  sonst  in  ihrer  Bildung  ganz  klar  vor  Augen  lie- 
gende und  zur  unmittelbaren  Anwendung  vorbereitete  Formeln 
mehr  in  einander  geschoben  werden,  wenn  wir  so  sagen 
dürfen  *)  ausdrückt.  Die  Formeln  liir  die  höheren  Differentiale 
von  Arcsinvers  x und  Arccosvers  x ergaben  sich  dann  auch  un- 
mittelbar. 

In  der  zweiten  kürzem  Abtheilung  der  Schrift  entwickelt  der 
Herr  Vf.  noch  einige  sonst  schon  bekannte  Integrale  auf  eine  von 
andern  allgemeinem  Integrationsmethoden  unabhängige  Weise  und 
schliesst  mit  einigen  Betrachtungen  über  die  Cycloide. 

Traite  general  et  complet,  theorirjue  et  pratique  du  calcul  des 
interdts  composes  etc.,  du  calcul  des  interets  simples  etc.  Par 
L.  Moulin-Collin.  Paris.  1847.  4. 


Geometrie. 

•i . . • ' 

i ■'  . ! ' . 

Theorie'  des  paralleles,  demontree  d’une  mattiere  simple  et 
rigoureuse,  sans  aucutie  considöration  de  l'infinie,  par  Aehille  Le- 
fran<,ois.  Paris.  1847.  8. 

Traite  des  reciproques  de  la  geometrie  elementaire  de  Legendre, 
«um  des  notes  et  d’un  appendice  par  J.  Joaoet.  Paris.  1847.  8. 

Prohlemes  de  geometrie  et  de  trigonoiaetrie , avec  la  methode 
ä suivre  pour  la  resolution  des  prohlemes  de  geometrie  et  les 
Solutions;  par  M.  Ritt.  Trois.  ed.  Paris  1847.  8.  5 — 0. 

'/  1 

■)  Einer  wenigntcn*  in  ihrem  l’rincip  ganz  ähnlichen  Methode  hat 
•ich  auch  L i b r i bei  verschiedener  Gelegenheit , z.  B.  hei  den  bekann- 
ten , eigentlich  nur  recurrirenden  'Gleichungen  für  die  Bemootli'Kr.hen 
Zahlen  (Supplemente  zum  mathematischen  Wörterbuche.  Thl.  1.  Art. 
Bernoulti’ache  Zahlen)  bedient. 
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Traite  de  Geometrie  descriptive  pur  J.  Adhemar.  Trois.  ed. 
Paris.  1847.  8.  20-0. 

Programm  der  Gewerbschule  zu  Winterthur,  zur 
Eröffnung  des  neuen,  mit  dem  11.  April  1847  beginnen- 
den Schuljahres.  Inhalt:  Einige  geometrische  Aufga- 
ben, algebraisch  und  geometrisch  gelöst  von  C.  Adams. 
Winterthur.  1847.  4. 

Der  Herr  Vf.  dieses  Programms,  welcher  sich  schon  durch 
mehrere  in  den  Literarischen  berichten  des  Archivs  sämmtlich  an- 
gezeigte Schriften  um  die  Geometrie  vielfach  verdient  gemacht  hat,  be- 
absichtigt in  diesem  Programm  namentlich,  die  algebraische  und 
rein  geometrische  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  durch  Bei- 
spiele zu  erläutern  und  beide  Auflösungsmethoden  an  derselben 
Aufgabe  gewissermassen  zu  parallelisiren.  Die  aufgelösten  Aul- 
gaben sind  folgende:  1.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Quadrat 

zu  beschreiben.  2.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Rechteck  zu 
beschreiben,  dessen  Seiten  ein  gegebenes  Verhältuiss  zu  einan- 
der haben.  3.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Rechteck  von  gege- 
benem Inhalte  zu  beschreiben.  4.  In  ein  Quadrat  ein  gleichseiti- 
ges Dreieck  so  zu  beschreiben,  dass  die  eine  Ecke  dieses  Drei- 
ecks mit  einer  Ecke  des  Quadrates  Zusammenfalle.  5.  Es  ist  ein 
Winkel  und  in  der  Halbirungslinie  desselben  ein  Punkt  gegeben: 
man  soll  durch  diesen  Punkt  eine  Gerade  so  ziehen,  dass  das 
zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels  enthaltene  Stück  derselben 
eine  gegebene  Grösse  habe'.  — Wir  halten  die  gegebenen  Auflö- 
sungen für  lehrreich  und  meistens  auch  für  einfach  und  elegant, 
und  empfehlen  daher  die  vorliegende  Schrift  zu  allgemeinerer 
Beachtung,  wünschen  auch,  dass  der  Herr  Vf.  sein  Vorhaben, 
eine  grössere  Sammlung  solcher  auf  diese  Weise  behandelter  Auf- 
gaben herauszugeben,  in  Ausführung  bringen  möge. 


Trigonometrie. 



Klemens  de  Trigonometrie  par  Lefebure  de  Fourcv.  Sixieme 
ed.  Paris.  1847.  8.' 

-i! • . f ••  _ i J i • . • > •ovid  ■■>•..  .!  ■ i • ! • I I c ■■  li  1 1 • • . i if;ülji/  >li  lrili 
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Geodäsie. 


Erste  Anleitung  im  Operirenmit  den  gebräuchlich- 
' sten  Messinstrumenten.  Vorschule  für  diejenigen, 
die  sich  der  praktischen  Geometrie  widmen  wollen. 
Von  Thadd.  .1.  Kotzura,  öffentlichem  Professor  der 
Mathematik.  Mit  6 lithogr.  Tafeln.  Leipzig.  1847.  8. 
15  Sgr. 
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Diese  Schrift  scheint  zu  verdienen,  denen,  «reiche  die  einfachsten 
Messoperationen  mit  den  gebräuchlichsten  Instrumenten  etwa  zu  öko- 
nomischen Zwecken  in  der  Kürze  kennen  zu  lernen  wünschen,  als 
recht  deutlich  und  zweckmässig  empfohlen  zu  werden.  Auch  hei 
dem  ersten  Unterrichte  in  der  praktischen  Geometrie  auf  Real- 
und  Bürgerschulen  scheint  das  Küchlein  zweckmässig  zum  Grunde 
gelegt  werden  zu  können. 


Weclianik. 


Di e Pr i nci nie n der  Hydrostatik  und  Hydraulik.  Von 
H.  Scheffler.  Erster  Kund.  Erste  Lieferung.  20  Sgr. 
Erster  Band.  Zweite  und  dritte  Lieferung.  1%  Rthlr. 
Mit  über  200  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
Braunschweig.  1847.  8. 

Eine  neue  Bearbeitung  der  Hydrostatik  und  Hydraulik  mit 
fortwährender  Anwendung  der  höheren  Analysis,  wie  sie  der  Herr 
Vf.  in  diesem  Buche,  von  welchem  uns  bis  jetzt  drei  Lieferungen 
vorliegen,  zu  liefern  unternimmt,  scheint  uns  allerdings  Bedürf- 
nis zu  sein,  und  wir  empfehlen  dasselbe  daher  sowohl  den  theo- 
retischen Mathematikern,  als  auch  den  Technikern  zur  Beachtung. 
Nur  erst  wenn  dasselbe  vollständig  erschienen  ist,  wird  eine  wei- 
tere Besprechung  zulässig  und  zweckmässig  sein. 

‘i  / • 1 •»•lis 
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Astronomie. 


Die  Astronomie  in  populärer  Darstellung  von  Dr. 
G.  L.  Schulze,  König!  Sächsischem  Geheimen  Kirchen- 
und  Schulrathe.  Mit  vielen  Holzschnitten  und  einer 
lithographirteu  Sternkarte.  Leipzig.  1847.  8.  2'2yt  Sgr. 

Eine,  wie  cs  bei  flüchtiger  Durchsicht  scheint,  ganz  populäre, 
sehr  deutliche,  auch  die  neuesten  Entdeckungen  berücksichtigende 
Darstellung  der  Hauptlehren  der  Astronomie  von  dem  schon  durch 
frühere  Leistungen  auf  diesem  Gebiete  vortheilhaft,  bekannten 
Herrn  Verfasser.  Bald  werden  wir  nun  aber  genug  solche  Dar- 
stellungen der  Astronomie  in  populärem  Gewanne  hallen ! 

Elementare  Darstellung  der  Analyse  der  Fixstern- 
Beobachtungen  des  Herrn  Geheimen  Rath  Bessel,  von 
C.  Rümker.  Zweite  Abtheilung.  (Enthaltend,  die  An- 
wendung der  Correctionsformeln  zur  Ausmittelung  der 
Fehler  der  Monds-Tafeln  mit  Anwendung  auf  die  Be- 
deckung der  Plejaden  am  10.  August  1846).  Hamburg. 
1847.  4. 
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Die  erste  Abtheilung  dieser  Schrift  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXX. 
S.  453.  angezeigt  worden.  Ueber  die  vorliegende  zweite  Abtei- 
lung spricht  sich  der  Herr  Vf.  auf  folgende  Art  ans : „Ara  Schlüsse 
des  letzten  Jahresberichtes  der  mathematischen  Gesellschaft  w urde 
mit  Hinweisung  duf  das  daselbst  gegebene  Beispiel  bemerkt,  dass, 
wenn  nur  Eintritte  oder  nur  Austritte  beobachtet  sind,  die  Ver- 
besserungen der  Monds -Tafeln,  in  Ermangelung  von  Meridian- 
Beobachtungen,  sich  nur  durch  die  als  richtig  zu  Grunde  gelegte 
Länge  eines  der  Beobachtungsorte  bestimmen  lassen.  Die  Ab- 
sicht der  gegenwärtigen  Zeilen  ist,  zu  zeigen,  wie  sieb  diese  Ver- 
besserungen aus  den  Beobachtungen  selbst  ableiten  lassen,  wenn 
beide  Phasen  an  verschiedenen  Oertern  beobachtet  sind.  “ Für 
alle,  welche  sich  mit  ähnlichen  Rechnungen  beschäftigen  wollen, 
wird  das  in  dieser  Schrift  ausführlich  mitgetheilte , aui  dem  Titel 
schon  naher  bezeichnete  Beispiel  eine  sehr  gute  Anleitung  sein, 
um  auf  dem  besten  Wege  zum  Ziele  zu  gelangen. 

Grundzüge  der  neueren  astronomischen  Beobach- 
tungs-Kunst. Entworfen  von  ür.  C.  T.  Anger,  Profes- 
sor. Danzig.  1847.  4.  15  Sgr. 

Einen  Auszug  aus  dieser  in  jeder  Beziehung  sehr  lesenswer- 
then  Schrift  hier  zu  geben , ist  leider  in  der  Kürze  nicht  wohl 
möglich.  Wir  empfehlen  dieselbe  daher  nur  im  Allgemeinen  aus 
vollkommenster  Ueherzeugung  allen  denen,  welche  sich  ein  recht 
deutliches  Bild  von  den  Principien  zu  verschaffen  wünschen , welche 
der  neueren  astronomischen  Beobachtungskunst  zum  Grunde  lie- 
gen, und  bemerken,  dass  die  Schrift,  in  welcher  der  Herr  Vf. 
vielfach  die  Ansichten,  welche  man  in  älterer  Zeit  befolgte , mit 
den  neueren  zusammenstellt,  auch  häutig  wirklich  angestellte 
Beobachtungen  als  Beispiele  gebraucht  und  dadurch  seiner  üar- 
gtellung  einen  hohen  Grad  von  Deutlichkeit  zu  verleihen  gewusst 
hat,  einem  Jeden  verständlich  ist,  wer  sich  nur  im  Besitze  der 
allgemeinsten  astronomischen  Begriffe  und  Kenntnisse  befindet. 
Zugleich  hat  der  Herr  Vf.  durch  diese  Schrift  dem  der  Wissen- 
schaft leider  zu  früh  entrissenen  Bessel,  welcher  ohne  Widerrede 
als  der  eigentliche  Begründer  der  neueren  astronomischen  Beob- 
achtungskunst  angesehen  werden  muss,  ein  neues  schönes  Denk- 
mal gesetzt. 

„Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen“  — sagt  der  Herr  Vf. 
um  Schlüsse  seiner  Schrift  — „so  ergiebt  sich  aus  den  angcstell- 
ten  Betrachtungen , dass  weder  durch  die  Genauigkeit  der  Ope- 
ration während  des  Observirens , noch  durch  die  optische  Kraft 
oder  mechanische  Vollendung  der  Instrumente,  die  sicheren  Re- 
sultate, welche  wir  gegenwärtig  besitzen,  herbeigeführt  wurden. 
Der  Auffassung  der  Astronomie  als  einer  grossen  Wissenschaft 
hat  die  neuere  Beobachtungskunst  ihre  Entstehung  zu  danken. 
Denn  der  Zusammenhang  zwischen  dem  Beobachten , dem  Rech- 
nen und  den  mathematischen  Untersuchungen,  ist  kein  zufälliger, 
er  ist  durch  die  N tur  der  Aufgabe  bedingt:  den  ganzen  Ster- 
nenhimmel mit  allen  seinen  Erscheinungen  dem  mensch- 
lichen Geiste  so  anschaulich  zu  machen,  dass  innerhalb 
der  Wissenschaft  kein  Zweifel  über  die  Realität  des 
Erkannten  möglich  sei.“ 
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Mochte  sich  doch  Gleiches,  ja  nur  Aehnliclies.  auch  Ton  den 
übrigen  Naturwissenschaften  sagen  lassen! 

■ * - , i , 

•<  . ' • < J;  , 


Physik. 


.r, 


lieber  das  Verhalten  zwischen  der  Naturauflassiing  des  Det^ 
kens  und  der  Einbildungskraft.  Von  H.  C.  Oersted.  Deutsi 
von  H.  Zeise.  Altona.  1847.  8.  6 Sgr. 

Resultate  des  magnetischen  Observatoriums 
Mönchen  während  der  dreijährigen  Periode  1843,  184tf 
1845  von  Dr.  J.  Laihont.  Beigefiigt  sind:  Magnetisch] 
Messungen  auf  einer  Reise  nach  Deutschland  un 
Frankreich  im  Jahre  1844  von  Dr.  J.  A.  Angstrüm,  OH 
servator  der  Sternwarte  in  Upsala.  Mönchen.  1840.  4 

Ausser  ihrem  Hauptinhalte  ist  diese  Schrift  auch  sehr  leb 
reich  und  interessant  wegen  der  von  Herrn  Doctor  Lamont  va 
ausgeschickten  Beschreibung  der  kleinern  von  ihm  construirt| 
magnetischen  Instrumente,  namentlich  der  Variationsinstrument 
des  magnetischen  Theodoliten  und  des  magnetischen  Reisethe 
doliten,  die  auch  durch  Zeichnungen  versinnlicht  und  zu  gebraucht 
gelehrt  worden  sind.  Wir  empfehlen  daher  diese  Schrill  aus  dm 
angegebenen  Grunde  allen  denen,  welche  diese  für  den  beabsiq 
tigten  Zweck  gewiss  sehr  geeigneten  Instrumente,  die  uns  übe 
haupt  eine  weitere  Verbreitung,  als  sie  bis  jetzt  noch  gefundi 
haben  dürften,  zu  verdienen  scheinen,  genauer  kennen  zu  lernt] 
wünschen  und  sich  selbst  mit  maguetiseben  Beobachtungen 
beschäftigen  beabsichtigen. 

Zeitschrift  der  k.  k.  Gesellschaft  der  Aerzte 
Wien.  Redakteur:  Primararzt  Dr.  Karl  Haller.  Drij 
ter  Jahrgang.  Heft  8.  und  9.  (Beiträge  zur  Lehre  vq 
Magnetismus.)  Wien.  1816.  8.  1 Rthlr. 

Auch  lur  Physiker  wird  die  in  diesen  beiden'  Heften  enthi 
tene  höchst  ausführliche  und  genaue,  völlig  aktenmässige  Erzäl 
lung  der  Betrügereien  der  Somnambule  Leopoldine  R.  in  Wief 
und  der  Verirrungen  und  Täuschungen,  denen  sich  selbst  mancj 
Aerzte  in  solchen  Fällen  leider  hingeben , lehrreich  und  interi 
sant  sein,  eben  so  wie  dieselbe  beides  für  uns  gewesen  ist. 


Druckfehler  im  neunten  Theile. 
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